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Введение 

Задачи комбинаторной оптимизации, являющиеся моделями практических задач 
из различных отраслей, интересуют многих исследователей (см., например, [1–14]). 
Интерес к оптимизационным задачам с ограничениями комбинаторного характера 
обусловил выделение задач на так называемых евклидовых комбинаторных множест-
вах ([5–14] и др.). Важный класс таких задач составляют задачи на общем множестве 
размещений. Исследованы свойства выпуклой оболочки общего множества размеще-
ний, предложены и обоснованы алгоритмы решения некоторых классов оптимизаци-
онных задач на размещениях. В частности, в [8, 11] рассматривается решение задач с 
дробно-линейной целевой функцией без дополнительных (некомбинаторных) ограни-
чений: установлен ряд свойств таких задач, обоснован аналитический метод нахожде-
ния минимали дробно-линейной целевой функции на общем множестве размеще-
ний [8], предложен метод нахождения всех минималей [13]. 

Исследование дробно-линейных задач на размещениях в [8, 11] основывается 
на подходе «линеаризации» задачи, т.е. сведения ее к задаче линейного програм-
мирования путем применения определенного преобразования. При этом появля-
ется дополнительное ограничение, что не позволяет использовать критерий ми-
нимали в линейной безусловной задаче на размещениях [14]. Вместе с тем отме-
тим, что теоретические оценки эффективности аналитического метода решения 
задачи минимизации, в основе которого лежит перебор вершин некоторого мно-
гогранника, не получены. 

Цель данной статьи — обоснование полиномиального метода для решения 
указанного класса задач. Предлагаемый метод предусматривает сведение задачи к 
решению конечной последовательности линейных задач оптимизации на разме-
щениях, т.е. идейно близок параметрическому методу решения задач дробно-
линейного программирования [15]. 

В дальнейшем будем использовать терминологию из [5] относительно евкли-
довых задач комбинаторной оптимизации. В частности, под мультимножеством 
понимаем совокупность элементов, среди которых могут быть одинаковые. Упо-
рядоченной k-выборкой из мультимножества }...,,{ 1 η= ggG  называется набор 

),...,,(
1 kii gg  где Gg

ji ∈  η∈∀≠ Jiiii tjtj , , kJtj ∈∀ ,  (здесь и далее nJ  — мно-
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жество n  первых натуральных чисел). Множество всех упорядоченных k-выбо-

рок из мультимножества G  называют общим множеством размещений ).(GEk
η  

Постановка задачи 

Рассмотрим задачу комбинаторной оптимизации дробно-линейной функции 
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η  — общее множество размещений из элементов 

мультимножества }....,,{ 1 η= ggG  Полагаем, что ....21 kddd ≥≥≥  Пусть также 
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(1) рассмотрим задачу минимизации на множестве )(GEk
η  функции ),( axφ  при 

определенном значении :a  найти ** ),,( xaxφ  такую, что  
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Если для минимали в задаче (3) выполняется соотношение =φ ),( * ax  

,00 cad −=  то *, xa  — решение задачи (1). Действительно, так как *x  — ми-

нималь в задаче (3), то для произвольного )(GEx k
η∈  выполняется неравенство 
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следует ,)( * ax =Φ  то *x  удовлетворяет условию (1).  

Общая схема метода 

Если элементы мультимножества G  упорядочены по неубыванию ,...1 η≤≤ gg  
а коэффициенты функции ),( axφ  при определенном a  удовлетворяют условию 

),(...)(0)(...)( 11 acacacac kpp ≥≥≥>≥≥ +  то, как показано в [5], одна из минима-

лей функции ),( axφ  на множестве )(GEk
η  удовлетворяет условиям  

 jj gx =*  1
pJj∈∀  jkj gx +−η=*  .1+∈∀ p

kJj  (4) 
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Однако при ином значении a  упорядочение коэффициентов может измениться и 
точка (4) не будет минималью в задаче (3). Выясним, при каких условиях выполняется 
неравенство ),()( acac ji ≥  где .ji <  Так как неравенство )()( acac ji ≥  равносильно 

),( jiji ddacc −≥−  то при ji dd =  упорядочение величин )(aci  и )(ac j  не зависит 

от значения a  и совпадает с упорядочением величин ic  и .jc  Если ji dd ≠  (а тогда из 

условия kddd ≥≥≥ ...21  имеем, что ),ji dd >  то )()( acac ji ≥ , если и только если 
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где M  — достаточно большое положительное число. С учетом введенного обо-
значения при Ma <  неравенство )()( acac ji ≥  выполняется, если и только если 

).,( jiAa ≤  
Отметим, что при kdd == ...1  упорядочение коэффициентов функции ),( axφ  

не зависит от значения ,a  поэтому в дальнейшем будем рассматривать случай, 
когда среди чисел kdd ...,,1  есть различные. Тогда среди величин (5) существует, 
по крайней мере, одна, отличная от .M±  

Упорядочим величины (5) по неубыванию: 
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логично вследствие ),( tt jiAa ≤  1+∈∀ h
mJt  получаем ).()( acac
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Пусть )},,({)1( rr jiAaarI ≤=−  )}.,({)( ss jiAaasI >=  Тогда для произ-

вольного )1( −∈ rIa  имеем )()( acac
tt ji ≥  .r

mJt ∈∀  Также из ...),( 11 =jiA  

MjiA rr −== −− ),(... 11  (если )11 ≥−r  следует, что )()( acac
tt ji <  1−∈∀ rJt  при 

произвольном ,a  в том числе для всех ).1( −∈ rIa  Аналогично для любого 

)(sIa∈  имеем )()( acac
tt ji <  ,sJt ∈∀  )()( acac

tt ji ≥  1+∈∀ s
mJt  (если ).1 ms ≤+  

Таким образом, ),(hIa∈∀  где ,1−∈ r
sJh  коэффициенты функции ),( axφ  

удовлетворяют условиям  

 )()( acac
tt ji <  ,1

hJt ∈∀  )()( acac
tt ji ≥  .1+∈∀ h

mJt  (6) 

Отметим также, что когда для )(hIa∈  ),( 1
r
sJh −∈  ,mJt ∈  tt ji <  выполняет-

ся неравенство ),()( acac
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Пример 1. Пусть .
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ны (5): так как ,1721 == dd  а ,23 21 −<−= cc  то MA −=)2;1( ; аналогично 
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=A  ,)3;2( MA =  так как 32 dd =  и ;32 cc >  

;4)4;2( −=A  .5)4;3( −=A  Упорядочение величин (5) по неубыванию имеет вид 

 ).3;2()4;2()4;3()4;1()3;1()2;1( AMAAAMAA =<<=<−==  

В этом случае 3=r  ,1( =ri  ),4=rj  5=s  ,2( =si  ).4=sj  Сформируем 
множества :)(hI },5)4;1(|{)2()1( −=≤==− AaaIrI  =≤<−= )4,3(5|{)3( AaaI  
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Условие (6) определяет упорядочение коэффициентов функции .),( axφ  

В этом случае для определения минимали в задаче (3), как видно из (4), достаточ-
но знать среди коэффициентов )(acl  количество положительных. 

Пусть ,kJp∈  точка *x  удовлетворяет условию (3), где ).(hIa∈  Вычислим 
).( ** xa Φ=  Если также ),(* tIa ∈  причем среди чисел ll dac *−  )( kJl ∈  имеем 

p  положительных, то *x  — также минималь функции ),( *axφ  на множестве 

).(GEk
η  Тогда, как показано выше, **, xa  является решением задачи (1). 

Если ни для одного kJp∈  минималь функции )(xΦ  на множестве )(GEk
η  

найдена не будет, то перейдем к рассмотрению следующего значения .t  При этом 
если ),,(),( 1111 ++−+−+ = hhfhfh jiAjiA  то ∅=+ )( fhI . Поэтому полагаем сле-

дующее значение h  равным предыдущему, увеличенному на ,f  где f  — наи-
большее число, для которого ).,(),( 11 ++++ = hhfhfh jiAjiA  

Так как ,)( 1

1
RhI

r
sJh

=
−∈

U  то для некоторых значений h  и p  будет найдена 

точка ,x  которая удовлетворяет (3) и для которой ),()( hIx ∈Φ  причем среди чи-

сел ll dac *−  )( kJl ∈  имеем p  положительных. Как показано выше, эта точка яв-
ляется минималью в задаче (1). 

Следовательно, приходим к такой схеме решения задачи (1). 
Шаг 0. Полагаем .1=n  
Шаг 1. Вычисляем согласно (5) величины ),( jiA  для всех ,kJi∈  .1+∈ i

kJj  
Упорядочиваем их по неубыванию. 

Шаг 2. Полагаем ,1−= rh  где r  — номер первого слева (наименьшего) 
.),( MjiA −≠  

Шаг 3. Используя соотношение (6), упорядочиваем коэффициенты )(acl  
функции ).,( axφ  

Шаг 4. Количество p  положительных среди коэффициентов )(acl  полагаем 
равным 0.  

Шаг 5. Формируем минималь nx  согласно (4) и вычисляем ).( nn xa Φ=  

Шаг 6. Если )(hIan ∈  и среди чисел l
n

l
n

l dacac −=)(  )( kJl ∈  имеется p  по-

ложительных, то процесс завершается: пара nn xa ,  является решением зада-
чи (1). В противном случае увеличиваем p  на единицу. 

Шаг 7. Если ,kp <  то увеличиваем n  на единицу и возвращаемся к шагу 5, 
иначе переходим к шагу 8. 
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Шаг 8. Находим наибольшее число f  такое, что =++ ),( fhfh jiA  
),( 11 ++= hh jiA . Увеличиваем h  до fh +  и переходим к шагу 3. 

Отметим, что минималь, полученная в соответствии с предложенной выше 
схемой метода, может оказаться не единственной. Для получения остальных ре-
шений может использоваться поход, приведенный в [13]. 

Обоснование алгоритма 
Рассмотрим детальнее реализацию предложенной выше схемы метода реше-

ния дробно-линейной задачи на размещениях. 
Пусть ,1−∈ r

sJh  причем ∅≠)(hI , .kJl ∈  Условие (6) определяет соотноше-

ние между произвольной парой коэффициентов )(aci  и ),(ac j  ,kJi∈  .1+∈ i
kJj  

Пользуясь этими соотношениями, найдем для каждого kJl∈  множество )(luh  
индексов тех коэффициентов функции ,),( axφ  которые не больше ).(acl  При 
этом в случае равных коэффициентов неравенство ),()( acac jl ≥  где ,jl >  не бу-
дем учитывать. 

Из (6) следует, что для всех hJt∈  таких, что ,ljt =  выполняется неравенст-

во ).()()( acacac lji tt
=<  Аналогично для всех 1+∈ h

mJt  таких, что ,lit =  выпол-
няется неравенство ),()()( acacac

tt jli ≥=  причем .tt ji <  

Следовательно, при заданном 1−∈ r
sJh  множество ),(luh  ,kJl ∈  формирует-

ся следующим образом: 

 }.,{},{)( 11 liJtjljJtilu t
h
mtthth =∈∪=∈= +  (7) 

Пример 2. Рассмотрим функцию )(xΦ  из примера 1. Сформируем )(luh  для 
,2=h  .4Jl ∈  При 1=l  имеем: 
• для :2≤t ,121 ≠=j  ;132 ≠=j  
• для :3≥t ,13 =i  поэтому );1(4 23 uj ∈=  учитывая, что 654 ,, iii  отличны от 1, 

получаем };4{}4{)1(2 =∪∅=u  
• для :2=l ,21 =j  поэтому );2(1 21 ui ∈=  ,265 == ii  поэтому ),2(4 25 uj ∈=  

).2(3 26 uj ∈=  Таким образом, }.4;3;1{)2(2 =u  
Поскольку ,342 == ij  то }.4;1{};{)3( 422 == jiu  Аналогично ∅=)4(2u . 
Покажем, как упорядочить коэффициенты функции ),( axφ  на основе сведе-

ний о количестве элементов во множествах (7). 
Для всех )(luj h∈  имеем ).()( acac jl ≥  Так как для произвольных ,kJl ∈  

1+∈ l
kJq  найдется такое ,mJt ∈  что ,lit =  ,qjt =  то либо )(qul h∈  (если ),ht ≤  ли-

бо )(luq h∈  (если ).ht >  Пусть для определенности ).(qul h∈  Тогда ≥≥ )()( acac lq  

)(aci≥ )(lui h∈∀  ).(hIa∈∀  Значит, )()( ququ hh >  U(  обозначает количество 
элементов во множестве ).U  Поскольку рассуждения справедливы для произвольных 

,, kJql ∈  количество элементов во всех множествах )(luh  различное.  
Пусть индексы tq  таковы, что выполняется неравенство  

 .)(...)()( 21 khhh quququ >>>  (8) 

Тогда )(
1

acq  не меньше всех других коэффициентов, )(
2

acq  меньше разве 

что )(
1

acq  и т.д. Таким образом, 

 )(...)()(
21

acacac
kqqq ≥≥≥  ).(hIa∈∀  (9) 
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Следовательно, для упорядочения коэффициентов функции ),( axφ  по не-
убыванию необходимо: 

1) найти количество элементов во множествах вида (7) для всех ;kJl ∈   
2) упорядочить индексы tq  таким образом, чтобы выполнялось условие (8). 
Отметим, что формирование множеств (7) для упорядочения коэффициентов 

необязательно: количество элементов во множествах можно подсчитать, просмат-

ривая величины (5) для .mJt ∈  При этом для каждого hJt ∈  увеличиваем на еди-

ницу количество элементов во множестве ),( th ju  а для каждого 1+∈ h
mJt  — коли-

чество элементов во множестве ).( th iu  
Схема решения задачи (1) предусматривает формирование точки вида (4) для 

количества p  положительных коэффициентов функции ),( axφ  от 0 до .k  Однако 
некоторые из коэффициентов могут быть положительными (отрицательными) при 
всех ).(hIa∈  Зная количество таких коэффициентов, можно уменьшить количе-
ство «подозрительных» на минималь точек. 

Так как для произвольного kJl∈  ,),()( 11 lhhllll djiAcadcac ++−≥−=  то 
при lhhl djiAc ),( 11 ++>  имеем 0)( >acl  ).(hIa∈∀  Если v  — наибольший индекс 
такой, что ,),( 11 vv qhhq djiAc ++>  то 0)( >ac

tq  vJt∈∀  ).(hIa∈∀  Если таких 
индексов не существует (т.е. 

vv qhhq djiAc ),( 11 ++≤  ),kJv∈∀  то нет коэффи-
циентов, которые были бы положительными при всех ).(hIa∈  В этом случае 
полагаем .0=v  Аналогично, если w  — наименьший индекс такой, что ≤

+1wqc  

,),(
1+

≤
wqhh djiA  то 0)( ≤ac

tq  1+∈∀ w
kJt  )(hIa∈∀  (если таких индексов не су-

ществует, то полагаем ).kw =  Таким образом, положительных среди коэффици-
ентов функции ),( axφ  для произвольных )(hIa∈  не меньше v  и не больше .w  

Пример 3. Для функции )(xΦ  из примеров 1, 2 при 2=h  имеем >)2(2u  
)4()1()3( 222 uuu >>> . Значит, ,21 =q  ,32 =q  ,13 =q  44 =q  и для всех 

)2(Ia∈  выполняется неравенство )()()()( 4132 acacacac ≥≥≥ . Определим диапа-
зон возможных значений для количества p  положительных коэффициентов. 

Поскольку 5),( 33 −=jiA  и ,16552 44 ⋅−=⋅−>= dc  причем ,44 =q  то наи-
меньшее возможное количество положительных коэффициентов .4=v  Вместе 
с тем вследствие MjiA −=),( 22  имеем jhhj djiAc ),(>  ,kJj∈∀  поэтому 

.4== kw  Таким образом, при любом )2(Ia∈  все коэффициенты функции ),( axφ  
положительны. 

Для проверки, является ли точка ,nx  сформированная согласно (4), мини-
малью в задаче (1), необходимо определить количество положительных среди чисел 

,)( l
n

l
n

l dacac −=  ,kJl ∈  где ).( nn xa Φ=  Так как выполняется условие (9), то: 

• при 0)(
1

≤n
q ac  среди чисел )( n

l ac  нет положительных; 

• при 0)( >n
q ac

k
 все числа )( n

l ac  положительны; 

• если 0)( >n
q ac

p
 и 0)(

1
≤

+
n

q ac
p

 ),( 1
1−∈ kJp  то среди чисел )( n

l ac  имеем 

p  положительных. 
Для упрощения проверки положим ,0 Mc =  ,1 Mck −=+  ;010 == +kdd  тогда 

,)(0 Mac n =  Mac n
k −=+ )(1  для любых ,nx  причем )(0

nac  и )(1
n

k ac +  соответст-

венно наибольший и наименьший среди коэффициентов функции ).,( naxφ  
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Следовательно, для проверки, является ли точка nx  минималью в задаче (1), не-

обходимо вычислить значения целевой функции в точке nx  и проверить знак чисел 

)( n
q ac

p
 и :)(

1
n

q ac
p+

 если ),(hIan ∈  0)( >n
q ac

p
 и ,0)(

1
≤

+
n

q ac
p

 то nx  — ми-

нималь в задаче (1). 

Формулировка и оценка сложности алгоритма 

На основании изложенных выше рассуждений сформулируем такой алгоритм 
решения дробно-линейной безусловной задачи комбинаторной оптимизации на 
размещениях. 

Шаг 0. Полагаем ,1=n  ,0 Mc =  ,1 Mck −=+  .010 == +kdd  

Шаг 1. Вычисляем согласно (5) величины ),( jiA  для всех ,kJi∈  .1+∈ i
kJj  

Упорядочиваем их по неубыванию. 
Шаг 2. Полагаем ,1−= rh  где r  — номер первого слева (наименьшего) 

.),( MjiA −≠  
Шаг 3. Для каждого kJi∈  находим количество элементов во множестве (7). 
Шаг 4. Упорядочиваем индексы tq  таким образом, чтобы выполнялось ус-

ловие (8). 
Шаг 5. Находим наибольший индекс ,v  для которого .),( 11 vv qhhq djiAc ++>  

Если такого индекса не существует, то полагаем .0=v  
Шаг 6. Находим наименьший индекс ,w  для которого .),(

11 ++
≤

ww qhhq djiAc  

Если такого индекса не существует, то полагаем .kw =  
Шаг 7. Полагаем .vp =  

Шаг 8. Формируем минималь nx  согласно (4) и вычисляем ).( nn xa Φ=  

Шаг 9. Если )(hIan ∈  и ,0>−
pp q

n
q dac  ,0

11
≤−

++ pp q
n

q dac  то процесс за-

вершается: пара nn xa ,  является решением задачи (1). В противном случае уве-
личиваем p  на единицу и переходим к шагу 10. 

Шаг 10. Если ,wp ≤  то увеличиваем n  на единицу и возвращаемся к шагу 8, 
иначе переходим к шагу 11. 

Шаг 11. Находим наибольшее число f  такое, что =++ ),( fhfh jiA  

).,( 11 ++= hh jiA  Увеличив h  до ,fh +  переходим к шагу 3. 

Пример 4. Рассмотрим задачу (1), где ,
216171717

12323)(
4321

4321
++++
−+−−−

=Φ
xxxx

xxxxx  

}.18;15;15;13;11;9;7;4;2{=G  
Шаг 0. ,1=n  ,0 Mc =  ,1 Mck −=+  .010 == +kdd  
Шаг 1. Как показано в примере 1, ,3=r  ,5=s  

 .)3;2()4;2()4;3()4;1()3;1()2;1( MAAAAAAM =<<=<==−  

Шаг 2. Полагаем .21 =−= rh  Тогда ,),(),( 22 MjiAjiA hh −==  ,( 1+hiA  
.5)1 −=+hj  

Итерация 1  

Шаг 3. ,1)1(2 =u  ,3)2(2 =u  ,2)3(2 =u  0)4(2 =u  (см. пример 2). 

Шаг 4. )4()1()3()2( 2222 uuuu >>> . Значит, для )2(Ia∈  имеем ≥)(2 ac  
.)()()( 413 acacac ≥≥≥  
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Шаг 5–6. 4== wv  (см. пример 3) 
Шаг 7. Полагаем .4== vp  

Шаг 8. Определяем минималь .1x  Согласно (4) точка 1x  удовлетворяет услови-
ям ,21

2 =x  ,41
3 =x  ,71

1 =x  ,91
4 =x  т.е. ).9;4;2;7(1 =x  При этом =Φ= )( 11 xa  

.5
365
19

−>−=  

Шаг 9. Учитывая, что ),2(1 Ia ∉  полагаем .5=p  
Шаг 10. Вследствие 4=> wp  переходим к шагу 11. 
Шаг 11. Так как ,5),(),( 3344 −== jiAjiA  то .2=f  Следовательно, полага-

ем ,4=h  тогда ,5),( −=hh jiA  .4),( 11 −=++ hh jiA  

Итерация 2 

Шаг 3. ,0)1(4 =u  3)2(4 =u  ),2( 651 === iij  1)3(4 =u  ),3( 2 =j  

2)4(4 =u  .)4( 43 == jj  

Шаг 4. )1()3()4()2( 4444 uuuu >>> . Значит, для )4(Ia∈  имеем ≥)(2 ac  
).()()( 134 acacac ≥≥≥  

Шаг 5–7. 4=== pwv  .)17443( 11 ⋅−=⋅−>−= dc  

Шаг 8–10. ),4;7;2;9(2 =x  ),4(
185
22)( 2 Ix ∉−=Φ  поэтому .5 wp >=  

Шаг 11. ,1=f  .5=h  
Итерация 3 

Шаг 3–4. ,0)1(5 =u  ,2)2(5 =u  ,1)3(5 =u  ,3)4(5 =u  поэтому ≥)(4 ac  
).()()( 132 acacac ≥≥≥  

Шаг 5–7. ,0=v  ,4=w  .0=p  
Шаг 8–10.  

• ),13;15;15;18(3 =x  ),5(
169
17)( 3 Ix ∈−=Φ  но ,0

64
393)()( 41

>== acacq  т.е. 

количество положительных коэффициентов функции ),( axφ  отлично от .0=p  
Значит, полагаем 1=p  и возвращаемся к шагу 8. 

• ,)2;15;15;18(4 =x  ),5(
848
125)( 4 Ix ∈−=Φ  но ,

848
429)()( 22

== acacq  поэтому 

полагаем .2=p  

• ),2;15;4;18(5 =x  ),5(
661
103)( 5 Ix ∈−=Φ  ,

661
429)()( 22

== acacq  =)(
3

acq  

.
661
232)(3 −== ac  Таким образом, точка 5x  — минималь функции )(xΦ  на ).(4

9 GE  

Решением задачи (1) является пара )2;15;4;18(;
661
103

− . 

Оценим количество операций предложенного алгоритма. При этом шаги, вы-
полнение которых требует фиксированного времени, не зависящего от k , не рас-
сматриваются. Количество операций для поиска элемента в массиве из n  элементов и 
упорядочений такого массива зависит от выбранного алгоритма, но можно гаранти-

ровать асимптотическую верхнюю грань )(nO  и )( 2nO  [16, 17] (отметим, что при 
выборе соответствующих алгоритмов поиска и сортировки эти оценки могут быть 
улучшены).  
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Шаг 1. Необходимо вычислить 
2

)1( −
=

kkm  величин ).,( jiA  Количество 

операций для их упорядочения ,)( 2mO  т.е. ).( 4kO  
Шаг 3. Если определение количества элементов во множествах (7) осуществ-

ляется просмотром упорядоченной последовательности величин (5), то оно может 

быть осуществлено за ),(mO  т.е. )( 2kO  операций. 

Шаг 4. Упорядочение индексов tq  может быть оценено как ).( 2kO  
Шаги 5–6. Поиск каждого из значений v  и w  оценивается как ).(kO  
Шаг 8. Формирование точки (4) и вычисление соответствующего значения 

целевой функции требует времени ).(kO  

Шаг 10. Проверка выполняется не более 11 +≤+− kvw  раз. Таким образом, 

действия шагов 8–10 повторяются не более 1+k  раз и имеем оценку ).( 2kO  

Шаг 11. Количество операций поиска наибольшего числа f  такого, что 

),(),( 11 ++++ = hhfhfh jiAjiA , равно количеству итераций, которые не выполня-

ются при решение задачи, поэтому можно считать, что действия шага 11 требуют 
фиксированного времени. 

Действия шагов 3–11 повторяются не более 1+m  раза. Таким образом, общая 

оценка циклического процесса составляет ).( 4kO  Учитывая также оценку пп. 1, 2, 

имеем, что временная сложность предложенного алгоритма ),( 4kO  т.е. алгоритм яв-
ляется полиномиальным. 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема. Приведенный алгоритм решения безусловной дробно-линейной за-

дачи комбинаторной оптимизации на размещениях (1) полиномиален. 

Заключение 

В настоящей статье обоснован метод решения задачи минимизации дробно-
линейной целевой функции на общем множестве размещений. Решение исходной 
дробно-линейной задачи сводится к решению конечной последовательности ли-
нейных безусловных задач комбинаторной оптимизации на размещениях, что по-
зволяет использовать критерий экстремали в таких задачах. Показано, что пред-
ложенный алгоритм полиномиален. 
 

О.О. Ємець, Т.М.  Барболіна  

ПОЛІНОМІАЛЬНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
БЕЗУМОВНОЇ ДРОБОВО-ЛІНІЙНОЇ ЗАДАЧІ 
КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ  
НА РОЗМІЩЕННЯХ 

Розглянуто розв’язування дробово-лінійної задачі комбінаторної оптимізації на 
загальній множині розміщень. Запропоновано й обґрунтовано метод, який пе-
редбачає розв’язування скінченної послідовності лінійних безумовних задач 
комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Отримано теоретичні оцінки сфор-
мульованого алгоритму, доведено його поліноміальність. 
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O.A. Iemets, T.N. Barbolina  

POLYNOMIAL METHOD OF SOLVING 
UNCONDITIONAL LINEAR FRACTIONAL  
PROBLEM OF COMBINATORIAL OPTIMIZATION 
ON ARRANGEMENTS 

The article deals with the solving of a linear fractional problem of combinatorial op-
timization on the general set of arrangements. Authors propose and substantiate the 
method which provides solving of finite sequence of linear unconditional problems 
of combinatorial optimization on arrangements. Theoretical estimates of the formu-
lated algorithm are received, its polynomiality is proved. 
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