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А.О. Емец  

МЕТОД ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ ДЛЯ ЗАДАЧ 
ЕВКЛИДОВОЙ КОМБИНАТОРНОЙ  
ОПТИМИЗАЦИИ НА СОЧЕТАНИЯХ 

Введение 

Впервые метод ветвей и границ (МВГ) был предложен в работе [1] для 
задач дискретной оптимизации, точнее, для целочисленного линейного про-
граммирования. Обобщая походы к оптимизации, изложенные в данной пуб-
ликации, различные исследователи обобщили МВГ и сферу его применения 
(см., в частности, [2–10]): 

— целочисленные и дискретные оптимизационные задачи, в том числе зада-
чи с булевыми переменными, сетевые задачи, задачи теории расписаний [11–17]; 

— задача нечеткой оптимизации [18–21]; 
— задачи оптимизации с интервальной неопределенностью [22, 23]; 
— задачи оптимизации комбинаторного типа [3–8, 24–34]. 
Из этих задач Ю.Г. Стоян выделил задачи евклидовой комбинаторной опти-

мизации [35]. Для этих задач исследование МВГ для ряда комбинаторных мно-
жеств и некоторых классов функций изложено, в частности, в работах [25–34].  

В известной схеме МВГ необходимо конкретизировать правила ветвления 
и отсечения, решить самую сложную задачу применения метода, существенно 
влияющую на еффективность, — проблему оценивания допустимых подмно-
жеств. Эти проблемы для задач евклидовой комбинаторной оптимизации, не-
четкой, интервальной оптимизации решаются с учетом специфики допустимых 
множеств и целевых функций (см., в частности, [18–21, 23, 25–34]). Для мно-
жества сочетаний оценки получены в случае множества сочетаний с неограни-
ченными повторениями, т.е. когда в k -сочетании может быть k  экземпляров 
любого элемента [32]. 

В данной статье рассматриваются общие сочетания, где кратность возможно-
го повторения каждого элемента индивидуально заданная. 

Постановка задачи 

Пусть )(GS k
nη  — общее множество евклидовых k -сочетаний [36], т.е. k -вы-

борок, в которых элементы упорядочены по неубыванию, где }...,,{ 1 η= ggG  — за-
данное мультимножество, и выполняется  

 η...1 gg ≤≤ , (1) 
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для основы )...,,()( 1 neeGS =  справедливо  

 nee << ...1 , (2) 

а первичная спецификация )...,,(][ 1 nG ηη=  содержит кратности iη  элементов 
основы ie . 

Для элементов )()...,,( 1 GSxxx k
nk η∈=  по определению [36] выполняется  

 kxx ≤≤ ...1 . (3) 

Обозначим }...,,2,1{ mJm = , =0J ∅. Рассмотрим задачу 

 min)(
1

→= ∑
=

jj
k

j
xcxC  (4) 

при условиях 

 ijij
k

j
bxa ≤∑

=1
, }...,,2,1{ mJi m =∈∀ , (5) 

 )(GSx k
nη∈ . (6) 

Как известно [35], задача (4)–(6) — линейная условная полностью комби-
наторная задача евклидовой комбинаторной оптимизации на общем множестве 
сочетаний. 

Метод ветвей и границ для задачи (4)–(6) 
Метод ветвей и границ требует формулирования и обоснования трех ас-

пектов его схемы: 
1) правил ветвления допустимой области; 
2) способа оценивания образованных допустимых подмножеств; 
3) техник отсечения подмножеств, которые заведомо не содержат оптималь-

ного решения. 
Ветвление. Разветвлять можно, перебирая возможные значения ix  от 1x  до kx  

в порядке (1), следя за выполнением (3) и (5). Обозначим множество =tiiiD ...21  
,...,,,({

21 tiii gggx ==
 

...,,1+tx }...),()
1 tii

k
nk ggGSx ≤≤∈ η .  

Оценивание. Обозначим )( ** xCC =  минимум функции (4) при услови-

ях (5), (6), а )(minarg* xCx =  — минималь функции (4) при этих условиях, ∈*x  
)(minarg xC∈  — множество всех минималей функции (4) при условиях (5), (6). 

Рассмотрим задачу нахождения 

 )(min** xCC
kRx∈

=  (7) 

при условиях (5) и 
 )(GEx k

nη∈ , (8) 

где )(GE k
nη  — общее множество k -размещений [35] из мультимножества 

}...,,{ 1 η= ggG  с основой )...,,()( 1 neeGS = . 

Обозначим )(minarg** xCx
kRx∈

=  при условиях (5) и (8). 

Легко видеть справедливость такого утверждения: минимум целевой функ-
ции )(xC  в линейной задаче (4)–(6) полностью комбинаторной оптимизации на 
евклидовых k -сочетаниях из мультимножества G  не меньше минимума этой же 
функции в линейной задаче (7), (5), (8) полностью комбинаторной оптимизации 
на k -размещениях с этим же мультимножеством G . 
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Действительно, как известно, множество )(GS k
nη  можно рассматривать как 

подмножество общего множества размещений )(GE k
nη  [35] при условиях (3). Та-

ким образом, )()( GEGS k
n

k
n ηη ⊂ , условие (5) общее для обеих задач с целевой 

функцией )(xC , т.е. 
 )(min)(min

)()(
xCxC

GExGSx k
n

k
n ηη ∈∈

≥  (9) 

при одинаковых дополнительных условиях, в частности (5).  
Рассмотрим возможность получения оценки множества tiiiD ...21 . Пусть 

)...,,,(~
21 ktt cccC ++= ; образуем разность мультимножеств }...,,,{~

21 tiii gggGG −= . 

Упорядочим (пронумеруем) элементы }~...,,~{~
1 sjj ggG = , где ts −η= , чтобы вы-

полнялось 
sjj gg ~...~

1
≤≤ . 

Для дальнейшего построения k -сочетания при выборе 1+tx , …, kx  из G~  нуж-

но, чтобы 
tii gg ≥

1
~ , тогда из G~  будет использоваться σ  элементов, ts −η=≤σ . 

Если 
tij gg <

1
~ , то по G~  строим }~,~~{

~~
sijj JiggGgG

tii
∈∀≥∈= , т.е. =G

~~  

}
~~...,,

~~{
1 σ

= jj gg , а нумерация элементов в G
~~

 такая, что 
σ

≤≤ jj gg
~~...

~~
1

; при этом 

.
~~

1 tij gg ≥  

Если =G
~~

∅, то =tiiiD ...21 ∅. Если tk −=σ , то 1|| ...21 =tiiiD  и tiiiD ...21  со-
держит только одно решение g , тогда в процессе применения МВГ )(gF  сравнива-
ем с 0F , и если возможно (т.е. при 0)( FgF < ), улучшаем 0F . Если tk −>σ : 

1|| ...21 >tiiiD , необходимо оценивание подмножества tiiiD ...21 . Обозначим 

tkr −= . Для этого оценивания необходимо найти jj
r

jGEy
yc

r

~min
1)

~~(
∑
=∈ σν

, где |)
~~(| GS=ν . 

Пронумеруем элементы }~...,,~{~
1 rjj ccC = , чтобы выполнялось 

 .~...~0~...~~~...~
1211 rppqqq jjjjjjj ccccccc ≥≥>====>≥≥
+++

  

Тогда, как известно [35], jj
r

jGEyyy
r ycyyy

r
r

~minarg),...,(
1)

~~()...,,(

**
1

*

1

∑
=∈= σν

==  имеет 

такие координаты: 
 

11

~~*
jj gy = , …, 

qq jj gy
~~* = ; 

 
σ

= jj gy
r

~~* ; 
11

~~*
−σ−

= jj gy
r

; …; 
11

~~*
++−σ+

=
prp jj gy ; 

*
1+qjy , …, *

pjy  — произвольные из ...,
~~,

~~;
~~...,,

~~,
~~{

~~
121 −σσ

− jjjjj gggggG
q

 

}
~~...,

1++−σ prjg , такие что **
1 ... ryy ≤≤ . А значит, при  

 ∑
=

=
r

j
jj

iii ycc t

1

*... ~21 , (10) 

 
j

t ij
t

j

iii gc∑
=

=ν
1

...21  (11) 
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имеем 
 ttt iiiiiiiii c ......... 212121 +ν=ξ . (12) 

Теорема 1. Величина tiii ...21ξ , вычисляемая по формуле (12), — оценка 

множества tiiiD ...21  в методе ветвей и границ для задачи (4)–(6). 
Доказательство. Как известно, в МВГ в задаче минимизации функции )(xF  

число ν  является оценкой допустимого подмножества Q , если Qx∈∀  ν≤)(xF . 

Для множества tiiiDx ...21∈∀  jj
k

tj

iii xcxC t ∑
+=

+ν=
1

...21)( . Оценим 

jj
k

tjGSx
xcc

r
∑
+=∈ σν

=
1)

~~(

* min . По формуле (9) jj
r

jGEy
ycc

r

~min
1)

~~(

* ∑
=∈ σν

≥ , что с учетом (10) 

дает tiiicc ...* 21≥ . 
Таким образом, tiiiDx ...21∈∀  

 ttt

r

t iiiiiiiii
jj

k

tjGSx

iii cxcxC .........

1)
~~(

... 21212121 min)( ξ=+ν≥+ν≥ ∑
+=∈ σν

 (13) 

с учетом (12). Отсюда )(...21 GSDx k
n

iii t
η⊂∈∀  — значение целевой функции 

tiiixC ...21)( ξ≥ , т.е. tiii ...21ξ  — оценка множества tiiiD ...21  в МВГ, что и надо 
было доказать. 

Отсечение. Отсечение допустимых множеств происходит при классическом 
для МВГ условии: 0

...21 Ftiii ≥ξ , где 0F  — текущий рекорд минимального значения, 

или при условии =tiiiD ...21 ∅ на этапе ветвления. Заметим, что по окончании МВГ 
будет получено все множество минималей, но если отсекать по строгому неравенству 

0
...21 Ftiii >ξ , то МВГ дает только одну из минималей (но, возможно, быстрее). 

Свойства оценивания и применение МВГ к задаче (4)–(6) 

Если при оценивании tiiiD ...21  имеем в целевой функции )(xC  вида (4) сла-

гаемое jj
k

tj
xc∑

+= 1
, где 

 ktt cccccccc ≥≥>====>≥≥≥ +ββ+α+αα++ ...0...... 12121 , (14) 

то в оценке этого множества (12) 

 ll
k

tl

iii ycc t ∑
+=

=
1

...21  (15) 

при 
 

1

~~
1 jt gy =+ , …, 

α
=α jgy

~~ ; 
σ

= jk gy
~~ ; 

1

~~
1 −σ
=− jk gy , …, 

1

~~
1 +β+−σ
=+β kjgy  (16) 

и точка-сочетание из )
~~(GS r

σν  ∈=
σ+β+−σα

)
~~...,,

~~,
~~...,,

~~,...,,(
111 jjjjii ggggggg

kt
 

tiiiD ...21∈ . Поэтому в других точках tiiiDy ...21∈  имеем )()( gCyC ≥  и разветв-

лять множество tiiiD ...21  дальше нет смысла. Выделяем из него одноэлементное 
множество }{g  и (значение целевой функции на нем) tiiigFgC ...21)()( ξ== , ко-
торое сравниваем с 0F , и если 0)( FgF < , то обновляем (улучшаем) рекордное 
значение минимума, т.е. присваиваем )(:0 gFF = . Действительно, равенства (16) 
следуют из теоремы 3.1 из [35] и при выборе другого ветвления, отличного от }{g , 
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точки которого удовлетворяют условию (3), в x  будет большее значение )(xC , 
чем )(gC . Таким образом, доказана следующая теорема для оценки подмножест-

ва tiiiD ...21  в МВГ. 
Теорема 2. Если в функции (4) выполняется условие (14), то при оценивании 

в МВГ подмножества tiiiD ...21  оно редуцируется до }{...21 gD tiii =  и 

1|| ...21 =tiiiD , где точка )
~~...,,

~~,
~~...,,

~~,...,,(
111 σ+β+−σα

= jjjjii ggggggg
kt

 имеет коор-

динаты, которые удовлетворяют (16), а tiiigC ...21)( ξ=  в соответствии с (12), где 
слагаемые оценки задаются в (11) и (15). 

Иллюстративный пример 

Применим МВГ к задаче min25)( 4321 →+−+= xxxxxC  на )(GS k
nη , где 

}5,2,2,1,0,1{ −=G , 4=k  ( 0=m , т.е. условий (5) нет). 
Изложим расчеты, иллюстрируя их на рисунке ( ξ  — оценки (12) подмно-

жеств, ⊗ — отсечение подмножества). 
Образуем 1D , где 11 −=x , тогда )5;2;1(~

−=C ; )5,2,2,1,0(~
=G ; 11 −=ν ; 

3051251)(min
)~(

1
3

4,5

−=⋅+⋅+⋅−==
∈

xСc
GEx

; 4311 −=−−=ξ . 

Подмножество 12D : )2;1(~
−=C ; )5,2,2,1(

~~
=G . Для него =12c  

+⋅−==
∈

51)(min
)~(2

3,4

xС
GEx

312 −=⋅ ; 431121212 −=−−=+ν=ξ c . 

Рассмотрим 123D : )5,2,2(
~~
=G ; 2110511123 −=⋅−⋅+⋅−=ν ; 422123 =⋅=c ; 

+ν=ξ 123123  242123 =+−=c . 
1234D : )5,2(

~~
=G ; 0

1234 242 F==+−=ξ ; )2;1;0;1(01234 −== xD . Для 

)5;1;0;1(11236 −== xD  значение =)( 1xC 01 8 FF >=  (здесь можно применить 
теорему 2). 

Образуем 124D . Тогда 3210511124 −=⋅−⋅+⋅−=ν ; 422124 =⋅=c ; =ξ124  
143 =+−= . 

Дальше имеем 1245D  — одноэлементное. 02
1245 1 FF <==ξ , следовательно, 

10 =F  — новое значение рекорда. Оценка для 1246D  хуже 0F  (по теореме 2). 

Для 13D : 4151113 =⋅+⋅−=ν ; )5,2,2(
~~
=G , )2;1(~

−=C , =⋅+⋅−= 225113c  

1−= , 0
13 314 F>=−=ξ . 13D  отсекаем. 

Рассмотрим 14D , здесь одноэлементное множество )5;2;2;1(3 −=x ; 

17522125)1(13 =⋅+⋅−⋅+−⋅=F . Множество 14D  с оценкой 0
14 3 F>=ξ  можно 

отсечь, не анализируя, сколько в нем элементов. Возвращаемся на уровень вверх: 
образуем 2D . Здесь 04

2 74)2(50 FF >=+−++==ξ . Отсекаем 2D . 

Дальше: 3D , — 05
3 19102101 FF >=+−+==ξ . Отсекаем и это подмноже-

ство. Все ветвления окончены. Таким образом, 1min =F  — решение в точке 
)2;2;0;1(min −=x . 

Замечание. Совпадение оценок и значений целевых функций 2
124 F=ξ ; 

4
2 F=ξ ; 5

3 F=ξ  подтверждает, что в этом примере оценка неулучшаемая, т.е. 
эффективна. 
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4−=ξ 4−=ξ 2=ξ

11 −=x 02 =x 13 =x 24 =x 20 =F  

23 =x

23 =x

24 =x

54 =x

54 =x

54 =x

11 =x  

01 =x  

12 =x

22 =x

1D  12D 123D 1234D

81 =F

1236D

13D

124D 1245D

1246D

14D

2D  

3D  

121 002 =⇒=<= FFF  

03 F>=ξ

03 17 FF >=

0519 FF >==ξ

047 FF >==ξ  

)(GS k
vη

1=ξ

 
 

Заключение 

В настоящей работе для линейных задач оптимизации на общем множестве 
евклидовых сочетаний в методе ветвей и границ предложена и обоснована оценка 
допустимых множеств и исследованы ее свойства.  

В процессе дальнейших исследований целесообразно рассмотреть следую-
щие вопросы: 1) возможно ли улучшения оценок, если учитывать наличие упо-
рядоченности нескольких первых (последних) коэффициентов целевой функции 
и в случае учета необходимости выполнения условия (3) при подсчете ?...21 tiiic  
2) при всех ли входных данных задачи предложенная оценка неулучшаемая? 
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О.О. Ємець  

МЕТОД ГІЛОК І МЕЖ ДЛЯ ЗАДАЧ  
ЕВКЛІДОВОЇ КОМБІНАТОРНОЇ  
ОПТИМІЗАЦІЇ НА СПОЛУЧЕННЯХ  

Описано метод гілок та меж для задач евклідової комбінаторної оптимізації з 
загальними сполученнями, де кратність можливого повторення кожного елемента 
індивідуально задана. Наведено правила розгалуження, оцінювання і відсікання 
вершин в методі гілок і меж. 

A.O. Yemets’ 

BRANCH AND BOUND METHOD FOR PROBLEMS  
OF EUCLIDEAN COMBINATORIAL  
OPTIMIZATION ON COMBINATIONS 

The branch and bound method for problems of Euclidean combinatorial optimization 
with common combinations, where the multiplicity of possible recurrence of each 
element is individually specified, is represented. Rules of branching, estimation and 
nodes cutting in the branch and bound method are presented. 
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