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Введение 

Сеть поставок представляет собой обобщение термина «цепь поставок» [1], кото-
рый предполагает наличие линейной или древовидной структуры взаимосвязей между 
объектами, осуществляющими добычу сырья, производство, хранение, транспорти-
ровку и распределение материальных ресурсов. В современных многоуровневых сис-
темах производства–хранения–распределения ресурсов поставки могут осуществлять-
ся между любыми двумя объектами, что и отражено в названии «сеть поставок». 

Существует необходимость развития методов управления запасами в сетях по-
ставок для удовлетворения внешнего спроса и минимизации собственных расходов. 
При этом под стратегией управления запасами понимается структура правил для 
определения размеров заказов на пополнение запасов и времени их формирования. 

С точки зрения управления сетью поставок, целесообразно рассматривать 
спрос на ресурсы, который поступает на узлы сети из внешней среды, в качестве 
внешних возмущений. Стратегия управления запасами с заданной моделью спро-
са обычно строится с помощью метода прогнозирующего управления (Model Pre-
dictive Control) [2]. Применение указанного метода к задаче робастного управле-
ния запасами рассматривалось в [3]. На практике, как правило, отсутствует  
информация для построения адекватной модели внешнего спроса, которая необ-
ходима для применения прогнозирующего управления. Один из подходов к реше-
нию задачи управления запасами в условиях неопределенности спроса — использо-
вание концепции «неизвестных, но ограниченных» воздействий [4], при этом соот-
ветствующая модель спроса характеризуется интервальной неопределенностью. 

Другой источник неопределенности в задачах управления запасами — наличие 
транспортных запаздываний, вызванных задержками пополнения запасов относи-
тельно моментов формирования заказов. Предполагается, что значения интервалов 
времени для обработки и транспортировки ресурсов между узлами сети известны. 
Однако в процессе работы сети указанные параметры могут отличаться от номиналь-
ных значений. В результате возникает необходимость обеспечения робастности сис-
темы управления запасами по отношению к изменениям этих параметров. 

В задаче синтеза регулятора для управления запасами необходимо учитывать 
заданные эксплуатационные ограничения. Как правило, в теории управления ог-
раничения на значения переменных задаются в какой-либо норме, в то время как 
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спецификой задач управления запасами является неотрицательность значений пе-
ременных, что приводит к необходимости учета несимметричных ограничений на 
значения состояний и управляющих воздействий. 

Анализ различных подходов к управлению запасами можно найти в работе [5] 
и обширной библиографии к ней. Среди многообразия моделей управления запа-
сами выделяют два основных типа: модель критических уровней и модель перио-
дической проверки. В первом случае предполагается непрерывный контроль за 
состоянием запасов и размещение заказов фиксированного размера при снижении 
текущих запасов до некоторых критических уровней. Второй тип модели предпо-
лагает проверку уровня запасов через равные промежутки времени и размещение 
заказов, размер которых определяется в соответствии с выбранной стратегией.  

В данной работе рассматривается модель периодической проверки, а задача 
управления запасами сформулирована как задача подавления влияния неслучай-
ных ограниченных внешних возмущений. Одним из подходов к данной проблема-
тике в теории робастного управления является концепция инвариантных мно-
жеств [6], среди которых особо выделяются эллипсоиды вследствие их простой 
структуры и прямой связи с квадратичными функциями Ляпунова. 

Большинство процедур для анализа и синтеза систем управления запасами в 
последние десятилетия разработано с использованием централизованного подхо-
да, при котором вся информация о текущем состоянии системы поступает на еди-
ный регулятор, который формирует управляющие воздействия для всех узлов се-
ти. Однако централизованный подход при синтезе системы управления сложным 
крупномасштабным объектом характеризуется значительной вычислительной 
сложностью и необходимостью наличия централизованной системы сбора ин-
формации. Поэтому для решения задач управления запасами в сетях поставок бо-
лее перспективным представляется децентрализованный подход, при котором ис-
ходная оптимизационная задача заменяется набором локальных задач меньшей 
размерности, которые могут решаться параллельно и независимо одна от другой. 
Однако при этом возникает необходимость обеспечения робастной устойчивости 
системы в целом с учетом взаимосвязей и ограничений. 

Проблема робастной устойчивости в децентрализованной структуре управле-
ния рассматривалась в работе [7]. Для получения результатов, приемлемых с точ-
ки зрения вычислительной сложности, условия устойчивости сформулированы с 
использованием техники линейных матричных неравенств (ЛМН) [8]. После того, 
как были развиты вычислительные методы, основанные на идеях выпуклой опти-
мизации, и для их реализации разработаны соответствующие алгоритмы и про-
граммное обеспечение (см., например, [9]), техника ЛМН используется в качестве 
общего метода анализа и синтеза динамических систем как в непрерывном, так и 
в дискретном времени. Однако применение указанного подхода приводит к кон-
сервативным результатам: границы робастности полученных систем оказываются 
неоправданно заниженными. Причина этого — минимаксная природа используе-
мого подхода, который рассчитан на реализацию наихудшего возможного вариан-
та неопределенности.  

Для уменьшения степени консерватизма результатов управления используется 
параметризованная функция Ляпунова (Parameter-Dependent Lyapunov Function — 
PDLF) [10]. Условия устойчивости, полученные на основе PDLF, менее консерва-
тивны, чем те, при получении которых использовалась функция Ляпунова, не за-
висящая от неопределенных параметров модели. В настоящее время подход на 
основе использования PDLF стал мощным инструментом для анализа и синтеза 
линейных систем с неопределенностью различного рода. В работе [11] предложе-
но расширение указанного подхода на основе дескрипторного описания системы, 
которое первоначально было предложено для исследования устойчивости и син-
теза управления в системах с запаздыванием.  
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Дескрипторными называют системы, в которых при построении модели объекта 
управления вводятся дополнительные переменные состояний, алгебраически связан-
ные с основными переменными. Дескрипторный подход позволяет уменьшить сте-
пень консерватизма результатов управления за счет введения ослабляющих перемен-
ных состояний. Однако полученные в работе [11] результаты напрямую непримени-
мы к задаче управления запасами в сетях поставок, поскольку рассматривается 
модель системы без учета внешних возмущений и ограничений, кроме того, авторы 
не вводят критерий, позволяющий оценить качество полученного управления. 

Таким образом, для повышения эффективности управления сложными сетя-
ми поставок актуальна проблема развития методов синтеза робастного ограни-
ченного управления запасами путем расширения метода инвариантных эллипсои-
дов на основе использования дескрипторного подхода и параметризованной 
функции Ляпунова в условиях неизвестного, но ограниченного внешнего спроса и 
неопределенности интервалов транспортных запаздываний. 

Постановка задачи 

Модель сети поставок представляют в виде ориентированного графа, вершины 
которого, соответствующие узлам сети, определяют виды и объемы управляемых за-
пасов, а дуги представляют управляемые и неуправляемые потоки в сети. Управляе-
мые потоки описывают процессы переработки и перераспределения ресурсов между 
узлами сети, а также процессы поставок сырья извне. Неуправляемые потоки описы-
вают спрос на ресурсы, который формируется внешними потребителями.  

Для математического описания процесса управления запасами в сети поста-
вок используется дискретная динамическая модель в пространстве состояний. 
Выбирается период дискретизации по времени и считается, что все временные 
интервалы, необходимые для выполнения заказов в узлах сети и транспортировки 
ресурсов между ними, известны и кратны выбранному периоду дискретизации.  

Предполагается, что структура сети известна, а уровни запасов доступны для 
непосредственного измерения. Переменными состояний являются имеющиеся 
уровни запасов ресурсов отдельных узлов. В качестве управляющих воздействий 
рассматриваются объемы заявок на поставку ресурсов, которые формируются уз-
лами сети в текущем периоде. Объемы спроса, поступающие на узлы сети поста-
вок извне, — внешние возмущения.  

Уравнения модели описывают изменение уровней запасов каждого вида ре-
сурсов с течением времени. Тогда математическая модель процесса управления 
запасами в сети поставок, которая состоит из n  однопродуктовых узлов, описы-
вается разностным уравнением с запаздыванием 
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где ...,1,0=k  — номер дискретного интервала; nkx R)( ∈  — вектор состояний се-

ти; mku R)( ∈  — вектор управляющих воздействий; qkd R)( ∈  — вектор внешних 
возмущений; Λ  — максимальное значение интервалов транспортных запаздыва-
ний в сети; ,R mn

tB ×∈  ,,0 Λ=t  qnE ×∈R  — матрицы влияния управлений и воз-
мущений соответственно. 

Для каждого узла заданы эксплуатационные ограничения в виде максималь-
ных уровней запаса ресурсов и размеров заказов. Тогда в каждый момент времени 

0≥k  должны выполняться ограничения 

 }.0:R{)(},0:R{)( maxmax uuuUkuxxxXkx mn ≤≤∈=∈≤≤∈=∈  (2) 
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Для моделирования неопределенности внешнего спроса используется набор ин-
тервалов, в пределах которых компоненты векторной функции ),(kd  описывающей 
спрос, принимают значения произвольным образом. Границы интервалов определяются 
на основании статистики предыдущих продаж. В результате внешние возмущения 
удовлетворяют ограничениям },0:R{)( maxmin ddddDkd q ≤≤≤∈=∈  где векторы 

mind  и ,maxd  определяющие граничные значения спроса, считаются известными. 
Множества ,X  ,U  D  представляют собой многогранники, которые опреде-

ляются пересечением конечного числа полупространств, т.е. являются выпуклы-
ми множествами такими, что ),int(0 X∉  ),int(0 U∉  ).int(0 D∉  Векторы ,)( Xkx ∈  

Uku ∈)(  и ,)( Dkd ∈  а также множества ,X  ,U  D  называются допустимыми.  
Для преобразования модели (1) к стандартному виду без запаздывания вы-

полняется расширение пространства состояний [12] путем включения в вектор со-
стояний векторов, определяющих размеры заказанных ранее ресурсов, которые 
находятся в процессе транспортировки. Тогда вектор состояний и уравнения рас-
ширенной модели примут вид 
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где ,R)(ξ Nk ∈  Λ+= mnN , матрицы ,R NNA ×∈  ,R mNB ×∈  ,R qNG ×∈  NnC ×∈R  
имеют соответствующую блочную структуру. 

В случае когда интервалы транспортных запаздываний отличаются от номи-
нальных значений, матрица динамики A  модели (3) становится параметрически 
неопределенной и в каждом периоде может принимать какое-либо значение из 
множества  
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Здесь r  — количество узлов сети, интервалы запаздывания которых могут варьи-
роваться; ),(θ ki  ,,1 Li =  — набор параметров, которые описывают неопределен-

ность модели; ,R)( NNiA ×∈  ,,1 Li =  — матрицы, определяющие вершины выпук-
лого множества Ω . В каждом периоде матрица )θ(A  принимает какое-либо зна-
чение из возможных вариантов ее реализации, следовательно, только одно из 
чисел )(θ ki  принимает значение 1, а остальные равны 0, причем последователь-
ность изменения значений неизвестна. Тогда получаем семейство моделей, кото-
рое определяется множеством наборов матриц ),,,,{( )1( CGBA ...),,,,( )2( CGBA  

)}.,,,(..., )( CGBA L  Таким образом, расширенная модель сети поставок в условиях 
неопределенности интервалов транспортных запаздываний описывается моделью 
с параметрической неопределенностью аффинного типа: 
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где }{Conv ⋅  — выпуклая оболочка. 
Критерий качества в случае бесконечного временного горизонта выбран 

в виде 
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где ,R NNW ×
ξ ∈  mm

uW ×∈R  — положительно-определенные диагональные весо-

вые матрицы; 1β0 <<  — коэффициент дисконтирования; TT*T** ]...,,[ xx=ξ  — 

вектор, который состоит из 1+Λ  векторов ,*x  компоненты которого определяют 
размеры страховых запасов ресурсов в узлах сети и вычисляются с помощью про-
дуктивной модели Леонтьева на основе верхних граничных значений внешнего 
спроса с учетом запаздываний: 
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где nI  — единичная матрица размерности ;n  nn×∈RП  — технологическая мат-
рица, значения элементов ij][Π  которой равны количеству единиц ресурса ,i  не-
обходимых для производства единицы ресурса .j  Необходимое и достаточное 
условие продуктивности матрицы :П  число Фробениуса матрицы (максимальное 
собственное значение) должно быть меньше 1 [13]. 

Первое слагаемое в выражении (6) определяет размеры штрафов за отклоне-
ние текущих уровней запасов ресурсов от страховых, второе — стоимость произ-
водства и транспортировки ресурсов. 

Для системы (5) с параметрической неопределенностью (4) необходимо ре-
шить задачу синтеза робастного управления запасами, которое для любого допус-
тимого спроса Dkd ∈)(  0≥∀k  и Ω∈∀ )θ(A  обеспечивает:  

1) полное и своевременное удовлетворение спроса на ресурсы, т.е. выполне-
ние первого из ограничений (2) на значения состояний;  

2) робастную устойчивость замкнутой системы при выполнении второго из 
ограничений (2) на значения управляющих воздействий;  

3) гарантированную стоимость управления, которая означает, что значение 
критерия качества (6) не превысит некоторого граничного значения. 

В качестве дополнительного условия выдвигается требование снижения степе-
ни влияния вектора неопределенных параметров )(θ k  на результаты управления. 

Синтез централизованного робастного ограниченного управления запасами 

Необходимыми и достаточными условиями разрешимости задачи синтеза 
управления запасами в сети поставок являются: 1) управляемость всех пар матриц 

),,( )( BA j  ;,1 Lj =  2) условие достаточности ресурсов управления (см. [12]).  
Традиционное средство защиты от неопределенности спроса — создание стра-

ховых запасов. Закон управления строится в виде линейной динамической обрат-
ной связи по сигналу рассогласования между наличными и страховыми уровнями 
запасов ресурсов 
 ),ξ)((ξ)()( *−= kkKku  (8) 

где NmkK ×∈R)(  — нестационарная матрица коэффициентов обратной связи. 
Расширенная модель замкнутой системы для управления (8) имеет вид 

 
.Ω)θ(),()θ(),θ(),(ξ)(

),(ξ)θ()ξ)((ξ),θ()1(ξ **

∈+==

++−=+

AkBKAkAkCkx

kGdAkkAk

f

f  (9) 

Задача отыскания управления, минимизирующего квадратичный крите-
рий качества, является одной из основных в теории управления. Для ее реше-
ния в «неробастной» постановке используется метод, основанный на решении 
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алгебраического уравнения Риккати. В данной работе для решения задачи 
в условиях неопределенности применяется метод инвариантных эллипсоидов. 

Эллипсоид, описываемый уравнением  

 },1)ξ)ξ()(()ξ)ξ((:Rξ{))(,ξ( *1T** ≤−−∈= − kkQkkQE N  (10) 

где NNkQ ×∈R)(  — матрица эллипсоида, называется инвариантным по состоя-
нию для системы (9), если любая траектория системы, начавшись в эллипсоиде, 
остается в нем для любого момента времени .0≥k  

Инвариантные эллипсоиды (10) рассматриваются в качестве аппроксимации 
множества достижимости замкнутой системы, т.е. позволяют характеризовать 
влияние внешних возмущений и неопределенности параметров модели на траек-
торию замкнутой системы.  

Воспользуемся подходом, который основан на достаточных условиях устой-
чивости и заключается в построении функции Ляпунова для неопределенной сис-
темы. Определим параметризованную квадратичную функцию Ляпунова в виде 

 ,0),θ(),θ(),ξ)((ξ),θ()ξ)((ξ)ξ)((ξ T*T** fkPkPkkPkkV =−−=−  (11) 

где NNkP ×∈R),θ(  — нестационарная симметрическая матрица, которая зависит 
от вектора )(θ k  неопределенных параметров модели; 0fM  )0( fM  определяет 
положительно-определенную (полуопределенную) матрицу .M  

Отметим, что функция Ляпунова (11) строится с использованием не вектора 
состояний замкнутой системы (9), а вектора невязки между наличными и страхо-
выми уровнями запасов ресурсов.  

Сравнение выражений (10) и (11) позволяет утверждать, что при выполнении 
равенства )(),θ( 1 kQkP −=  инвариантный эллипсоид (10) представляет множест-
во, которое находится внутри поверхности уровня введенной функции Ляпунова. 
Таким образом, задача робастной стабилизации заключается в построении регуля-
тора, который обеспечивает минимизацию по некоторому критерию инвариантно-
го эллипсоида при заданных ограничениях. В качестве критерия выбрана сумма 
квадратов полуосей эллипсоида, т.е. след его матрицы ).(kQ  

Вычислим первую разность по k функции Ляпунова (11) и потребуем, чтобы 
значение функции с течением времени убывало с некоторой гарантированной 
скоростью, которая определяется значением показателя качества (6): 

 )).()()ξ)((ξ)ξ)(((ξ)ξ)((ξ)ξ)1((ξ T*
ξ

T*** kuWkukWkkVkV u+−−−≤−−−+  (12) 

Просуммировав по k от 0 до ∞  левые и правые части неравенства типа Ляпу-
нова (12), получим оценку ).ξ)0((ξ)(max *

)θ(,)(
−≤∞

Ω∈∈
VkJ

ADkd
 Тогда управляющие 

воздействия необходимо искать из условия минимизации функции Ляпунова 

 ).ξ)0((ξminarg)( *
)(

−=
∈

Vku
Uku

 

В итоге, решая задачу минимизации инвариантного эллипсоида замкнутой 
системы по критерию следа матрицы при ограничении, задаваемом неравенством 
типа Ляпунова (12), приходим к регулятору, который обеспечивает минимизацию 
верхнего граничного значения показателя качества (6) при любом варианте реали-
зации неопределенности, а также робастную устойчивость замкнутой системы. 
Такой подход позволяет свести задачу синтеза ограниченного робастного управ-
ления запасами к решению задачи минимизации линейной функции при ограни-
чениях, которые могут быть представлены в виде линейных матричных нера-
венств, т.е. к решению задачи полуопределенного программирования. 
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Для применения метода инвариантных эллипсоидов выполняется аппрокси-
мация допустимого множества значений внешнего спроса D эллипсоидом наи-
меньшего объема 

 },1))(())((:R{),( *1T** ≤−−∈= − dkdQdkddQdE d
q

d  (13) 

параметры которого qq
dQ ×∈R  и qd R* ∈  определяются в соответствии с выра-

жениями 
 ,€€,€ 1*2 zWdWQd

−− ==  (14) 

где zW €,€  — решение задачи полуопределенного программирования mindetlg →− W  

при ограничениях на матричную qqWW ×∈= RT  и векторную qz R∈  переменные: 

 ,2,1,0
)(1

,0
T

q

qi

i
i

IzWd

zWd
W =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
ff  

q
id R∈  — векторы, содержащие координаты вершин многогранника .D  Также 

выполняется аппроксимация допустимого множества X  значений состояний ис-
ходной модели (1) эллипсоидом наименьшего объема 

 },1))(())((:R{),( *1T** ≤−−∈= − xkxQxkxxQxE x
n

x  (15) 

у которого вектор координат центра совпадает с вектором страховых запасов ,*x  
а матрица вычисляется в результате решения задачи полуопределенного про-
граммирования mintr →xQ  при ограничениях на матричную переменную 

:RT nn
xx QQ ×∈=  

 ,2,1,0)(1,0 *

T*
n

xi

i
x i

Qxx
xxQ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
ff   

где n
ix R∈  — векторы, содержащие координаты вершин многогранника .X  
Введем переменную )1(ξ)( += kky  и выполним преобразование расширен-

ной модели сети поставок с помощью дескрипторной системы вида 
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 (16) 

где mnO ×  — нулевая матрица соответствующей размерности. 

После введения обозначений 
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,0)(),(θ 11
1

fkPkP iii
L

i
∑
=

=  ),()( T
33 kPkP =  параметризованная функция Ляпунова, 

которая построена на решениях системы (16), замкнутой управлением (8), опре-
деляется следующим образом: 

 ).ξ)()(ξ,θ()ξ)((ξ)ξ)(ξ(),θ()ξ)(ξ()ξ)((ξ *
1

T**T** −−=−−=− kkPkkkEPkkV  (17) 

Вычислим первую разность по k  функции Ляпунова (17), в результате нера-
венство типа Ляпунова представим в виде 
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 .))()()ξ)((ξ)ξ)(((ξ T*
ξ

T* kuWkukWk u+−−−≤  (18) 

Введем матричные переменные mmkS ×∈R)(  и NmkY ×∈R)(  такие, что  

 ).()()(),()(2 kKkSkYkBSBkP ==   

В силу неущербности S-процедуры при одном ограничении [14] выполнение не-
равенств (13) и (18), которые представлены в виде квадратичных форм относительно 

составного вектора ,]))((,,ξ,)ξ)((,)ξ)([(ξ)( TT*T*T*T*T* dkddkykks −−−=  экви-
валентно выполнению для некоторого скаляра 0)(α >k  совокупности ЛМН: 
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),()()( 111 kPkPkP jiij +=  ),()()()( T
22112 kPkPkPkP ij +−=  ),()()( 2

T)()( kPIAkAP N
ii −=  

),()()( )(T
2

)( kBYAkPk ii +=Ψ  «*» обозначает соответствующий элемент симмет-
рической матрицы неравенства. 

Выполнение совокупности ЛМН (19) гарантирует стабилизацию замкнутой 
системы (9) при действии возмущений ),()( *

dQdEkd ∈  и любом возможном зна-
чении Ω)θ( ∈A .  
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Ограничения (2) с помощью модификации леммы Шура для нестрогих мат-
ричных неравенств представим в виде совокупности ЛМН: 
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где 0ε >  — малая константа; ;R]1...,,1,1[ 1T ×∈= m
me  + — псевдообращение Му-

ра–Пенроуза.  
Наличие ЛМН (21) приводит к закону управления в виде динамической об-

ратной связи, поскольку матрицы неравенств зависят от текущего значения век-
тора состояний ).(ξ k  

Для системы (16), которая замкнута управлением (8), инвариантный по со-
стоянию эллипсоид определяется следующим образом: 

 .}1)ξ))(ξ(,θ()ξ)ξ((:Rξ{)),θ(,ξ( *
1

T*1
1

* ≤−−∈=− kkPkkPE N   

Следовательно, целевая функция оптимизационной задачи min)(tr 1
1

1
→−

=
∑ kP i
L

i
 

нелинейная. Однако указанная задача эквивалентна задаче 

 min)(tr
1
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=
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 (22) 

при ограничениях  
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⎡
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где .,1,R)( LikH NN
i =∈ ×  Тогда результат решения задачи синтеза ограниченного 

робастного управления запасами в сети поставок на основе дескрипторного под-
хода с использованием PDLF (17) представлен в виде теоремы. 

Теорема. Если для системы (9) с параметрической неопределенностью (4) и 
ограничениями (2) матрицы )(€ kS  и )(€ kY  получены в результате решения за-
дачи (22) при ограничениях (19)–(21), (23) на матричные переменные 

,R)()( T
11

NN
ii kPkP ×∈=  ;,1,R)( LikH NN

i =∈ ×  ,R)(2
NNkP ×∈  ,R)( mmkS ×∈  

;R)( NmkY ×∈  ,R )25()25()( mqNmqNiiZ ++×++∈  ;,1 Li =  ,
T)()( jiij ZZ =  ,1,1 −= Li  

,,1 Lij +=  и скаляр ),α(k  то: 

1) для любого начального состояния ,)]Λ(...,),1(),0([)0(ξ TTTT −−= uux  где 

,)0( *xx ≥  1)( ×= mOku  0≤∀k  и любой матрицы Ω)θ( ∈A , а также внешнего воз-

мущения ),()( *
dQdEkd ∈  система (9) робастно устойчивая при ограничениях (2);  

2) среди всех линейных управлений вида (8) регулятор с матрицей 

 )(€)(€)( 1 kYkSkK −=  (24) 

доставляет минимум по критерию следа матрицы инвариантному эллипсоиду 
замкнутой системы в момент времени .k  

Доказательство теоремы приведено в [15]. 
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Таким образом, с помощью дескрипторного подхода получено, что матри-
цы ,)(ijZ  из которых сформировано первое из ЛМН (19), не содержат произведе-
ния матрицы θ)(A  динамики системы и матрицы Ляпунова ).,θ(1 kP  В результате 
при вычислении матрицы регулятора не используются матрицы, которые явно за-
висят от вектора )θ(k  неопределенных параметров модели. 

Синтез децентрализованного робастного ограниченного управления запасами 

Рассмотренный централизованный подход к синтезу управления запасами требу-
ет наличия централизованной системы сбора информации, а также характеризуется 
значительной вычислительной сложностью. Поэтому более перспективным представ-
ляется децентрализованный подход, при котором измеренные значения локальных 
состояний поступают на соответствующие локальные регуляторы, каждый из кото-
рых вырабатывает управляющие воздействия для отдельного узла сети.  

Выполним декомпозицию рассмотренной сети поставок S  на локальные 
подсистемы ,iS  ,,1 Ni =  децентрализованные по входам. Каждому узлу сети до-
ступен лишь ограниченный объем информации, а именно: локальные ограничения 
на уровни запасов и размеры заказов; граничные значения спроса со стороны уз-
лов, которые являются потребителями ресурсов; номинальные значения интерва-
лов транспортных запаздываний для узлов сети — поставщиков ресурсов. Пред-
ложенный подход основан на робастной стабилизации подсистем с помощью ме-
тода инвариантных эллипсоидов с последующим анализом устойчивости системы 
в целом с учетом взаимосвязей.  

Поведение системы S  определяется уравнениями динамики подсистем ,iS  
каждое из которых является разностным уравнением с запаздыванием, аналогич-
ным уравнению (1). Вектор внешних воздействий отдельного узла in

i kw R)( ∈  
включает функции внешнего спроса и спроса, формируемого узлами сети, для ко-
торых узел iS  служит поставщиком ресурсов  

 ),(П)(П)(
,1

kdkukw ijij
N

ijj
i += ∑

≠=
 (25) 

где ,,1,,RП Njiji mn
ij =∈ ×  — соответствующие технологические матрицы; 

qn
i i×∈RП  — матрица влияния внешних возмущений. Составной вектор =)(kx  

TTT
1 )](...,),([ kxkx N=  размерности i

N

i
nn ∑

=
=

1
 — вектор состояний системы .S  

В процессе функционирования сети должны выполняться локальные ограниче-
ния, аналогичные (2). Преобразование модели узла к стандартному виду без запазды-
вания, а также построение матрицы динамики узла в случае неопределенности  
интервалов запаздываний выполняется аналогично тому, как это сделано при центра-
лизованном подходе. В результате расширенная модель узла в условиях неопреде-
ленности интервалов транспортных запаздываний представлена в виде модели с па-
раметрической неопределенностью аффинного типа, аналогичной (5). Локальные 
критерии качества определены аналогично (6). 

Для системы, состоящей из взаимосвязанных узлов с параметрической неоп-
ределенностью, динамика которых описывается уравнениями, аналогичными (5), 
необходимо решить задачу синтеза децентрализованного робастного управления 
запасами, которое Dkd ∈∀ )(  0≥∀k  и iiiA Ω∈∀ )θ(  обеспечивает: удовлетворе-
ние спроса на ресурсы, т.е. выполнение ограничений на значения локальных  
состояний, аналогичных первому из ограничений (2); робастную устойчивость 
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замкнутых подсистем при выполнении ограничений на значения локальных 
управляющих воздействий, аналогичных второму из ограничений (2); гарантиро-
ванные значения локальных показателей качества. 

Для аппроксимации множеств значений внешних воздействий локальных уз-
лов эллипсоидами минимального объема необходимо определить граничные зна-
чения внешних воздействий для каждого из узлов на основании граничных значе-
ний внешнего спроса. Для решения задачи предложен следующий алгоритм: 
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При этом множество значений внешних воздействий каждого из узлов iS  ап-
проксимируется эллипсоидом (13), параметры которого вычисляются согласно (14) 
после решения соответствующей задачи полуопределенного программирования. 

Локальный закон управления строится по аналогии с (8) в виде линейной ди-
намической обратной связи по состоянию 

 ),ξ)()(ξ()( *
iiii kkKku −=  (26) 

где *ξ i  — вектор, составленный из )1( +Λi  векторов ,*ix  которые определяют 

размеры страховых запасов узла iS  и вычисляются по формуле .max*
iii wx Λ=  

Также выполняется аппроксимация допустимых множеств значений локальных 
состояний отдельных узлов эллипсоидами (15), матрицы которых вычисляются в 
результате решения соответствующих задач полуопределенного программирова-
ния. Тогда по аналогии с централизованным подходом матрицы локальных регу-
ляторов вычисляются по формуле (24) на основании дескрипторного описания 
подсистем с использованием параметризованной функции Ляпунова (17) в ре-
зультате решения последовательности задач полуопределенного программирова-
ния, аналогичных задаче (22) при ограничениях (19)−(21), (23). 

Для анализа устойчивости децентрализованной системы управления запасами в 
сети поставок применен метод сравнения и метод векторных функций Ляпунова. 
Уравнение динамики расширенной модели узла с учетом взаимосвязей (25) запишем 

 ),)()()(ξ)θ()1(ξ
,1

d(kFkuBkuBkAk ijij
N

ijj
iiiiii +++=+ ∑

≠=
 (27) 

где матрицы qN
i

mN
ij

iji F,B ×× ∈∈ RR  имеют блочную структуру: 

 ].П[],П[ TT
iiijij mqmqiiimmmmiijij OOEFOOEB ×××× == LL  

Уравнение (27) при управлении (26) примет вид 

 ),()ξ)((ξ)(ξ)θ()ξ)((ξ),θ()1(ξ *

,1

** kdFkkFAkkAk ijjij
N

ijj
iiiiiiifi +−++−=+ ∑

≠=
  

где ),()( kKBkF jijij =  ).()θ(),θ( kKBAkA iiiiiif +=  
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Для сети поставок S  построим векторную функцию Ляпунова 

 ,)]ξ)((ξ...,),ξ)((ξ[)ξ)((ξ T**
111

*
NNN kvkvkV −−=−  (28) 

где TTT
1 )](ξ...,),([ξ)(ξ kkk N=  и TT*T*

1
* ]ξ...,,ξ[ξ N=  — составные векторы соответ-

ствующей размерности. Компонентами функции (28) являются функции Ляпунова 
локальных подсистем в форме (17). На основе векторной функции Ляпунова (28) 
строится модульная функция Ляпунова для управляемой сети поставок S  

 ),ξ)((ξ)ξ)((ξ)ξ)((ξ *
0

0

*
0

*
0 −=−=− ∑

=
kVPkvpkV

N

i
iiii  (29) 

где .,1,0,R]...,,[ 0
1

0010 NipppP i
N

N =>∈= ×  

Сопоставим набор локальных подсистем ,iS  ,,1 Ni =  и линейную систему 
сравнения, обусловленную разностными уравнениями: 

 
),υ()(η

),ξ)0((ξ)0υ(),υ()Λ()1υ(

0

*

kPk

Vkkk

=

−==+
 (30) 

где Nk R)υ( ∈  — вектор состояний системы сравнения; )(η k  — скалярная функ-

ция, которая является выходом системы сравнения; NNk ×∈R)Λ(  — нестацио-
нарная матрица динамики с неотрицательными элементами. 

Квадратичные формы ))ξ)((ξ),θ(( *
iiiifi kkAv −  и )ξ)((ξ *

iii kv −  определяют 

пучок форм ),ξ)((ξμ))ξ)((ξ),θ(( **
iiiiiiifi kvkkAv −−−  где μ  — некоторый пара-

метр. Аналогично квадратичные формы ))ξ)((ξ)(( *
jjijj kkFv −  и )ξ)((ξ *

jjj kv −  

определяют пучок форм ).ξ)((ξμ))ξ)((ξ)(( **
jjjjjijj kvkkFv −−−  Вычисление эле-

ментов матрицы )(kΛ  выполняется по характеристическим уравнениям пучков 
квадратичных форм: 
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где ;)(μ)]([ /21max
ijijk =Λ  maxμij  — максимальное значение корня соответствующего 

уравнения. В результате для векторной (28) и модульной (29) функций Ляпунова 
сети поставок выполняются неравенства 

 ).(η)ξ)((ξ),υ()ξ)((ξ *
0

* kkVkkV ≤−≤−   

Таким образом, система сравнения (30) покомпонентно мажорирует вектор-
ную и модульную функции Ляпунова, построенные для рассматриваемой систе-
мы. В результате анализ устойчивости децентрализованной системы управления 
запасами в сети поставок сводится к анализу устойчивости линейной положи-
тельной системы сравнения (30). 

При построении модели сети поставок узлы нумеруются и группируются в 
соответствии со стадиями переработки сырья и полуфабрикатов, начиная с тех, на 
которые поступает внешний спрос. Тогда если граф, представляющий модель се-
ти, не имеет циклов, то матрица динамики системы сравнения нижнетреугольная. 
Поскольку локальные подсистемы после замыкания стабилизированы, то значе-
ния диагональных элементов матрицы динамики положительные и меньше еди-
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ницы. В результате матрица kk ∀)Λ(  нильпотентная и, таким образом, система 
сравнения (30) устойчивая. Следовательно, управляемая сеть поставок, которая 
состоит из взаимосвязанных подсистем, замкнутых локальными обратными свя-
зями с децентрализованными регуляторами (26), устойчивая по Ляпунову. 

Численный пример 

В качестве примера исследована линия по производству моющего средства 
ТМ «SAMA», которое выпускает компания «СВ», одна из ведущих производите-
лей средств бытовой химии в Украине. Технологический процесс предусматрива-
ет изготовление тонны полуфабриката путем смешивания в определенных про-
порциях абразива, соды и поверхностно активных веществ (ПАВ), затем в средст-
во добавляют ароматизатор, расфасовывают в банки и закрывают крышками. 
Модель соответствующей сети поставок представлена на рис. 1.  

Управляемые потоки ,1u  2u  и ,3u  которые описывают процессы перемешивания 
ресурсов и расфасовки, изображены в виде гипердуг, потоки 4u − 10u  описывают по-
ставки сырья извне. Неуправляемые потоки 1d  и 2d  представляют внешний спрос.  

Период дискретизации равен одним суткам. Для каждого управляемого потока в 
круглых и квадратных скобках указаны значение времени транспортировки и количе-
ство ресурсов, которое требуется в соответствии с технологическим процессом. Около 
каждого узла в круглых скобках указаны значения времени выполнения заказа. 

Максимальное значение интервала запаздывания ,3=Λ  размерность вектора 
состояний расширенной модели .40=N  Заданы ограничения на уровни запасов и 
размеры заказов: 

 ,]40000;40000;50;1000;1000;18000;50;20000;15000;6000[ Tmax =x   

 .]6000;6000;20;800;800;3000;20;4000;3000;1000[ Tmax =u   
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Рис. 1 
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На основе информации об объемах внешнего спроса за март 2016 года опре-
делены граничные значения спроса ,]0;0[ Tmin =d  .]3750;1520[ Tmax =d  В соот-
ветствии с (7) вычислены уровни страховых запасов, которые выбраны в качестве 
начального состояния сети 

.]21080;21080;30;520;520;9390;30;10440;7500;3040[)0( T* == xx  

Если время транспортировки банок от узла 9 до узлов 1 и 2 может увеличиваться 
на один период, т.е. },2,1{2,91,9 ∈= TT  то значения интервалов запаздывания уз-
лов 1 и 2 принадлежат множеству .}3,2{ΛΛ 21 ∈=  В результате матрица динамики 

модели может принимать одно из двух значений: },,{ConvΩ)θ( )2()1( AAA =∈  где: 
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Моделирование выполнено в течение 22 периодов (количество рабочих дней 
в марте 2016 года). Во втором периоде и далее через каждые пять периодов мат-
рица динамики системы равна ,)2(A  в остальных периодах — .)1(A   

В результате решения соответствующих задач выпуклой оптимизации в сре-
де MATLAB с помощью свободно распространяемого пакета cvx [9] определены 
параметры аппроксимирующих эллипсоидов.  

Результаты моделирования, полученные на основе дескрипторного подхода с ис-
пользованием параметризованной функции Ляпунова (17) с помощью централизован-
ной и децентрализованной систем управления запасами для узлов 1 и 2 сети поставок, 
представлены на рис. 2 и рис. 3: а — значения внешнего спроса и размера заказов; б — 
значения страхового и наличного уровней запасов. На рис. 4 изображена фазовая тра-
ектория замкнутой системы, полученная при использовании централизованной систе-
мы управления, и проекция инвариантного эллипсоида на трехмерное подпространство. 

Из анализа результатов моделирования следует, что полученное управление 
как при использовании централизованной, так и децентрализованной структуры 
системы управления запасами обеспечивает достижение поставленных целей 
управления. При этом централизованный подход характеризуется значительной 
вычислительной сложностью, поскольку требует решения задач полуопределен-
ного программирования для модели размерностью 40. В случае использования 
децентрализованной системы управления запасами для получения результата не-
обходимо независимо решить десять задач для моделей, размерности которых не 
превышают 4. При использовании децентрализованного регулятора объемы зака-
зов ресурсов существенно превышают объемы заказов, которые формирует цен-
трализованный регулятор. Поэтому отклонения наличных уровней запасов ресур-



54 ISSN 0572-2691 

сов от страховых оказываются меньше при децентрализованном подходе. В ре-
зультате значение показателя качества, полученное суммированием значений ло-
кальных показателей, оказалось на 14 % меньше значения, полученного при ис-
пользовании централизованной системы управления запасами. Из рис. 3, б оче-
видно, что после 7-, 12- и 17-го периодов, когда значение интервала запаздывания 
второго узла увеличивается на один период по сравнению с номинальным значе-
нием, уровень запаса ресурсов существенно уменьшается, однако дефицита ре-
сурсов не возникает. 
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Заключение 

В настоящей работе предложен подход к решению задачи синтеза ограни-
ченного робастного управления запасами в сетях поставок с параметрической не-
определенностью в условиях действия неизвестного, но ограниченного внешнего 
спроса и наличия несимметричных ограничений на значения состояний и управ-
лений. Закон управления строится в виде линейной динамической обратной связи 
по сигналу невязки между наличными и страховыми уровнями запасов ресурсов. 
Подход основан на использовании метода инвариантных эллипсоидов и парамет-
ризованной функции Ляпунова. Применение математического аппарата ЛМН по-
зволило сформулировать задачу синтеза управления в виде последовательности 
задач полуопределенного программирования, которые решаются численно в ре-
альном времени с помощью свободно распространяемых специализированных 
программных пакетов. С помощью дескрипторного описания системы удалось 
добиться уменьшения степени консерватизма результатов управления, который 
проявляется в сужении границ робастности и является следствием минимаксного 
подхода при использовании традиционной линейно-квадратичной техники синте-
за регулятора. 

Синтезированное управление зависит от выбранных значений страховых за-
пасов. В рамках предложенного метода возможен выбор оптимальных значений 
страховых запасов, поскольку рассмотренное решение задачи синтеза робастного 
управления запасами задает, фактически, алгоритмическую зависимость между 
уровнем страховых запасов и оптимальным значением критерия качества. 
 

Ю.І. Дорофєєв, Л.М. Любчик  

СИНТЕЗ РОБАСТНОГО ОБМЕЖЕНОГО  
КЕРУВАННЯ ЗАПАСАМИ У МЕРЕЖАХ  
ПОСТАВОК НА ОСНОВІ  
ДЕСКРИПТОРНОГО ОПИСУ СИСТЕМИ 

Вирішено задачу синтезу робастного обмеженого керування запасами в мере-
жах поставок в умовах дії невідомого, але обмеженого зовнішнього попиту. За-
кон керування будується у вигляді лінійного динамічного зворотного зв’язку за 
сигналом нев’язки між готівковими і страховими рівнями запасу ресурсів. Для 
зменшення впливу зовнішніх збурень, що моделюють зміни попиту, одночасно 
із забезпеченням робастної стійкості замкнутої системи застосовано метод ін-
варіантних еліпсоїдів з використанням дескрипторного опису системи та пара-
метризованої функції Ляпунова. За допомогою техніки лінійних матричних не-
рівностей задачу синтезу керування зведено до послідовності задач напіввизна-
ченого програмування. 

Yu.I. Dorofieiev, L.M. Lyubchyk  

SYNTHESIS OF ROBUST CONSTRAINED 
INVENTORY CONTROL IN SUPPLY  
NETWORKS ON THE BASE  
OF DESCRIPTOR SYSTEM APPROACH 

The problem of robust constrained inventory control synthesis in supply net-
works under action of unknown, but bounded external demand is solved. The 
control law is constructed in the form of a linear dynamic feedback with respect 
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to deviation between available and safety stock levels of resources. In order to 
suppress the influence of external disturbances, modeling changes in demand, 
while ensuring robust stability of the closed system the method of invariant el-
lipsoids is used, which has been improved through the use descriptor system ap-
proach and parameter-dependent Lyapunov function. Via the linear matrix ine-
qualities technique the control synthesis problem is reduced to a sequence of 
semidefinite programming problems. 
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