
© Ю.И. ХАРКЕВИЧ, 2017 
 
30 ISSN 0572-2691 
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Ю.И. Харкевич  

О ПРИБЛИЖЕНИИ КВАЗИГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ  
ИХ ИНТЕГРАЛАМИ ТИПА ПУАССОНА 

Введение 

Зачастую для вычисления определенной каким-либо образом величины необ-
ходимо чрезвычайно большое число действий, что делает их выполнение практи-
чески невозможным. Поэтому может быть применен какой-либо иной метод по-
лучения дополнительной информации об этой величине, позволяющий найти ее 
решение хотя бы приближенно. В этом случае целесообразно использовать мето-
ды и подходы теории приближения функций, а именно асимптотические оценки и 
разложения. Теория приближения функций имеет важное значение, поскольку по-
зволяет практически вычислять функции и приближенно заменять сложные 
функции более простыми.  

В 30-е годы XX века одним из важнейших достижений в теории приближе-
ния функций следует считать появление нового типа задач, которые в дальней-
шем были названы экстремальными. Родоначальником этого направления был 
А.Н. Колмогоров. В дальнейшем существенный вклад в его развитие был сделан 
С.М. Никольским, Б. Надем, В.К. Дзядыком, Н.П. Корнейчуком, С.Б. Стечкиным, 
А.В. Ефимовым, С.А. Теляковским, А.И. Степанцом, А.Ф. Тиманом, В.П. Мотор-
ным, М.Ф. Тиманом, В.Ф. Бабенком, И.А. Шевчуком, А.С. Романюк, А.С. Сердю-
ком и др. 

Данная работа посвящена одной из таких задач, а именно исследованию ап-
проксимативных свойств интегралов типа Пуассона на классах квазигладких 
функций в равномерной метрике.  

Решение экстремальных задач такого типа имеет практическую ценность при 
построении математических моделей и прогнозировании сложных систем, а также 
в теории хранения, передачи и поиска информации. 

1. Постановка задачи 

Согласно [1] рассмотрим интеграл типа Пуассона  
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— ядро интеграла типа Пуассона.  
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Отметим, что в случае 0=s  из (1) и (2) получим интеграл Абеля–Пуассона [2, 3] 
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Если в (1) и (2) положить ,
2
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=s  ,1=q  то будем иметь [4, 5] так называемый би-

гармонический интеграл Пуассона 
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Пусть далее C  — пространство π2 -периодических непрерывных функций с 
нормой  

 .)(max xff
xC =  

Определение 1 [6]. Множество всех π2 -периодических непрерывных функ-
ций, которые равномерно на всей числовой оси удовлетворяют неравенству 

 hhxfxfhxf 2)()(2)( ≤++−+ , (3) 

называют классом квазигладких функций и обозначают .2H  
Следует отметить, что квазигладкие функции [6], с одной стороны, можно 

рассматривать как обобщение гладких функций, впервые изучаемых еще Риманом 
в общей теории тригонометрических рядов, и, с другой стороны, как обобщение 
функций, удовлетворяющих условию Липшица hxfhxf ≤−+ )()( . 

В [7] показано, что в ряде вопросов (наилучшее приближение, дробное диф-
ференцирование и интегрирование, теория сопряженных функций, тригонометри-

ческие ряды) этот класс квазигладких функций 2Н  в известном смысле является 
более естественным, чем класс функций, удовлетворяющих условию Липшица.  

В течение последних десятилетий наблюдается тесная взаимосвязь теории 
приближения с другими направлениями математики, особенно прикладного ха-
рактера. В частности, интересным является вопрос о приближении одних матема-
тических объектов другими, как правило, более простой природы, характеристики 
которых легко вычисляются или свойства которых известны, а также вопросы 
оценки погрешностей таких приближений. 

В связи с этим представляет известный интерес приближение квазигладких 
функций их интегралами типа Пуассона (1), а именно, исследование асимптоти-
ческого поведения величины 
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Определение 2 [8, c. 198]. Если в явном виде найдена функция ),1( r−ϕ  такая, 
что при 01−→r  можно записать асимптотическое равенство  

 )),1(()1())(;( ,
2 rorrPH Cqs −ϕ+−ϕ=Ε  

говорят что, решена задача Колмогорова–Никольского для интеграла типа Пуассона  
и класса 2Н  в метрике пространства C.  
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Определение 3 [9]. Формальный ряд )1(
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Кратко запишем это следующим образом: 
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Аппроксимативные свойства как интегралов Абеля–Пуассона, так и бигар-
монических интегралов Пуассона достаточно хорошо изучены в [10–16] и [17–22] 
соответственно. 

Таким образом, главной целью данной работы является нахождение полного 
асимптотического разложения для величины (4) по степеням )1( r−  при ,01−→r  
которое позволяет выписывать константы Колмогорова–Никольского произволь-
но высокого порядка малости. 

2. Приближение квазигладких функций интегралами типа Пуассона 

В принятых выше обозначениях имеет место теорема. 
Теорема. При 01−→r  выполняется полное асимптотическое разложение  
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Доказательство. Убедимся сначала в том, что .0),( ≥trK  Для этого запи-
шем ядро типа Пуассона (2) в виде 
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Так как для первого слагаемого из правой части последнего равенства выполняет-
ся равенство 
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(формула (1.447.3) из [23]), найдем аналогичное равенство и для суммы ∑
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Используя формулу (1.447.1) из [23], имеем  
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Продифференцируем обе части последнего равенства по t, в результате чего получим 

 .
)cos21(
2coscoscos 22

23

1 rtr
rtrtrktkr

k

k

+−

−+
=∑

∞

=
 (6) 

Таким образом, на основании соотношений (5) и (6) имеем 
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Так как знаменатель дроби из правой части последнего равенства всегда поло-
жительный, проанализируем его числитель. Первое слагаемое числителя 
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поэтому, показав, что второе слагаемое числителя меньше первого, можем сде-
лать вывод, что числитель также будет положительным. Этот факт вытекает из 
следующих соображений. 

Необходимо показать, что 
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В [10] показано, что для первого интеграла из правой части равенства (9) при 
01−→r  имеет место полное асимптотическое разложение 
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Преобразуем второй интеграл из правой части равенства (9) 
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Используя формулу (1.513.1) из [23] 
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Далее, разложив функцию )1(ln)1()( rrr ++−=ϕ  в ряд Тейлора по степеням 
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Выполнив необходимые тождественные преобразования в квадратных скоб-
ках выражения (12), находим 
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Подставив последнее соотношение в формулу (12), получим утверждение 
теоремы. 

Замечание. Отметим, что при 0=s  из доказанной выше теоремы получим уже 

известный результат [10], а в случае 
2
1

=s  и 1=q  будем иметь результат из [17]. 

Заключение 

Основной результат данной работы состоит в нахождении полных асимпто-
тических разложений точных верхних граней приближений интегралами типа Пу-

ассона на классах квазигладких функций 2H  в равномерной метрике. Таким об-
разом, решена одна из экстремальных задач теории аппроксимации функций дей-
ствительного переменного. Такие задачи можно эффективно использовать при 
составлении математических моделей и исследовании их поведения в ходе реше-
ния задач оптимального управления различными сложными механическими, фи-
зическими и экономическими процессами. 
 

Ю.І. Харкевич 

ПРО НАБЛИЖЕННЯ КВАЗІГЛАДКИХ ФУНКЦІЙ 
ЇХ ІНТЕГРАЛАМИ ТИПУ ПУАССОНА 

Досліджено питання про наближення квазігладких функцій їх інтегралами типу 
Пуассона. Розв’язання цієї проблеми знаходить своє застосування в різних роз-
ділах прикладної математики, зокрема, в теорії прогнозування і прийняття рі-
шень, в математичному моделюванні складних технічних і економічних систем, 
при розгляді задач оптимального керування, при побудові чисельних алгорит-
мів, а також при стисненні інформації. Отримано повні асимптотичні розклади 
степенями )1( r−  точних верхніх граней відхилень квазігладких функцій від їх 
інтегралів типу Пуассона в рівномірній метриці. 

Yu.I. Kharkevych 

ON APPROXIMATION OF THE QUASI-SMOOTH 
FUNCTIONS BY THEIR POISSON-TYPE INEGRALS 

The question of the approximation of quasi-smooth functions by their Poisson type 
integrals is studied. The solution of this problem finds its application in various 
branches of applied mathematics, in particular, in the theory of forecasting and deci-
sion-making, in the mathematical modeling of complex technical and economic sys-
tems, in the analysis of optimal control problems, in the construction of numerical al-
gorithms, and in the compression of information. Here we find complete asymptotic 
expansions in powers )1( r−  of the exact upper bounds of deviations of quasi-smooth 
functions from their Poisson-type integrals in the uniform metric 
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