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ОПТИМИЗАЦИЯ НА РАЗМЕЩЕНИЯХ: 
СИМПЛЕКСНАЯ ФОРМА  
МНОГОГРАННИКА РАЗМЕЩЕНИЙ 

Введение 

В современной теории оптимизации комбинаторная оптимизация (см., в ча-
стности, [1–6]) является активно развивающейся частью, отражающей актуальные 
проблемы исследования современного мира. Среди комбинаторных конфигу-
раций одними из наиболее изучаемых в силу важности и употребляемости в оп-
тимизационных проблемах являются размещения. Исследованию множества 
размещений и его обобщений в связи с задачами оптимизации на нем посвя-
щено много публикаций, укажем, в частности, [1–24]. При построении методов 
решения задач оптимизации на евклидовых комбинаторных множествах, одним 
их которых есть множества размещений, нередко используются вспомогательные 
задачи линейного программирования, в которых частью ограничений являются 
комбинаторные многогранники — выпуклые оболочки евклидовых комбина-
торных множеств. При решении таких вспомогательных задач на комбинатор-
ных многогранниках методом Кармаркара необходимо знать так называемую 
симплексную форму этих многогранников. Для множеств перестановок такие 
формы исследованы в [25, 26]. Для многогранника размещений эта задача тре-
бует решения. Получению симплексной формы многогранника размещений и 
посвящена настоящая публикация. 

Постановка задачи 

Поставим такую задачу: получить и исследовать общий многогранник раз-
мещений [2], подвергнув его преобразованиям, необходимым, чтобы использо-
вать алгоритм Кармаркара (АК) для решения задач, в которых этот многогран-
ник — допустимая область. При этом будем использовать терминологию [2]. 

Рассмотрим решение линейной условной частично комбинаторной задачи на 
общем множестве размещений [2] вида: найти упорядоченную пару >< **),( yyC  
такую, что  
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при комбинаторных условиях 
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и дополнительных условиях 
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Здесь )(GE k
nη  — общее множество k -размещений [2], заданных из элементов 

мультимножества },...,,{ 1 η= ggG  среди которых n  различных элементов: 

,)...,,,...,,( 11
m

mkk Ryyxxy ∈= +  ii yx =  ,kJi∈∀  srnkm ,,,,, η  — заданные на-

туральные числа ,( km ≥  ;n≥η  ,η≤k  .rs ≥  При этом sr,  могут быть и нулями); 

,jc  ,ija  ib  — заданные действительные числа ,mJj∈∀  ;sJi∈∀  mR  — m -мерное 

евклидово арифметическое пространство; kJ  — множество первых k  натураль-
ных чисел: },...,,2,1{ kJk =  а =0J ∅. 

Один из методов решения линейных частично комбинаторных задач на евк-
лидовых комбинаторных множествах, к которым относится и ),(GE k

nη  — метод 

комбинаторного отсечения [5, 27]. При этом как вспомогательные используются 
задачи линейного программирования (ЗЛП), которые получают из задачи (1)–(4) 
заменой условия (3) на условие-релаксацию: 

 ),()(conv GGEx k
n

k
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где )(Gk
nηΠ  — выпуклая оболочка )(conv GE k

nη  общего множества размеще-

ний ).(GEk
nη  Система ограничений, описывающая ),(Gk

nηΠ  известна [2], поэтому 

условие (5) записывается в виде 
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где элементы мультимножества G  пронумерованы в соответствии с таким порядком: 

 ,...21 η≤≤≤ ggg  (8) 

||ω  — количество элементов множества .ω  

Алгоритм преобразования (АП) 

Для использования АК [28] применим алгоритм преобразования ЗЛП, кото-
рая записана в стандартной форме, к необходимому виду. Форму получаемого 
многогранника будем называть симплексной. При этом используем подход, изло-
женный в [26].  

Рассмотрим матричную запись стандартной формы ЗЛП: 

 max→cx   
при условиях 
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где c — заданный вектор ),...,,( 1 kccc =  x  — вектор-столбец неизвестных, 

);...,,( 1
T

kxxx =  матрица A  — заданная матрица коэффициентов при неизвест-

ных с элементами :ija  ,)( ,1
,1
ri
kjijaA =

=
=  b  — заданный вектор .)...,,( T

1 rbbb =  Для 

вектора x  запись 0≥x  означает, что все его координаты неотрицательны. 
АП для ЗЛП, где допустимая область задана условием (9), представим такой 

последовательностью шагов. 
Шаг 1. Систему ограничений (9), ЗЛП запишем в каноническом виде: 
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Шаг 2. Вводим необходимое далее ограничение, которому удовлетворяют 
все допустимые решения ЗЛП из системы (9): 
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U  — достаточно большое число. Далее условие (11) удобно использовать как 
равенство 
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где вновь введенная переменная .0≥u  
Шаг 3. Умножим правую часть системы (10) на равное единице выражение 
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Это позволяет получить из системы (10) однородную систему, эквивалент-
ную ей. При этом уравнение системы (10) представим в виде 
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Шаг 4. Введем новые переменные: 

 1−⋅= UxX jj  ;kJj∈∀  1−⋅= UyY ii  ,rJi∈∀  (14) 

а также 

 .1−⋅= UuV  (15) 

В этих переменных условие (12) определяет симплекс с вершиной в начале коор-
динат, причем ребра симплекса, направленные по положительным направлениям 
координатных осей, имеют единичную длину. 

Используя в (13) замены (14), (15), можем записать ЗЛП так: 

 max→Ucx  (16) 
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с учетом ограничений 
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где используемые в формуле (17) матрицы определены так: 
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Шаг 5. На этом шаге обеспечивается условие, что бароцентр симплекса, 
т.е. точка, все координаты которой равны между собой и равны величине, об-
ратной размерности пространства, удовлетворяет условиям, эквивалентным 
исходной ЗЛП. 

Это осуществляется за счет вычитания от левой части каждого уравнения в (17) 
неотрицательной переменной ,iZ  ,rJi∈  помноженной на сумму всех коэффици-
ентов левой части этого уравнения. При этом в целевую функцию прибавляется 
слагаемое ,)( iZM−  выполняющее роль штрафа и при достаточно большом поло-
жительном M  обеспечивающее при максимизации измененной таким образом 
целевой функции нулевое значение переменной iZ  с учетом выполнения условий 
трансформированной ЗЛП. 

Таким образом, из задачи (16)–(19) получаем эквивалентную ей ЗЛП: 
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Получение симплексной формы общего многогранника размещений 

Рассмотрим вид общего многогранника размещений (6), (7), в который он 
обратится после применения АП. Для этого обратимся к задаче 
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при выполнении условий системы (6), (7). Напомним, что в этой системе элемен-
ты мультимножества G  удовлетворяют неравенствам (8). Применим шаг за ша-
гом АП. 

Шаг 1. Введем в рассмотрение неотрицательные переменные ,ωy  ,Ωz  

,kJ⊂ω  ,kJ⊂Ω  с помощью которых систему (6), (7) запишем в виде равенств 
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Шаг 2. Вводим новое ограничение вида (11): 
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Параметром U  может выступать число 

 ,2
11

1
11

1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+= ∑∑∑∑

==
+−η

==
+−η

j

i
i

j

i
i

j
k

k

j

k

i
i ggCgU  (28) 

что обосновывается в таком утверждении. 
Теорема 1. Для общего многогранника размещений (6), (7) при условиях (8), 

(24), (25) справедлива оценка 
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Доказательство. Неравенства (6), (7) можно записать так: 
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а Ωz  из (25) — 
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Правая часть (30) дает из (31) 
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При переходе к (34) использован тот факт, что и множество ,kJ⊂ω  и мно-
жество .kJ⊂Ω  

Осталось оценить суммы переменных ,ωy  ,Ωz  входящие в (27). Учтем, что 
количество подмножеств в kJ с одинаковым количеством j=Ω=ω ||||  элементов 

равно количеству j
kC  сочетаний из k  элементов по .j  Тогда из (33) получаем 
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а из (34) имеем 
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Из (7) при kJ=Ω  (а значит, )|| k=Ω  имеем 
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Сумма неравенств (35)–(37) дает (29), что и требовалось доказать. 
Шаг 3. Приводим систему (24), (25) к однородной. Для этого умножаем пра-

вую часть уравнений системы на равное единице выражение 
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где U  вычисляется по формуле (28). В результате получаем такую систему: 
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Шаг 4. Согласно (14), (15) вводим новые переменные и из (38), (39) и (27) 
имеем систему ограничений: 
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При этом функция цели ЗЛП приобретает вид 

 .max
1

→∑
=

jj
k

j
XcU   

Шаг 5. В левой части каждого из уравнений (40), (41) отнимаем свою неот-

рицательную переменную α
ωW (для (40)) и β

ΩW  (для (41)), ;kJ⊂ω  kJ⊂Ω  с ко-

эффициентами ||ωα  и ||Ωβ  соответственно, где  
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Утверждение 1. При фиксированном подмножестве kJ⊂ω  сумма коэффи-
циентов при переменных в уравнении (40) равняется числу ,ωα  которое задано 

в (43), а при выбранном подмножестве kJ⊂Ω сумма коэффициентов при пере-
менных в уравнении (41) равна ,||Ωβ  что задается формулой (44). 

Доказательство. Справедливость утверждения проверяется непосредствен-
ными вычислениями. Сделаем это для .ωα  

Первое слагаемое в (40) содержит ||ω  переменных ,iX  ,ω∈i  с коэффициен-

том при каждом .
||

1
∑
ω

=
−

i
igU  Второе слагаемое содержит множитель ωY с коэффи-

циентом .
||
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Третье алгебраическое слагаемое в (40) содержит |||\| ω−=ω kJk  слагаемых 

вида iX  ,\ω∈∀ kJi  22 −k  слагаемых ,ΩY  где ,ω≠Ω  ,kJ∈Ω∀  12 −k  слагае-

мое ΩZ  kJ∈Ω∀  и слагаемое .V  Все эти слагаемые с сомножителем .
||

1
∑
ω

=
−

i
ig  

Таким образом, U входит в сумму 1|| −ω  раз, а слагаемое ∑
ω

=
−

||

1i
ig  входит в 

общем такое количество раз: 

 .1211222||1|| 1 −+=+−+−+ω−++ω + kk kkk   

Учитывая это, получаем формулу (43). 
Аналогично для (41) имеем: первое слагаемое содержит ||Ω  переменных 

,iX  ,Ω∈i  и одно слагаемое ΩZ с коэффициентом при каждом .
||

1
1∑

Ω

=
+−η−

i
igU  

Второе алгебраическое слагаемое в (41) содержит |||\| Ω−=Ω kJk  слагаемых 

вида ,iX  ,\Ω∈ kJi  12 −k  слагаемых ,ωY  ,kJ⊂ω∀  22 −k  слагаемых ,ωZ  где 
,Ω=ω  kJ⊂ω∀  и слагаемое .V  Все эти слагаемые имеют сомножитель 

.
||

1
1∑

Ω

=
+−η−

i
ig  

Таким образом, U  входит в формулу 1|| +Ω  раз, а слагаемые ∑
Ω

=
+−η−

||

1
1

i
ig  

такое количество раз: 

 .1212212||1|| 1 −+=+−+−+Ω−++Ω + kk kkk   

Это подтверждает справедливость формулы (44). Утверждение доказано. 
Выполнив пятый шаг АП, получим такую ЗЛП: 
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при ограничениях, которые из вида (40)–(42) трансформируются в 

 −⎟⎟
⎠

⎞+++
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− ∑∑∑∑∑∑∑

⊂Ω∀
Ω

⊂Ω
Ω

ω∈

ω

=
ω

ω

=ω∈

ω

=
ω≠Ω

VZYXgYgUXgU
kkk JJJi

ii
ii

i
i

i
i

i
\

||

1

||

1

||

1
  

 ,0|| =α− α
ωωW  ,kJ⊂ω∀   (46) 

 −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− Ω

Ω∈

Ω

=
+−η ∑∑ ZXgU

i
i

i
i

||

1
1   

 ,0||
\

||

1
1 =β−

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++− β
ΩΩ

⊂ω∀
ω

⊂ω∀
ω

Ω∈

Ω

=
+−η ∑∑∑∑

Ω≠ω

WVZYXg
kkk JJJi

i
i

i  ,kJ⊂Ω∀  (47) 



Международный научно-технический журнал  
«Проблемы управления и информатики», 2017, № 6 27 

 ,1α
ω

1
=+++++ ∑∑∑∑∑

⊂Ω

β
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⊂ω⊂Ω
Ω

⊂ω
ω

=
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 ;0≥ωY  ;0≥ωZ  ;0≥α
ωW  0β

ω ≥W  .kJ⊂ω∀  (49) 

Легко видеть, что точка ),,,,,,( ****** VWWZYXT βα=  имеющая все n  ко-

ординат, равных ,1
n

 удовлетворяет системе (46)–(48), где ,)...,,( **
1

* k
k RXXX ∈=  

,,,, **** qRWWZY ∈βα  при ,12 −= kq  ,1* RV ∈  а также =+−+= 1)12(4 kkn  

.32 2 −+= +kk  
Образ общего многогранника размещений, полученный в результате приме-

нения АП, и называем, как сказано выше, симплексной формой многогранника 
размещений. 

Таким образом, доказана теорема о симплексной форме многогранника раз-
мещений. 

Теорема 2. Общий многогранник размещений ),(Gk
nηΠ  задаваемый системой 

ограничений (6), (7) при условии (8), имеет симплексную форму, определяемую 
системой (46)–(49), параметры и переменные которой задаются условиями (14), 
(15), (24), (25), (27), (28), (43), (44). 

Иллюстративный пример 

Рассмотрим преобразование ЗЛП к виду, необходимому для применения АК, 
когда систему (9) определяет общий многогранник размещений, т.е. система (6), (7) 
при выполнении условий (8). Пусть выполняются такие условия в (1)–(4): 

;3== mk  0== rs  (т.е. условий вида (4) нет); },,,,,{ 33221 eeeeeG =  т.е. ;5=η  

,3=n  ,11 eg =  232 egg == , 354 egg == , ,321 eee <<  т.е. исходной является ЗЛП 

 max332211 →++= xcxcxcz   

при ограничениях 

 ,11 gx ≥  ,12 gx ≥  ,13 gx ≥  ,2121 ggxx +≥+  ,2131 ggxx +≥+   

 ,2132 ggxx +≥+  ,321321 gggxxx ++≥++  ,51 gx ≤   

 ,52 gx ≤  ,53 gx ≤  ,4521 ggxx +≤+  ,4531 ggxx +≤+   

 ,4532 ggxx +≤+  .345321 gggxxx ++≤++   

Найдем параметры симплексной формы для заданного многогранника раз-
мещений: ,14724 123 eeeU −−=  ;18 11 g−=α   

 ;3226915 123452 ggggg −−++=α   

 ;4634161830 123453 ggggg −−−+=α   

 ;281621812 123451 ggggg −−++=β  
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 ;42243927 123452 ggggg −−++=β   

 .5632141842 123453 ggggg −−−+=β   

Имеем (согласно теореме 2) такую симплексную форму многогранника раз-
мещений: 

 ++++++++−+−− 123231312323211111 ()()( YYYYYYXXggUYgUX   

 ,0) 11123231312321 =α−++++++++ αWVZZZZZZZ   

 ++++++++−+−− 123231312313111212 ()()( YYYYYYXXggUYgUX   

 ,0) 21123231312321 =α−++++++++ αWVZZZZZZZ   

 ++++++++−+−− 123231312212111313 ()()( YYYYYYXXggUYgUX   

 ,0) 31123231312321 =α−++++++++ αWVZZZZZZZ   

+++++++−++−+−+ 231332132121122121 )(()())()(( YYYYYXggggUYggUXX  

 ,0) 122123231312321123 =α−+++++++++ αWVZZZZZZZY   

+++++++−++−+−+ 231232122121132131 )(()())()(( YYYYYXggggUYggUXX  

 ,0) 132123231312321123 =α−+++++++++ αWVZZZZZZZY   

+++++++−++−+−+ 131232112121232132 )(()())()(( YYYYYXggggUYggUXX  

 ,0) 232123231312321123 =α−+++++++++ αWVZZZZZZZY   

 +++−+++−++−++ 1321321123321321 )(()())()(( YggggggUYgggUXXX   

,0) 123312323131232123131232 =α−+++++++++++++ αWVZZZZZZZYYYYY  

 ++++++++−−+ 231312321325511 ())(( YYYYYYXXggUZX   

 ,0) 1112323131232123 =β−++++++++ βWVZZZZZZY   

 ++++++++−−+ 231312321315522 ())(( YYYYYYXXggUZX   

 ,0) 2112323131231123 =β−++++++++ βWVZZZZZZY   

 ++++++++−−+ 231312321215533 ())(( YYYYYYXXggUZX   

 ,0) 3112323131221123 =β−++++++++ βWVZZZZZZY   

 ++++++++−+−++ 231312321345451221 )(())()(( YYYYYYXggggUZXX   

 ,0) 1221232313321123 =β−++++++++ βWVZZZZZZY   
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 ++++++++−+−++ 231312321245451331 )(())()(( YYYYYYXggggUZXX   

 ,0) 1321232312321123 =β−++++++++ βWVZZZZZZY   

 ++++++++−+−++ 231312321145452332 )(())()(( YYYYYYXggggUZXX   

 ,0) 2321231312321123 =β−++++++++ βWVZZZZZZY   

+++++++−++−+++ 1312321345345123321 )(())()(( YYYYYggggggUZXXX  

 ,0) 123323131232112323 =β−+++++++++ βWVZZZZZZYY   

 +++++++++++++ 321123231312321321 ZZZYYYYYYYXXX   

 +++++++++++++ ααααααα
123231312321123231312 WWWWWWWVZZZZ   

 .1123231312321 =+++++++ βββββββ WWWWWWW   

При ;11 =e  ;22 =e  ,33 =e  поскольку ;2;1 321 === ggg  ;354 == gg  ;4=U  

;181 −=α  ;102 −=α  ;23 −=α  ;341 =β  ;242 =β  ,323 =β  получаем такой общий 
многогранник размещений в симплексной форме: 

 ++++++++−− 123231312323211 (4543 YYYYYYXXYX   

 ,018) 1123231312321 =+++++++++ αWVZZZZZZZ   

 ++++++++−− 123231312313122 (4543 YYYYYYXXYX   

 ,018) 2123231312321 =+++++++++ αWVZZZZZZZ   

 ++++++++−− 123231312212133 (4543 YYYYYYXXYX   

 ,018) 3123231312321 =+++++++++ αWVZZZZZZZ   

 ++++++−−+ 231332131221 (347)(41 YYYYYXYXX   

 ,010) 12123231312321123 =++++++++++ αWVZZZZZZZY   

 ++++++−−+ 231232121331 (347)(41 YYYYYXYXX   

 ,010) 13123231312321123 =++++++++++ αWVZZZZZZZY   

 ++++++−−+ 131232112332 (347)(41 YYYYYXYXX   

 ,010) 23123231312321123 =++++++++++ αWVZZZZZZZY   

 ++++++−−++ 231312321123321 (549)(39 YYYYYYYXXX   

 ,02) 123123231312321 =+++++++++ αWVZZZZZZZ   

 ++++++++−+ 2313123213211 (3)(41 YYYYYYXXZX   
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 ,034) 112323131232123 =−++++++++ βWVZZZZZZY   

 ++++++++−+ 2313123213122 (3)(41 YYYYYYXXZX   

 ,034) 212323131231123 =−++++++++ βWVZZZZZZY   

 ++++++++−+ 2313123212133 (3)(41 YYYYYYXXZX   

 ,034) 312323131221123 =−++++++++ βWVZZZZZZY   

 +++++++−++ 23131232131221 (6)(38 YYYYYYXZXX   

 ,024) 121232313321123 =−++++++++ βWVZZZZZZY   

 +++++++−++ 23131232121331 (6)(38 YYYYYYXZXX   

 ,024) 131232312321123 =−++++++++ βWVZZZZZZY   

 +++++++−++ 23131232112332 (6)(38 YYYYYYXZXX   

 ,024) 231231312321123 =−++++++++ βWVZZZZZZY   

 +++++−+++ 1312321123321 (8)(36 YYYYYZXXX   

 ,032) 12323131232112323 =−+++++++++ βWVZZZZZZYY   

 +++++++++++++ 321123231312321321 ZZZYYYYYYYXXX   

 +++++++++++++ ααααααα
123231312321123231312 WWWWWWWVZZZZ   

 .1123231312321 =+++++++ βββββββ WWWWWWW   

 0,,,, ≥β
ω

α
ωωω WWZYV  .kJ⊂ω∀   

Отметим, что точка T  с координатами ,
32
1  ,32RT ∈  удовлетворяет полу-

ченной симплексной форме многогранника размещений. 

Заключение 

В настоящей работе получена симплексная форма общего многогранника 
размещений. Она необходима для применения полиномиального АК при решении 
вспомогательных задач линейного программирования в методах комбинаторного 
отсечения. Вследствие использования этой формы следует ожидать повышения 
эффективности методов отсечения. 

Дальнейшие исследования целесообразно направить на изучение образов 
множеств вершин, смежных вершин, ребер, граней произвольной размерности, 
свойств многогранника размещений, проявившихся в результате трансформации 
его в симплексную форму, а также на изучение других свойств симплексной фор-
мы многогранника размещений. 
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О.О. Ємець, Ол-ра О. Ємець, І.М. Поляков  

ОПТИМІЗАЦІЯ НА РОЗМІЩЕННЯХ:  
СИМПЛЕКСНА ФОРМА  
БАГАТОГРАННИКА РОЗМІЩЕНЬ 

Розглянуто знаходження симплексної форми загального багатогранника розмі-
щень, яку необхідно використовувати при застосуванні АК при розв’язуванні 
допоміжних задач лінійного програмування в методах комбінаторного відсі-
кання в евклідовій комбінаторній оптимізації. 

O.A. Yemets, A.O. Yemets, I.M. Polyakov  

OPTIMIZATION ON ARRANGEMENTS:  
THE SIMPLEX SHAPE OF  
THE POLYHEDRON OF ARRANGEMENTS  

It is considered the finding of the simplex form of the general polyhedron of ar-
rangements, which must be used for applying Karmarkar`s algorithm in solving aux-
iliary problems of the linear programming in combinatorial cutting methods in the 
Euclidean combinatorial optimization. 
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