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УДК 517.5 

Т.В. Жигалло 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ 

УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ 

ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ, ИНТЕГРАЛАМИ 

ПУАССОНА–ЧЕБЫШЕВА  

Введение 

В последнее время в теории приближений повышенный интерес вызывают 

два типа задач. Первый тип — это задачи, возникающие на стыке теории прибли-

жений с другими областями математики (теория чисел и комбинаторика, матема-

тическое моделирование и прогнозирование сложных систем). К другому типу 

относятся задачи, которые продиктованы приложениями теории приближений в 

теории хранения, передачи и поиска информации (глобальные поисковые систе-

мы в Интернете), в теории прогнозирования и принятия решений, конфликтно-

управляемых процессов и др. Потребность решения этих задач стимулирует даль-

нейшее развитие как классических методов теории приближений (алгебраически-

ми и тригонометрическими полиномами), так и тех, которые используют разло-

жения по другим системам функций. Перспективность применения метода при-

ближения с помощью гармонических и бигармонических интегралов Пуассона–

Чебышева в решении вышеуказанных задач обусловлена тем, что этот способ ап-

проксимации имеет существенное преимущество перед другими по точности при-

ближения. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим класс Lip  (см., например, [1, с. 623]) функций ,f  заданных на 

отрезке ]11,[  и удовлетворяющих на этом отрезке условию Липшица порядка 

,1<0,   т.е.  
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 последователь-

ность коэффициентов Фурье функции f  по системе )(ˆ xTk  (см., например, [2]). 

Бесконечный ряд kk
k

Tc ˆ
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


 называют рядом Фурье–Чебышева функции .f  Как из-

вестно, Lipf  является функцией с конечным изменением и непрерывной на 

отрезке ],11,[  а ряд Фурье–Чебышева такой функции сходится к f  равномерно 

на этом отрезке. 

Линейные методы суммирования рядов Фурье периодических функций, 

определяющиеся численными треугольными матрицами (методы Фурье, Фейера, 
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Вале–Пуссена, Зигмунда, Рогозинского и др.), имеют аналоги в случае суммиро-

вания рядов Фурье–Чебышева непериодических функций. Например, аналогом 

сумм Фурье );( xfSn  в алгебраическом случае являются суммы Фурье–Чебышева 

,ˆ);;(
1

0=
kk
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  аналогом сумм Фейера );( xfn  — суммы Фейера–
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С помощью множества )}({ k  функций натурального аргумента, зави-

симых от действительного параметра ,  ,1<0   ,1)0(   каждой непрерыв-

ной на ]11,[  функции f  сопоставим ряд  
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Пусть ряд (2) при всех 1<0   является рядом Фурье–Чебышева некоторой не-

прерывной функции. Если ,)( kk   ...,,2,1,0  то эту функцию будем обо-

значать );;(,1 TxfP   (см., например, [3]), в случае ,)1(
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);;(,2 TxfP   (см. [4]). Таким образом, функции ,);;(, TxfPi   ,2,1i  можно 

представить в виде 

 .)arccos()arccos(()cos(
2

1
=);;( ,,,, dtxtKxtKtfTxfPP iiii 


 





   (3) 

При этом )(,1 K  — гармоническое ядро Пуассона [5], т.е. 
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а )(,2 K  — бигармоническое ядро Пуассона [6] вида 
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Поэтому по аналогии с периодическим случаем функции ,);;(, TxfPi   ,2,1i  

будем называть соответственно гармоническим и бигармоническим интегралами 

Пуассона–Чебышева.  

Работа посвящена изучению поведения величины  

 );;()(sup=);;( ,, TxfPxfxPLipE i
Lipf

i 


   (5) 

в каждой точке ]11,[x  при ,1  .1<0   

Если в явном виде найдена функция );(=)( x  такова, что при  1   

 ,]11,[,));(();(=);;( ,   xxoxxPLipE i   

то, следуя А.И. Степанцу [7, с. 198], будем говорить, что решена задача Колмого-

рова–Никольского для интегралов Пуассона–Чебышева );;(, TxfPi   вида (3) на 

классе 1.<0, Lip  
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Вопрос поведения верхних граней приближений на классах Липшица перио-

дических функций гармоническими интегралами Пуассона в равномерной метри-

ке исследовался в работах В.П. Натансона [8], A.Ф. Тимана [9], Э.Л. Штарка [10], 

В. A. Баскакова [11], Л. П. Фалалеева [12, 13] и др. [14–18]. Что же касается ап-

проксимативных свойств бигармонических интегралов Пуассона, то следует от-

метить работы С. Каниева [19], P. Pych [20], М. Ф. Тимана [21], Л. П. Фалалее-

ва [22] и др. [23–29].  

Возникновение и исследование задачи об асимптотическом поведении 

верхней грани приближения непериодических функций класса ,Lip
 

,1<0   

заданных на конечном промежутке вещественной оси алгебраическими мно-

гочленами, обусловлено работой С. М. Никольского [30], в которой исследо-

ван вопрос о приближении функций класса 1Lip  суммами Фурье–Чебышева 

.);;( xTfSn  Позже А.Ф. Тиман получил [31] решение задачи Колмогорова–

Никольского для сумм Фурье–Чебышева на классах Lip  при всех ,1<0   а 

также установил асимптотическое при n  равенство для величины 

),;;( xLipE n  1,<0   равномерно относительно x  на отрезке ].11,[  В ра-

боте И.М. Ганзбурга [32] для сумм Вале–Пуссена–Чебышева на класссах Lip  

получены асимптотические оценки, из которых, как частные случаи, вытека-

ют результаты С.М. Никольского и А.Ф. Тимана. В работе изучается непери-

одический случай, особенностью которого является то обстоятельство, что 

величина верхней грани (5) зависит от положения точки x  на рассматривае-

мом отрезке. 

В настоящее время значительное внимание исследователей уделяется иг-

ровым задачам управления в теории принятия решений [33, 34]. Интерес к та-

кого вида содержательным задачам вызван, помимо прочего, использованием 

аппарата интерполяционных многочленов. Так, с помощью интерполяцион-

ных многочленов Лагранжа–Сильвестра получены ответы на различные во-

просы изучения процессов, функционирующих в условиях конфликта и не-

определенности [35]. К решению такого рода задач также можно применить 

как вспомогательную математическую модель интерполяционные многочле-

ны Пуассона–Чебышева. Это объясняется тем, что линейные процессы, по-

строенные с помощью матриц )}({ k  соответственно на базе ряда 

Фурье–Чебышева функции f  и интерполяционных многочленов Пуассона–

Чебышева, совпадающих с f  в нулях полиномов Чебышева ),(ˆ xTk  исследу-

ются в задачах теории аппроксимации параллельно. 

2. Приближение функций класса Липшица  

интегралами Пуассона–Чебышева 

Запишем интегральное представление для величины ),;;( , xPLipE i   ис-

пользуя свойство положительности ядра )(, iK  и неравенство (1): 
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Поскольку функция 
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принадлежит классу 1,<0, Lip  и, как следует из (5),  
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то из (6) и (7) получаем 
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Следующие утверждения устанавливают асимптотическое поведение вели-

чины (5), предоставляя решения задачи Колмогорова–Никольского для интегра-

лов Пуассона–Чебышева ,);;(, TxfPi   2,1i на классе .1<0, Lip  
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Доказательство. Обозначим  
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Поскольку подынтегральная функция в (10) периодическая, следовательно,  
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Примем во внимание следующее соотношение:  
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Тогда в силу (12) ),( yIi  представим в виде 

 


 







 dttKttyyI ii )2,()cos(sin)sin(
2

=),( ,

2

0

1

  

 ,)2,(sin|cos|
2

(1) ,
2

2

0

1

dtttKyO i 


 







  (13) 

а также первое слагаемое из правой части соотношения (13) запишем так:  
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Первый интеграл из правой части (14) достаточно оценить для случая ,2i  

поскольку последний будет выражаться с помощью ядра .)2,(,1 tK   Действи-
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Таким образом,  
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Интегрируя частями во втором слагаемом из правой части (15), находим  
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Объединив (15) и (16), заключаем  
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Оценим первый интеграл из правой части (17). Прежде всего отметим, что 

для произвольной непрерывной при 






 
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2
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где (1)O  — величина, равномерно ограниченная по 1,<0   .
2

0


 t  С уче-
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Учитывая, что  
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из (19) при  1  и 1<<0   следует 
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Введем обозначение  

 .)))(2(1))(1(1()1(=)( 1    

Поскольку ))2(1()1())(2()1(=)( 112    и 
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при 1 – получаем оценку первого слагаемого из правой части равен-

ства (17): 
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Пользуясь соотношением (18), оценим второй интеграл из правой части (17): 
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Итак, 
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Из (23) и (24) имеем  
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


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Обратим внимание, что рассуждения, приведенные для получения оценки (22), 

можно применить также для оценки первого интеграла из правой части (14) в 

случае .1i  Тогда получим оценку (22), но без множителя .1   Исходя из 

этого, а также учитывая (17), (22) и (25), получаем оценку первого слагаемого 

из правой части (14): 
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где функция )(i  определена в условии теоремы 1. 

Второй интеграл из правой части (14) также оценим при .2i  Поскольку  
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то, учитывая (18), имеем,  
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При 
3

1
<  для оценки ),( B  воспользуемся формулой (20): 
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Далее, 
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При 
3

1
>  заключаем, что  
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Следовательно, согласно (27)–(31). 
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где величина ),(   определена в условии теоремы 1. 

Из (14), оценок (26) и (32) вытекает, что при ,1  :1<<0   

 =)2,()cos(sin)sin(
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

Ox i  (33) 

Оценим второй интеграл из правой части соотношения (13) для случая .2i  

Рассуждения, аналогичные, как при получении (27), приводят к оценке 

 .)2,(sin<)2,(sin ,1
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Кроме того, известна (см. [36, с. 141]) следующая оценка: 

 ),)((=)2,(sin ,,1
2

2

0

xOdtttK 




  (35) 

где величина )(, x  определена в условии теоремы 1. Из (13), (33)–(35) получа-

ем оценку интеграла ),( yIi  в случае :1<<0   
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Рассуждая аналогично, как при получении (11), нетрудно убедиться, что  
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Кроме того, в силу (12) для интеграла ),( yIi  имеет место равенство (13). Сле-

довательно, для ),( yIi  верна оценка 

 .))(()),(()1(
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Таким образом, из соотношений (8), (10), (36), (37) при 1 – следует ра-

венство (9). 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Для любого 1<<0   в каждой точке {0}\)11,(x  при 1  

имеет место асимптотическое равенство  

 .))(()1(
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sec)()1(=);;( ,
22

, xOxxPLipE ii 
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Обратим внимание, что равенство (9) в случае гармонического интеграла 

Пуассона–Чебышева уточняет ранее известный результат Ю.И. Русецкого [36], 

указывая явный порядок остаточного члена, что обеспечивает желаемую точность 

приближения в прикладных задачах.  

Теорема 2. В каждой точке ]11,[x  при 1 – имеет место равенство 
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Доказательство. Воспользуемся обозначением  
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Тогда в силу (12) имеем 
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Представим первый интеграл из правой части (39) в следующем виде: 
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Поскольку 
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то соотношение (40) примет вид 
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Второй интеграл из правой части (39) представим так: 
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Применяя (18), оценим первый интеграл из правой части (42), тогда 

при  1   
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Воспользуясь соотношением 

 
 

,
2cos21

1

)2cos2(1

1

4

1
=

)2cos2(1

sin
222

2

22

2

























 ttt

t
  

а также формулами 2.562.1 и 2.563.1 из [37], получим  
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Таким образом, находим оценку второго интеграла из правой части (39): 
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Из соотношений (39), (41) и (43) следует оценка  
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Так как для интеграла dtytKytyI ),(coscos
2

1
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



  имеет 

место та же оценка, что и для интеграла ,1),(2 yI  то из (8), (39) и (44) получаем 

равенство (38).  

Теорема доказана. 

Отметим, что в каждой точке )11,(x  при  1  равенство (38) 

асимптотическое. 

Заключение 

Основной результат данной работы состоит в нахождении асимптотических 

оценок — точных верхних граней приближений интегралами Пуассона–Чебышева 

на классах Липшица-функций, заданных на конечном отрезке вещественной оси. 

Таким образом, решена одна из экстремальных задач теории аппроксимации функ-

ций действительного переменного. Разработанный метод аппроксимации непре-

рывных на отрезке функций с помощью интегралов Пуассона–Чебышева может 

применяться при решении задач аналитической обработки массивов числовых дан-

ных в математическом моделировании и перспективен при решении задач опти-

мального управления, построения численных алгоритмов, сжатия информации. 
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НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ,  

ЩО ЗАДОВОЛЬНЯЮТЬ УМОВІ ЛІПШИЦЯ 

НА СКІНЧЕННОМУ ВІДРІЗКУ ДІЙСНОЇ ОСІ, 

ІНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА–ЧЕБИШОВА  

Досліджено апроксимативні властивості інтегралів Пуассона–Чебишова на кла-

сах функцій Ліпшиця, що задані на сегменті дійсної осі. Розв’язок даної про-

блеми застосовується в задачах теорії зберігання, передачі та пошуку інформа-

ції (глобальні пошукові системи в Інтернеті), в теорії прогнозування та прий-

няття рішень, конфліктно-керованих процесів та ін. Отримано асимптотичні 

оцінки точних верхніх меж відхилень функцій, що задовольняють умові Ліп-

шиця на скінченному відрізку дійсної осі, інтегралами Пуассона–Чебишова. 

T.V. Zhyhallo 

APPROXIMATION OF FUNCTIONS  

SATISFYING THE LIPSCHITZ CONDITION  

ON A FINITE SEGMENT OF THE REAL AXIS  

BY POISSON–CHEBYSHEV’S INTEGRALS 

The investigation of approximate properties of Poisson–Chebyshev integrals on Lip-

schitz classes of functions defined on a segment of the real axis. The solution of this 

problem finds its application in the problems of the theory of storage, transmission 

and retrieval of information (global search engines on the Internet), in the theory of 

forecasting and decision making, conflict-controlled processes, etc. Here we find the 

asymptotic estimates for the upper bounds of deviations of functions satisfying the 

Lipschitz condition on a finite segment of the real axis from their Poisson–Che-

byshev’s integrals. 
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