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Ю.И. Харкевич 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ВЕРХНИХ 

ГРАНЕЙ ОТКЛОНЕНИЙ ФУНКЦИЙ КЛАССА 
rW   

ОТ ИХ ОБОБЩЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА 

Введение 

Теория конфликтно-управляемых процессов — новый раздел математиче-

ской теории оптимальных процессов, который связан с исследованием управляе-

мых систем, функционирующих в условиях конфликта и неопределенности. 

Толчком к ее развитию послужили реальные прикладные задачи, имеющие важ-

ное практическое применение для проектирования ракетной и космической тех-

ники, моделирования взаимодействия управляемых подвижных объектов и в дру-

гих областях человеческой деятельности. Теория конфликтно-управляемых про-

цессов основана на общей теории игр, математической теории управления и 

теории дифференциальных уравнений. Становление конфликтно-управляемых 

процессов связано с именами Н.Н. Красовского, Л.С. Понтрягина, 

Б.Н. Пшеничного, Р. Айзекса, А. Брайсона, А.А. Чикрия, А.Г. Ченцова и других 

математиков. 

Математическим базисом для исследования и оптимизации конфликтно-

управляемых процессов являются методы нелинейного и выпуклого анализа, тео-

рии многозначных отображений и математической теории управления. 

На сегодняшний день актуально получение полной асимптотики функции, что 

позволяет изучать процессы, проходящие в реальном мире, с помощью математиче-

ской модели, сводя задачу к изучению более простых объектов, характеристики кото-

рых легко вычисляются или свойства которых уже известны.  

Невзирая на широкий спектр математических исследований конфликтно-

управляемых процессов, остается ряд важных проблем, требующих дополнитель-

ного рассмотрения. 

Особый интерес представляют задачи, связанные с аппроксимацией функций 

обобщенными интегралами Пуассона, которые можно использовать как средство 

решения сложных уравнений, описывающих динамические процессы. 

1. Постановка задачи 

Задача оптимизации функций тесно примыкает к задачам, связанным с изу-

чением оптимальных процессов в теории управления. Для этой цели вводятся но-

вые методы аппроксимации функций. Использование идей и методов аппрокси-

мации способствует ее проникновению в самые различные области прикладных 

направлений.  

Теория приближения функций имеет важное значение, поскольку дает общие 

основания для практического вычисления функций, для приближенной замены 

сложных функций функциями более простыми. 

Исходным объектом для исследования в данной работе является изучение 

асимптотического поведения величин приближения функций класса 
rW  их 

обобщенными интегралами Пуассона. 
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Следует отметить, что применение метода разрешающих функций [1, 2] позво-

ляет использовать технику многозначных отображений для обоснования игровых 

конструкций. 

Введем необходимые обозначения и определения. Пусть С  — пространство 

2 -периодических непрерывных функций, в котором норма задается равенством 

.|)(|max tff
tC

  

Обобщенный интеграл Пуассона [3] функции f обозначим );;(, xfP qs  : 

 
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);;( ,, dttKxtfxfP qsqs  (1) 

где );(, tK qs   — ядро обобщенного интеграла Пуассона вида 
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Сразу же отметим, что в случае 0s  из (1) и (2) получим (см., например, [4, 5]) 

интеграл Абеля–Пуассона 
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Если же в (1) и (2) положить ,
2

1
s  ,1q  то получим (см., например, [6, 7]) так 

называемый бигармонический интеграл Пуассона: 
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Пусть ,rW  N,r  — множество 2 -периодических функций, имеющих абсо-

лютно непрерывные производные до )1( r -го порядка включительно и почти 

всюду .1)()( tf r
 

Обозначим  

 .);;()(sup))(;( ,,
C

qs
f

Cqs fPfP 
N

NE  (3) 

Если в явном виде найдена функция );()(  Ngg  такая, что при 1ρ  –  

 )),1(()1())(;( ,  gogP XqsNE   

то, следуя А.И. Степанцу [8, с. 198], будем говорить, что решена задача Колмого-

рова–Никольского для данного класса N  и обобщенного интеграла Пуассона 

);;(, xfP qs   в метрике пространства Х. 

Формальный ряд 
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
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)1(
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ng  будем называть полным асимптотическим раз-

ложением или полной асимптотикой функции )(f  при  1  (см., напри-
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Кратко это запишем следующим образом: .)1()(
0







n

ngf  



 

64 ISSN 0572-2691 

Аппроксимативные свойства как интегралов Абеля–Пуассона, так и бигар-

монических интегралов Пуассона достаточно хорошо изучены в работах [10–24] 

соответственно. 

Цель данной публикации — получение полных асимптотических разложений 

величины (3) при rWN  по степеням  1,1  при любых .Nr  

2. Асимптотические разложения для верхних граней отклонений  

обобщенных интегралов Пуассона от функций класса rW  

Справедливы следующие теоремы. 

Теорема 1. Для класса 1W  при  1  имеет место полное асимптотическое 

разложение 

 













 2

,
1 )1ln(

1

1
ln)1()1)(2ln1(

4

1
ln)1(

2
))(;( q

Cqs
s

PWE   

 







 
























12
1

,)1(
1

1
ln)1(

12

2)1(

)1(
)1(

2

k

k
k

k

k
k

k
q

kkk

s
 (4) 

где 
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Доказательство. Нетрудно убедиться, что 0);(,  tK qs  и .1);(
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
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
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Учитывая (1) и предыдущее равенство, запишем 
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Очевидно [8, с. 120], что когда ,1Wf   то .|||)()(| 2121 tttftf   Тогда из (3) и 

(6) имеем 
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С другой стороны, поскольку функция ],,[|,|)(  tttf  принадлежит 

классу ,1W  то из (3) следует 
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В итоге из (7) и (8) находим  
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Подставляя (2) в (9) и учитывая четность по параметру t  ядра ),,(, tK qs   

получаем 
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Первый интеграл из (10) согласно [10] можем записать  
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где k  определены равенством (5). 

Используя формулу 1.513.1 из [25], второй интеграл из (10) представим в  

виде  
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Подставляя (11) и (12) в (10), имеем 
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Разлагая функцию )1ln()1()( g  в ряд Тейлора по степеням )1(   
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и делая тождественные преобразования в (13), получаем (4).  

Теорема доказана. 

Теорема 2. Если N,12  llr , то при 1  – имеет место полное асимп- 

тотическое разложение 
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где коэффициенты 
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 — известные константы Ахиезера–Крейна–Фавара: 

 















0
1

)1(

...,,2,1,0,
)12(

)1(4

m
n

nm

n n
m

K   

 













0
1

.N,
)12(

)1(4~

m
n

mn

n n
m

K   

Доказательство. Учитывая (1) и разложение функции f  в ряд Фурье, имеем 
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С другой стороны, если ,signsin)(sign , ttFr  то функция )(tf , для ко-

торой ],[),(sign)( ,
)(   ttFtf r

r , непрерывно и периодически продолжа-

ется на R  и принадлежит классу rW  [26, с. 104–106], а значит, 
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Согласно [27]  
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Учитывая асимптотические разложения функций )(r  [28], получаем (14). 

Теорема доказана.  

Теорема 3. Если N,,2  llr  то при 1  – имеет место полное асимпто-

тическое разложение  
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(20) 

где коэффициенты 
r
k  заданы формулами: 
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Доказательство. Аналогично предыдущему покажем, что 
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Согласно [27]  
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Учитывая асимптотические разложения функции )(r  из [28], получаем (20).  

Теорема доказана. 

Заключение 

В настоящей работе найдены полные асимптотические разложения верх-

них граней отклонений обобщенными интегралами Пуассона );;(, xfP qs   на 

классе rW  в равномерной метрике. Полученные результаты могут использовать-

ся при дальнейшем исследовании задач конфликтного управления и развитии 

теории дифференциальных игр в динамических системах. 

Ю.І. Харкевич 

АСИМПТОТИЧНІ РОЗКЛАДИ ВЕРХНІХ ГРАНЕЙ 

ВІДХИЛЕНЬ ФУНКЦІЙ КЛАСУ 
rW  ВІД ЇХ 

УЗАГАЛЬНЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ ПУАССОНА 

Запропоновано методи оптимізації функцій, що сприяють виявленню глибоких 

зв’язків між далекими, на перший погляд, математичними моделями і конфліктно-

керованими процесами. Знайдено повні асимптотичні розклади для верхніх граней 

відхилень узагальнених інтегралів Пуассона від функцій класу .rW  Потреба 

вивчення таких задач може виникнути при розв’язанні ряду прикладних задач із 

механіки, економіки, військової справи і деяких інших областей. 

Yu. I. Kharkevych  

ASYMPTOTIC EXPANSIONS OF UPPER BOUNDS OF 

DEVIATIONS OF FUNCTIONS OF THE CLASS 
rW  

FROM THEIR GENERALIZED POISSON INTEGRALS 

Methods for optimizing functions are proposed, which help to discover deep connec-

tions between distant, at first glance, mathematical models and conflict-controlled 

processes. Complete asymptotic expansions for upper bounds of deviations of gener-

alized Poisson integrals of functions from a class rW  are obtained. The need to study 

such problems can arise when solving a number of applied problems from mechan-

ics, economics, military affairs and some other areas. 
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