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Введение 

Одним из базовых элементов теоретических основ и методов теории управ-

ления и принятия решений в социально-экономических системах является разра-

ботка проблемно-ориентированного математического обеспечения. Поскольку все 

чаще требуется, чтобы математические модели отражали качественные изменения 

в закономерностях развития управляемых процессов, подходящими математиче-

скими моделями подобных процессов могут быть динамические и дифференци-

альные игры [1–4]. При этом особое значение приобретает проблема моделирова-

ния экономической динамики, в частности усовершенствования методов модели-

рования периодических процессов в экономике, на основе которых периодическое 

решение можно получить представлением дифференциальных уравнений эконо-

мического состояния в форме краевой задачи, в частности асимптотического ра-

венства [5, 6]. Такие модели позволяют повысить точность исследования эконо-

мических систем путем рассмотрения экономических процессов в дискретные 

моменты времени. 

В данной статье предлагается построение математической модели при 

анализе экономической динамики и теории колебаний, рассматривающих по-

лигармонические устойчивые модели в задачах планирования и прогнозирова-

ния экономических процессов. 

1. Постановка задачи 

Пусть L  — пространство 2 -периодических суммируемых на периоде 

функций f  с нормой ;|)(||||| 




 dttff L  C  — пространство 2 -периодических 

непрерывных функций ,f  в котором норма определяется равенством 

  |;|max|||| tff
t

C  L  — пространство 2 -периодических существенно ограни-

ченных функций f  с нормой |)(|esssup|||| tff
t

 . 
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Пусть kn,  )1)0(...;,2,1,0,(  nkn  — прямоугольная числовая мат-

рица. С помощью множества   каждой функции Lf   поставим в соответствие ряд 
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Если ряд (1) при каждом n  является рядом Фурье некоторой функции из L , 
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оператор, который называют тригармоническим интегралом Пуассона функции 

Lf   [13, 14]. 

В данной работе рассматривается задача об отыскании асимптотических при 

n  равенств для величины 

 ,);;()(sup))(;( 33 Ñ
Wf

C
r fnPfnPW
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
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где rW  — классы Соболева [7], т.е. классы 2 -периодических функций ,f  

которые имеют абсолютно непрерывные производные до )1( r -го порядка 

включительно и ,1)()( 


rf  .r  

Если в явном виде найдена функция )(n , такая, что 

))(()())(;( 3 nonnPW C
r   при n , то согласно [7] будем говорить, что 

решена задача Колмогорова–Никольского для класса rW  и тригармонического 

интеграла Пуассона в равномерной метрике. 

Задача Колмогорова–Никольского для интегралов Вейерштрасса на классах 

дифференцируемых функций в равномерной и интегральной метриках изучалась 

в [15−17]. Аналогичная задача для интегралов Пуассона исследовалась  

в работах [18−22]; для бигармонических интегралов Пуассона — в [23−30] и др.  
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Отметим, что решение задачи Колмогорова–Никольского для величины 

)(3 nP  на классах Липшица 10, H , найдено в работах [31, 32]. В то же 

время остается открытым вопрос об аппроксимативных свойствах тригармониче-

ских интегралов Пуассона на классах Соболева. 

2. Асимптотические представления решений 

По аналогии с [20] для тригармонического интеграла Пуассона введем сум-

мируемую функцию )(u  следующим образом: 
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суммируемо на всей действительной оси, т.е. интеграл dttA 




 |)(ˆ|)(  сходится, 

то аналогично работе [7, с. 183] можно показать, что для любой функции rWf   

при всех x  справедливо равенство 
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Используя представление (5), исследуем асимптотическое поведение величин (3). 

Теорема 1. При n  имеют место следующие асимптотические равенства: 

а) при ,,12  llr  

 






















 







































































n

km
m

k
r

n

k

k
rC

r

e
n

km

n

km

km
O

e
n

k

n

k

k
nPW

21

1

2

1
13

1
11

11
12

))(;(

 

 ;1

12











































 









nn

km

eOe
n

km

n

km
  (6) 

 
































 


























 















 

2
sin1

1
14

))(;(

2

21

1
23

r
Oe

n

km

n

km

e
n

km

n

km

km
nPW

n

km

n

km
m

k
rC

r

 

 





































































 nn

k

r
k

eOe
n

k

n

k

k

12

1
1

11
1

;  (7) 



Международный научно-технический журнал 

«Проблемы управления и информатики», 2019, № 6 23 

б) при ,,2  llr  
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Доказательство. Для исследования асимптотического поведения величины (3) 

необходима следующая теорема из [33]. 

Теорема 2. Пусть абсолютно непрерывные функции )(u  и )(u  таковы, что 
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Тогда при n  справедливы формулы 
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Далее, применяя лемму 2 из [33], из последнего равенства получим  
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Поскольку  

 














































n

k
uua

n

k
a

uauauaua
r

kmnrr )(
1

)(1)()(1)(
,

 

 

































 |)(|

|1|
1

,
, uaa

a
uO rkmn

kmn  

и |,)(|max|1|
0

, ua
au

r
kmn 


  то 

 )),((
|||)()(|1

,

1

1

,,

0





















mn

r
m

k

kmnkmn
ra

r
HnO

km

n
du

u

uaua

a
  (13) 

где  
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Рассмотрим метод суммирования )(3 nP , что представляется функцией вида (4). 
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Далее, учитывая равенство (2), получим  
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Поскольку последовательность }{ , kn  выпукла,  
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Учитывая (17)–(19), из равенств (15), (16) имеем (6)−(8).  

Теорема доказана. 



26 ISSN 0572-2691 

Заключение 

В данной работе проанализирован процесс построения асимптотических при 

n  равенств для точных верхних граней приближений линейными методами, 

что определяются суммирующей функцией, зависящей от некоторого натурально-

го параметра n  на классах гладких функций. Получено решение задачи Колмого-

рова–Никольского для тригармонических интегралов Пуассона на классах Собо-

лева в равномерной метрике. 

Показана возможность применения такого класса задач для моделирования 

периодических процессов в экономике, что важно для развития систем управле-

ния экономическими объектами.  
 

У.З. Грабова  

РІВНОМІРНІ НАБЛИЖЕННЯ  

ТРИГАРМОНІЧНИМИ ІНТЕГРАЛАМИ  

ПУАССОНА НА КЛАСАХ СОБОЛЄВА 

Дано оцінку величини точної верхньої грані відхилень лінійних методів підсу-

мування, що визначаються прямокутною числовою матрицею kn,  на 

класах неперервних періодичних функцій в рівномірній метриці. Як можливе 

застосування отриманих результатів вивчається їх асимптотична поведінка для 

тригармонічних інтегралів Пуассона, коли об’єктом наближення є класи rW , 

r . Асимптотичні рівності розкривають теоретичні основи і математичні 

особливості однієї з основних задач теорії наближення — задачі Колмогорова–

Нікольського. Зокрема, дана задача розв’язана для тригармонічних інтегралів 

Пуассона на класах Соболєва в рівномірній метриці. Виявляється, що тригар-

монічні інтеграли Пуассона володіють апроксимативними властивостями, які 

відрізняються від раніше вивчених властивостей гармонічних і бігармонічних 

інтегралів Пуассона, а деякі поняття і технічні прийоми теорії наближення мо-

жуть бути корисними і при вивченні просторів функцій з узагальненими похід-

ними. Важливим моментом розв’язку даної задачі є той факт, що за допомогою 

досліджуваних асимптотичних рівностей можна вирішити широкий спектр 

економічних задач, розв’язок яких методами класичної лінійної алгебри і мате-

матичного аналізу є досить складним процесом. Економічне моделювання і 

прогнозування на основі побудованої математичної моделі може застосовува-

тися при аналізі процесів економічної динаміки, що розглядають полігармоніч-

ні режими. Мета роботи — розвивати математичний апарат, що дозволяє бу-

дувати математичні моделі періодичних економічних процесів. Моделю-

вання служить засобом аналізу економіки і явищ, що в ній відбуваються, а 

також обґрунтування рішень, прогнозування і керування економічними проце-

сами і об’єктами. Також проаналізовано деякі фундаментальні проблеми сучасної 

економіки, що розв’язуються методами теорії наближення. 

Ключові слова: класи Соболєва, асимптотичні рівності, сумовна функція, 

моделювання періодичних процесів в економіці. 

U.Z. Hrabova  

UNIFORM APPROXIMATIONS  

BY THE THREEHARMONIC POISSON  

INTEGRALS ON THE SOBOLEV CLASSES  

The quantity of the precise upper bound of the deviations of the linear methods of 

summation, determined by rectangular number matrix kn,  on the classes of 
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continuous periodic functions in the uniform metric is given. As possible application 

of the obtained results, we study the asymptotic behavior of threeharmonic Poisson 

integrals in the case when the classes rW , r , are an object of approximation. 

The asymptotic equalities reveal the theoretical foundations and mathematical fea-

tures of one of the main problems of approximation theory — the Kolmogorov–

Nikol’skii problem. In particular, the problem is solved for the threeharmonic Pois-

son integrals on the Sobolev classes in the uniform metric. We found that the 

threeharmonic Poisson integrals possess approximation properties that are different 

from the properties of the harmonic and biharmonic Poisson integrals, which were 

studied previously, and some concepts and techniques of approximation theory can 

also be useful in studying the spaces of functions with generalized derivatives. An 

important moment in the solution of this problem is the fact that with the help of the 

asymptotic equalities, which are studied, a wide range of economic problems can be 

solved, the solution of which by methods of classical linear algebra and mathematical 

analysis is a complicated process. Economic modeling and forecasting on the basis of 

the constructed mathematical model can be used in the analysis of processes of eco-

nomic dynamics, considering polyharmonic regimes. The purpose of the work is to 

develop a mathematical apparatus that allows to build mathematical models of of pe-

riodic economic processes. Modeling serves as a means of analyzing the economy 

and the phenomena occurring in it, as well as justifying the decisions made, forecast-

ing and managing economic processes and objects. We also analyze some fundamen-

tal problem of the modern economy, solved by methods of the approximation theory. 

Keywords: Sobolev classes, asymptotic equalities, summable function, simulation of 

periodic processes in the economic. 
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