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Введение 

Работа посвящена изучению проблемы сближения управляемых объектов в 

игровых задачах динамики на основе метода разрешающих функций [1] и его сов-

ременной версии [2]. В любых формах метода разрешающих функций главным 

является накопительный принцип, который используется в текущем суммирова-

нии резрешающей функции для оценки качества игры первого игрока вплоть до 

достижения некоторого порогового значения. В отличие от основной схемы мето-

да разрешающих функций в настоящей работе рассматривается случай, когда ус-

ловие Понтрягина не имеет места. Рассматриваются специальные многозначные 

отображения, порождающие верхние и нижние разрешающие функции двух ти-

пов, впервые введенные в работе [3]. С помощью этих функций получены некото-

рые достаточные условия разрешимости задачи сближения за гарантированное 

время. Результаты иллюстрируются на модельном примере. 

Работа продолжает исследования [1–4], примыкает к публикациям [5–24] и 

расширяет класс игровых задач сближения управляемых объектов, которые име-

ют решение. 

Общая схема метода, разрешающие функции первого типа 

Рассмотрим конфликтно-управляемый процесс, эволюция которого описыва-

ется равенством 

 ,))(),((),(Ω)()(

0

  dvuttgtz

t

 .0t  (1) 

Здесь ,)( nRtz   функция ),(tg  ,: nRRg   измерима по Лебегу [9] и ограничена 

при ,0t  матричная функция ),,(Ω t  ,0t  измерима по ,t  а также сумми-

руема по   для каждого . Rt  Блок управления задается функцией ),,( vu  

,: nRVU   которая считается непрерывной по совокупности переменных на 

прямом произведении непустых компактов U  и ,V  ,m  ,l  n  — натуральные числа. 
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Управления игроков ),(u  ,: URu   и ),(v  ,: VRv   являются измери-

мыми функциями времени.  

Кроме процесса (1) задано терминальное множество ,M  имеющее цилинд-

рический вид 

 ,0 MMM   (2) 

где 0M  — линейное подпространство из ,nR  а M  — компакт из ортогонального 

дополнения L  к подпространству 0M  в .nR  

Цели первого )(u  и второго )(v  игроков противоположны. Первый (назовем 

его преследователем) пытается вывести траекторию процесса (1) на терминальное 

множество (2) за кратчайшее время, а другой (назовем его убегающим) — макси-

мально оттянуть момент попадания траектории на множество 
M  или вообще 

избежать встречи. 

Примем сторону первого игрока и будем считать, что если игра (1), (2) про-

должается на интервале ],,0[ T  то управление первого игрока в момент t  будем 

выбирать на основе информации о )(Tg  и ),(tv  т.е. в виде измеримой функции  

 )),(),(()(  tvTgutu  ],,0[ Tt  ,)( Utu    (3) 

где ]},0[:)({)( tssvvt   — предыстория управления второго игрока к моменту ,t  

или в виде контруправления  

  )),(),(()( tvTgutu   ],,0[ Tt  .)( Utu   (4) 

Если, в частности, ,)( 0zetg At  ,),(Ω )(  tAet  ,)0( 0zz   а Ate  — матрич-

ная экспонента, то говорят, что управление ))(,()( 0  tvzutu  реализует квазистра-

тегию [7], а контруправление [5] ))(,()( 0 tvzutu   является проявлением стробо-

скопической стратегии Хайека [8]. 

Обозначим   оператор ортогонального проектирования из 
nR  в .L  Положив 

 ),( vU },:),({ Uuvu   рассмотрим многозначные отображения  

 ),,(),(Ω),,( vUtvtW   
Vv

vtWtW



 ),,(),( , 

на множествах VΔ  и Δ  соответственно, где Δ= }.0:),{(  tt  Предпо-

ложим, что многозначное отображение ),,( vtW   имеет замкнутые значения на 

множестве .Δ V  

Условие 1 (условие Понтрягина). Многозначное отображение ),( tW  прини-

мает непустые значения на множестве .Δ  

С учетом предположений о матричной функции ),(Ω t  можно сделать вы-

вод, что при любом фиксированном 0t  вектор-функция ),(),(Ω vut   будет 

BL -измеримой по Vtv  ],0[),( и непрерывной по .Uu  Поэтому на осно-

вании теоремы о прямом образе [9] при любом фиксированном 0t  многознач-

ное отображение ),,( vtW   является BL -измеримым по .],0[),( Vtv   

Пусть ),,(  t  ,Δ: L  Δ= },0:),{(  tt  — некоторая почти везде 

ограниченная измеримая по t  и суммируемая по ,  ],,0[ t  для каждого 0t  

функция, которую будем называть функцией сдвига.  
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Обозначим   dttgttgtt

t

0

),()()),(),(,()(  и рассмотрим при 

],,0[ t  ,0t  Vv  многозначное отображение  

 }.)]([)],(),,([:0{),,(  tMtvtWvt A  (5) 

Условие 2. На множестве Δ  справедливо включение 

 )]}.()[,,()],(),,({[0 tMvttvtW

Vv





A   

Условие 2 эквивалентно предположению, что многозначное отображение 

),,( vt A  не пусто на множестве VΔ  и введено для удобства изложения. Если 

выполнено условие 2, то рассмотрим верхнюю и нижнюю скалярные разрешаю-

щие функции [3]: 

)},,,(:{sup),,( vtvt  A  },),,(:{inf),,( vtvt  A  ],,0[ t  .Vv  

Можно показать [12], что многозначное отображение ),,( vt A  замкнуто-

значно, BL -измеримо по совокупности ),,( v  ],,0[ t  ,Vv  а верхняя и 

нижняя разрешающие функции BL -измеримы по совокупности ),,( v  

],,0[ t  Vv  и поэтому суперпозиционно измеримы [12], т.е. ))(,,(  vt  и 

))(,,(  vt  измеримы по ,  ],,0[ t  при любой измеримой функции 

),()(  Vv  где )(V  — совокупность измеримых функций ),(v  ],,0[   со 

значениями из .V  Отметим также, что верхняя разрешающая функция полунепре-

рывна сверху, а нижняя полунепрерывна снизу по переменной v  и функции 

),,(inf
v

vt
V




 и ),,(sup

Vv

vt 


 измеримы по ,  ].,0[ t  

Рассмотрим множество  

 }.1),,(sup,)(:0{)),(),((Ρ

0 Vv

1   


 dvtMttg

t

 (6) 

Если включение в фигурных скобках соотношения (6) не выполняется ни для 

каких ,0t  то положим .)),(),((Ρ1  g  

Теорема 1. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнено 

условие 2, множество M  выпукло, для некоторой функции сдвига ),(  t  множе-

ство )),(),((Ρ1  g  не пусто и )).,(),((ΡΡ 11   g  Тогда игра может быть закончена 

в момент 1Ρ  с использованием управления вида (4). 

Доказательство. Пусть )(v  — произвольный измеримый селектор компакта 

,V  ].Ρ,0[ 1
  Укажем способ выбора управления преследователем. 

Рассмотрим при ,Vv  ],0[ 1
  компактнозначное многозначное отобра-

жение 

   ),Ρ(),(),Ρ(Ω:{),( 111 vuUuvU )]}.Ρ()[,,Ρ( 11
  Mv  

В силу свойств параметров процесса (1) и нижней разрешающей функции 

),,Ρ( 1 v   копактнозначное отображение ),(1 vU   BL -измеримо [12] при 
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,Vv  ].Ρ,0[ 1
  Поэтому по теореме об измеримом выборе селектора [9] много-

значное отображение ),(1 vU   содержит BL -измеримый селектор ),,(1 vu   ко-

торый является суперпозиционно измеримой функцией [12]. 

Положим управление первого игрока )),(,()( 11   vuu  ].Ρ,0[ 1
  Принимая 

во внимание формулу (1), получим  

   )Ρ()Ρ( 11z 


 

1Ρ

0

111 )),Ρ())(),((),Ρ(Ω( dvu . (7) 

Тогда с учетом закона выбора управления первым игроком соотношение (7) дает 

 .})]Ρ())[(,,Ρ()Ρ()Ρ(

1Ρ

0

1111  


 dMvz  

Поскольку по определению момента 1Ρ  0)),Ρ(( 1  Mc  и 

,1),,Ρ(sup

1Ρ

0

1

Vv







dv  то, применив аппарат опорных функций, получим 

.)]Ρ())[(,,Ρ()Ρ(

1Ρ

0

111 MdMv  


  Поэтому Mz  )Ρ( 1  и, следовательно, 

,)Ρ( 1 
 Mz  что и завершает доказательство теоремы. 

Лемма 1. Для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнено условие 1 

если и только если существует такая функции сдвига ),,(  t  что выполнено усло-

вие 2 и ),,(0 vt A  на множестве .Δ V  

Доказательство. Пусть существует функция сдвига ),(  t  такая, что выпол-

нено условие 2 и ),,(0 vt A  на множестве .Δ V  Тогда нулевое значение   

обеспечивает непустоту пересечения в выражении (5) и поэтому  ),,(0 vtW  

),,(  t  ,Δ),( t  .Vv  Отсюда вытекает, что ),,(),(0  ttW  Δ),( t  или 

),,(),(  tWt  ,Δ),( t  т.е. справедливо условие Понтрягина. Рассуждая в обрат-

ном порядке, приходим к нужному выводу. 

Замечание 1. Если для некоторой функции сдвига ),(  t  на множестве Δ  

выполнено условие 1, то в силу леммы 1 0}),,(:inf{),,(  vtvt A  на 

множестве .Δ V   

Условие 3. На множестве Δ  выполнено условие 2 и справедливо включение 

 )]}.()[,,(sup)],(),,({[0 tMvttvtW
VvVv

 


   

Замечание 2. Если для некоторой функции сдвига ),(  t  на множестве   

выполнено условие 1, то по аналогии с леммой 1 выполнено условие 3 и 

.0),,(sup 


vt
Vv

 

Рассмотрим множество  

 












  





1),,(sup,1),,(inf:0)),(),((

00

dvtdvtttgT

t

Vv

t

Vv
. (8) 
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Если при некотором 0t   ),,( vt  для ],,0[ t  ,Vv  то в этом слу-

чае значение соответствующего интеграла в фигурных скобках соотношения (8) 

естественно положить равным   и )),,(),((  tgTt  если для этого t  справед-

ливо другое неравенство в фигурных скобках соотношения (8). В случае, когда 

неравенства соотношения (8) не выполняются при всех ,0t  положим 

.)),(),(( tgT  

Теорема 2. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнено 

условие 3, множество M  выпукло, для некоторой функции сдвига ),(  t  множе-

ство )),(),(( gT  не пусто и )).,(),((  gTT  Тогда игра может быть закончена в 

момент T  с использованием управления вида (3). 

Доказательство. Пусть )(v  — произвольный измеримый селектор компак-

та V, ].,0[ T  Укажем способ выбора управления преследователем.  

Рассмотрим сначала случай MTgT  )),(),(,(  и введем контрольную 

функцию  

 ,),,(sup))(,,(1)(

0

  



T

t Vv

t

dvTdvTth  ].,0[ Tt  

По определению T  имеем 

 0),,(sup1)0(

0

  


dvTh

T

Vv

, 

 .0),,(inf1))(,,(1)(

00

 




 dvTdvTTh

T

Vv

T

 

В силу непрерывности функции )(th  существует такой момент времени ,t  

],,0( Tt   что .0)( * th  Отметим, что момент переключения t  зависит от пре-

дыстории управления второго игрока ]}.,0[:)({)( *tssvvt 


 

Промежутки времени ),,0[ t  ],[ Tt  будем называть «активным» и «пассив-

ным» соответственно. Опишем способ управления первым игроком на каждом из 

них. Для этого рассмотрим компактнозначные отображения: 

  )),(),(),(Ω:{),(1 TvuTUuvU )]},()[,,( TMvT   ),,0[  t  (9) 

 ),(),(),(:{),(1
* TvuTUuvU )]},()[,,(sup TMvT

Vv




 ].,[ Tt  (10) 

Многозначные отображения ),(1 vU   и ),(1 vU  имют непустые образы. 

В силу свойств параметров процесса (1), функций ),,( vT   и ),,(sup vT
Vv




 ко-

пактнозначные отображения ),,(1 vU   ),,0[  t  и ),,(1 vU  , ],[ Tt  при Vv  

BL -измеримы [12]. Поэтому по теореме об измеримом выборе селектора [9]  

в каждом из них существует хотя бы по одному BL -измеримому селектору 

),(1 vu   и ),,(1 vu   которые являеются суперпозиционно измеримыми функ-

циями [12]. Положим управление первого игрока на «активном» промежутке 
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равным )),(,()( 11   vuu  ),,0[  t  а на «пассивном» равным  )(1u  

)),(,(1   vu  ].,[ Tt  

Учитывая формулу (1), при выбранных управлениях получим  

  



t

dTvuTTTz

0

1 )),())(),((),(Ω()()(  

 


 

T

t

dTvuT .)),())(),((),(Ω( 1  (11) 

Соотношения (9)–(11) дают 

 


 
t

dTMvTTTz

0

)]())[(,,()()(  





T

t Vv

dTMvT )]()[,,(sup  

 


 
t

TMdvTT

0

)]([))(,,()(  





T

t Vv

TMdvT )]([),,(sup  

 













 









T

t Vv

t

dvTdvTT ),,(sup))(,,(1)(

0

 

 .),,(sup))(,,(

0

MMdvTdvT

T

t Vv

t















 









 

Здесь учтено равенство ,0)( th  а переход при интегрировании многознач-

ных отображений со множеством M  может быть подтвержден применением ап-

парата опорных функций [10]. 

Для случая MTgT  )),(),(,(  достаточно применить теорему 1. 

Условие 4. На множестве Δ  выполнено условие 2 и справедливо включение 

 )]}.()[,,(inf)],(),,({[0 * tMvttvtW
VvVv




   

Теорема 3. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнены 

условия 3, 4, множество M  выпукло, для некоторой функции сдвига ),(  t  мно-

жество )),(),(( gT  не пусто и )).,(),((  gTT  Тогда игра может быть законче-

на в момент T  с использованием управления вида (4). 

Доказательство. Пусть )(v  — произвольный измеримый селектор компакта 

,V  ].,0[ T  Укажем способ выбора управления преследователем. 

Рассмотрим сначала случай MTgT  ),(),(,(  и введем контрольную функцию  

   


T

t Vv

t

Vv
dvTdvTth ,),,(sup),,(inf1)(

0

*
 ].,0[ Tt  

По определению T  имеем 

 ,0),,(sup1)0(

0

  


dvTh

T

Vv

 .0),,(inf1)(

0

 



dvTTh

T

Vv
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В силу непрерывности функции )(th  существует такой момент времени ,t  

],,0( Tt   что .0)( th  Отметим, что момент переключения t  не зависит от 

предыстории управления второго игрока ]}.,0[:)({)( 


tssvvt  

Промежутки времени ),,0[ t  ],[ Tt  будем называть «активным» и «пассив-

ным» соответственно. Опишем способ управления первым игроком на каждом из 

них. Для этого рассмотрим компактнозначные отображения 

  ),(),(),(:{),(
~
1 TvuTUuvU )]},()[,,(inf TMvT

Vv



 ),,0[  t (12) 

    ),(),(),(Ω:{,
~1

* TvuTUuvU )]},()[,,(sup TMvT
Vv




 ].,[ Tt  (13) 

Многозначные отображения ),(
~
1 vU   и ),(

~1 vU  имеют непустые образы.  

В силу свойств параметров процесса (1), функций ),,(inf vT
Vv




 и ),,(sup vT

Vv




 

копактнозначные отображения ),(
~
1 vU  , ),0[  t , и ),(

~1 vU  , ],[ Tt  при 

Vv  BL -измеримы [12]. Поэтому по теореме об измеримом выборе селектора [9] 

в каждом из них существует хотя бы по одному BL -измеримому селектору 

),(~
1 vu   и ),(~1 vu  , которые являются суперпозиционно измеримыми функциями [12]. 

Положим управление первого игрока на «активном» промежутке равным 

))(,(~)(~
11   vuu , ),0[  t , а на «пассивном» промежутке равным  )(~1u  

))(,(~1   vu , ],[ Tt . 

Принимая во внимание формулу (1), при выбранных управлениях получим  

  )()( TTz 



t

dTvuT

0

1 )),())(),(~(),((  

 


 

T

t

dTvuT )),())(),(~(),(( 1 . (14) 

Соотношения (12)–(14) дают 

  




 






t T

t VvVv
dTMvTdTMvTTTz

0

)]()[,,(sup)]([),,(inf)()(   

  











T

t Vv

t

Vv
TMdvTTMdvtT )]([),,(sup)]([),,(inf)(

0

 

  











T

t Vv

t

Vv
dvTdvtT ]),,(sup),,(inf1)[(

0

 

 MMdvTdvt

T

t Vv

t

Vv





 





]),,(sup),,(inf[

0

. 

Здесь учтено равенство 0)( th , а переход при интегрировании многознач-

ных отображений с множеством M  может быть подтвержден применением аппа-

рата опорных функций [10]. 

Для случая MTTgT  )),(),(,(  достаточно применить теорему 1. 
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Модификация метода, разрешающие функции второго типа 

Рассмотрим многозначное отображение 

 
Vv

vtt



 ),,,(),( AA  .Δ),( t  (15) 

Условие 5. На множестве Δ  справедливо включение 

 )]}.()[,()],(),,({[0 tMttvtW

Vv





A   

Если условие 5 выполнено, то многозначное отображение ),( tA  не пусто на 

множестве   и порождает верхнюю и нижнюю скалярные разрешающие функции: 

 )},,(:{sup),(  tt A  },),(:{inf),(  tt A  ].,0[ t  

Можно показать [12], что многозначное отображение ),( tA  замкнутознач-

ное, L -измеримо по ,  ],,0[ t  а верхняя ),(  t  и нижняя ),(  t  разреша-

ющие функции L -измеримы по переменной ,  при фиксированном .t  

Замечание 3. Если для некоторой функции сдвига ),(  t  на множестве Δ  

выполнено условие 3, то ),,(),,(sup 


tvt
Vv

A  ].,0[ t  Тогда выполнено усло-

вие 5 и справедливо равенство ),,(),,(sup  


tvt
Vv

 ].,0[ t  Если для неко-

торой функции сдвига ),(  t  на множестве Δ  выполнено условие 4, то 

),,(),,(inf * 


tvt
Vv

A  ].,0[ t  Тогда выполнено условие 5 и справедливо равен-

ство ),,(),,(inf ** 


tvt
Vv

 ].,0[ t  

Рассмотрим множество  

 }.1),(,)(:0{)),(),((Ρ

0

2    dtMttg

t

 (16) 

Если включение в фигурных скобках соотношения (16) не выполняется ни 

для каких ,0t  то положим .)),(),((Ρ2  g  

Теорема 4. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнено 

условие 5, множество M  выпукло, для некоторой функции сдвига ),(  t  множе-

ство )),(),((Ρ2  g  не пусто и )).,(),((ΡΡ 22   g  Тогда игра может быть законче-

на в момент 2Ρ  с использованием управления вида (4). 

Доказательство. Пусть )(v  — произвольный измеримый селектор компак-

та ,V  ].Ρ,0[ 2
  Укажем способ выбора управления преследователем. 

Рассмотрим при ,Vv  ],0[ 2
  компактнозначное многозначное отобра-

жение  

   ),Ρ(),(),Ρ(Ω:{),( 222 vuUuvU )]}.Ρ()[,Ρ( 22
  M  

В силу свойств параметров процесса (1) и нижней разрешающей функции 

),Ρ( 2    компактнозначное отображение ),(2 vU   BL -измеримо [12] при 
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,Vv  ].Ρ,0[ 2
  Поэтому по теореме об измеримом выборе селектора [9] много-

значное отображение ),(2 vU   содержит BL -измеримый селектор ),,(2 vu   

который является суперпозиционно измеримой функцией [12].  

Положим управление первого игрока )),(,()( 22   vuu  ].Ρ,0[ 2
  Прини-

мая во внимание формулу (1), получим  

   )Ρ()Ρ( 22z .)),Ρ())(),((),Ρ(Ω(

2Ρ

0

222



  dvu  (17) 

Тогда с учетом закона выбора управления первым игроком соотношение (17) дает 

 .})]Ρ()[,Ρ()Ρ()Ρ(

2Ρ

0

2222  


 dMz  

Поскольку по определению момента 2Ρ  0)),Ρ(( 2  Mc  и 

,1),Ρ(

2Ρ

0

2 


 d  то, применив аппарат опорных функций, получим 

.)]Ρ())[(,,Ρ()Ρ(

2Ρ

0

222 MdMv  


  Поэтому Mz   )Ρ( 2  и, следова-

тельно, 
 Mz )Ρ( 2 . что и завершает доказательство теоремы. 

Замечание 4. Если для некоторой функции сдвига ),(  t  на множестве Δ  

выполнено условие 1, то ),,(0  tA  ].,0[ t  Тогда выполнены условия 3, 5 и 

справедливо равенство 

 ,0),(),,(sup  


tvt
Vv

 ].,0[ t  

Рассмотрим множество  

 












  
 1),(,1),(:0)),(),((Θ

00

dtdtttg

tt

. (18) 

Если при некотором 0t   ),(t  для ],,0[ t  то в этом случае зна-

чение соответствующего интеграла в фигурных скобках соотношения (18) естест-

венно положить равным   и )),,(),((Θ  tgt  если для этого t  справедливо 

другое неравенство в фигурных скобках соотношения (18) . В случае, когда нера-

венства соотношения (18) не выполняются при всех ,0t  положим 

.)),(),((Θ tg  

Теорема 5. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнено 

условие 5, множество M  выпукло, для некоторой функции сдвига ),(  t  множе-

ство )),(),((Θ g  не пусто и )).,(),((ΘΘ  g  Тогда игра может быть закончена 

в момент Θ  с использованием управления вида (4). 

Доказательство. Пусть )(v  –— произвольный измеримый селектор ком-

пакта ,V  ].Θ,0[  Укажем способ выбора управления преследователем. 

Рассмотрим сначала случай Mg  ),(),Θ(,Θ(  и введем контрольную 

функцию  
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 


 

t

t

ddth ,),(),(1)(

0

*  ].Θ,0[t  

По определению Θ  имеем 

 ,0),Θ(1)0(

Θ

0

   dh  .0),Θ(1)Θ(

Θ

0

 
 dh  

В силу непрерывности функции )(th  существует такой момент времени ,t  

],Θ,0(t  что .0)( th  Отметим, что момент переключения t  не зависит от 

предыстории управления второго игрока ]}.,0[:)({)( 


tssvvt  

Промежутки времени ),,0[ t  ]Θ,[ t  будем называть активным и пассивным 

соответственно. Опишем способ управления первым игроком на каждом из них. 

Для этого рассмотрим компактнозначные отображения: 

  ),Θ(),(),Θ(Ω:{),(
~

2 vuUuvU )]},Θ()[,Θ(  M  ),,0[  t  (19) 

  ),Θ(),(),Θ(Ω:{),(
~2

* vuUuvU )]},Θ()[,Θ(  M  ].Θ,[  t  (20) 

Многозначные отображения ),(
~

2 vU   и ),(
~2 vU  имеют непустые образы. 

В силу свойств параметров процесса (1), функций ),Θ(   и ),Θ(   копактно-

значные отображения ),,(
~

2 vU   ),,0[  t  и ),,(
~2 vU   ]Θ,[  t , при Vv  

BL -измеримы [12]. Поэтому по теореме об измеримом выборе селектора [9]  

в каждом из них существует хотя бы по одному BL -измеримому селектору 

),(~
2 vu   и ),,(~2 vu   которые являются суперпозиционно измеримыми функ-

циями [12]. Положим управление первого игрока на «активном» промежутке 

равным )),(,(~)(~
22   vuu  ),,0[  t  а на «пассивном» — равным 

)),(,(~)(~ 22   vuu  ].Θ,[  t  

Принимая во внимание формулу (1), при выбранных управлениях получим  

  



t

dTvuTz

0

2 )),())(),(~(),(()()(  

 


 

T

t

dTvuT .)),())(),(~(),(( 2  (21) 

Соотношения (19)–(21) дают 
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
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Здесь учтено равенство ,0)( th  а переход при интегрировании многознач-

ных отображений со множеством M  может быть подтвержден применением ап-

парата опорных функций [10]. 
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Для случая Mg  )),(),Θ(,Θ(  достаточно применить теорему 4. 

Сравнение гарантированных времен 

Лемма 2. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) и для неко-

торой функции сдвига ),(  t  выполнено условие 5, причем .)),(),(,( Mttgt   

Тогда имеют место неравенства 

 ),,(),,(sup  


tvt
Vv

 ,Δ),( t  (22) 

 ),,(),,(inf ** 


tvt
Vv

 .Δ),( t  (23) 

Если к тому же выполнено условие 3, то неравенство (22) превращается в равен-

ство. Если же справедливо условие 4, то в равенство обращается неравенство (23). 

При этом, если многозначное отображение ),,( vt A  принимает выпуклые значе-

ния на множестве ,Δ V  то справедливы условия 3 и 4 и в соотношениях (22), 

(23) имеет место равенство. 

Теорема 6. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) и для неко-

торой функции сдвига ),(   выполнено условие 5. Тогда имеют место включения 

 )).,(),((Ρ)),(),((Ρ)),(),((Θ)),(),(( 1
*

2
*  ggggT  

При этом, если к тому же выполнены условия 3 и 4, или если многозначное 

отображение ),,( vt A  принимает выпуклые значения на множестве ,Δ V  то 

справедливы равенства 

 )),,(),((Θ)),(),((  ggT  )).,(),((Ρ)),(),((Ρ 1
*

2
*  gg  

Причем, если выполнено условие 1, то в качестве ),(   можно взять некото-

рый селектор Понтрягина [3]. 

Доказательство леммы 2 и теоремы 6 непосредственно следует из конструк-

ций соответствующих определений, замечаний и теорем. 

Теорема 7. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1), (2) выполнено 

условие 2, множество M  выпукло, для некоторой функции сдвига ),(  t  множе-

ство )),(),(( gT  не пусто, )),(),((  gTT  и многозначное отображение 

),,( vt A  принимает выпуклые значения для всех ),,( v  ],,0[ T  .Vv  Тогда 

игра может быть закончена в момент T  с использованием управления вида (4). 

Доказательство автоматически вытекает из леммы 2 и теорем 5 и 6. 

Пример 

Рассмотрим простое движение: 

 ,vuz   ,nRz  ,)0( 0zz   ,Sv  ,0aSu  ,1a  ,SMM 
 .00 M  

Здесь S  — единичный шар с центром в нуле, 0S  — его граница. Условие 

Понтрягина не имеет места, поскольку 

SaS0

, 
  — геометрическая раз-

ность Минковского [1]. 

Выберем функцию сдвига .0),(  t  Поскольку ,),(Ω Et   E  — единичная 

матрица, и ,E  то .)( 0zt   Тогда многозначное отображение ),,( vt A  не за-

висит от ,t    и имеет вид  
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 }.][][:0{),(),,( 0
0

0  zSvaSzvvt AA  

Оно обладает непустыми образами и поэтому справедливо включение 

 ]}.[),(]{[0 00
0 zSzvvaS

Sv





 A  

Таким образом, выполнено условие 2. 

Верхняя разрешающая функция определяется из соотношения 

   }][][:0sup{),(),,( 0
0

0 zSvaSzvvt   

 ]}.[:0sup{}][][:0sup{ 00  azvSavz  

Тем самым она является большим положительным корнем квадратного урав-

нения 

 .0)(]),[(2)(
22

0
222

0  vaazvz  

Таким образом, справедлива формула 
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При этом имеем 
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
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Нижняя разрешающая функция определяется из соотношения 

  }][][:0{inf),(),,( 0
0

0**
zSvaSzvvt   

 }.][:0sup{}][][:0sup{ 00  azvvaSzS  

Поэтому она является большим положительным корнем квадратного уравнения 

 .0)(]),[(2)(
22

0
222

0  vaazvz  

Следовательно, получим 
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При этом имеем  
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Проверим справедливость условия 3. В силу построения верхней и нижней раз-

решающих функций должно выполняться условие ),,(max),(min 0*0 zvzv
SvSv







 ко-

торое приводит к неравенству  

 ][
1

]1[ 0
0





 z

z

a
a . (24) 

Имеют место соотношения 
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Тогда в силу неравенства (24) выполнено условие 3. 

Проверим справедливость условия 4. Имеют место соотношения 
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Поэтому справедливо условие 4. 

В данном примере имеем  
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При этом, если параметры игры удовлетворяют условию 
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то справедливо неравенство 
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Следовательно, для примера выполняются все условия теорем 2 и 3. В силу лем-

мы 2 и замечания 3 для примера справедливы условия теоремы 5. 

Заключение 

В настоящей работе рассматривается проблема сближения управляемых объ-

ектов в игровых задачах динамики. Сформулированы достаточные условия окон-

чания игры за конечное гарантированное время в случае, когда условие Понтря-

гина не выполняется. Введены верхние и нижние разрешающие функции специа-

льного типа и на их основе предложены две схемы метода разрешающих 

функций, обеспечивающих завершение конфликтно-управляемого процесса в 

классе квазистратегий и контруправлений. Приведено сравнение гарантирован-

ных времен окончания игры для разных схем сближения управляемых объектов. 

Приведен иллюстративный пример. 

 

Й.С. Раппопорт 

ПРО ГАРАНТОВАНИЙ РЕЗУЛЬТАТ В ІГРОВИХ 

ЗАДАЧАХ ЗБЛИЖЕННЯ КЕРОВАНИХ ОБ’ЄКТІВ 

Розглянуто проблему гарантованого результату в ігрових задачах зближення 

керованих об’єктів. Запропоновано метод вирішення таких задач, пов’язаний з 
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побудовою деяких скалярних функцій, що якісно характеризують хід зближен-

ня керованих об’єктів та ефективність прийнятих рішень. Такі функції назива-

ються розв’язувальними функціями. Привабливість методу розв’язувальних 

функцій полягає в тому, що він дозволяє ефективно використовувати сучасну 

техніку багатозначних відображень і їх селектор в обґрунтуваннях ігрових 

конструкцій і отриманні на їх основі змістовних результатів. У будь-яких фор-

мах методу розв’язувальних функцій головним є накопичувальний принцип, 

який використовується в поточному підсумовуванні розв’язувальної функції 

для оцінки якості гри першого гравця аж до досягнення деякого порогового 

значення. На відміну від основної схеми згаданого методу розглядається випа-

док, коли класична умова Понтрягіна не має місця. У цій ситуації замість се-

лектора Понтрягіна, якого не існує, розглядається деяка функція зсуву, а з її 

допомогою вводяться спеціальні багатозначні відображення. Вони породжують 

верхні і нижні розв’язувальні функції двох типів, за допомогою яких форму-

люються достатні умови завершення гри за деякий гарантований час. Дається 

порівняння гарантованих часів для різних схем зближення керованих об’єктів. 

Наведено приклад зближення керованих об’єктів з простим рухом з метою 

отримати в явному вигляді верхні і нижні розв’язувальні функції, що доз-

воляють зробити висновок про можливість закінчення гри в разі, коли не має 

місця умова Понтрягіна. 

Ключові слова: квазілінійна диференціальна гра, багатозначне відображення, 

вимірний селектор, стробоскопічна стратегія, розв’язувальна функція. 

I.S. Rappoport 

ON GUARANTEED RESULT IN GAME PROBLEMS  

OF CONTROLLED OBJECTS APPROACH 

The problem of a guaranteed result in game problems of approach of controlled ob-

jects is considered. A method is proposed for solving such problems associated with 

the construction of some scalar functions that qualitatively characterize the course of 

approach of controlled objects and the effectiveness of decisions made. Such func-

tions are called resolving functions. The attractiveness of the method of resolving 

functions is that it allows you to use effectively the modern technique of multi-valued 

mappings and their selectors in the justification of game constructions and obtaining 

meaningful results on their basis. In all forms of the method of resolving functions 

the main principle is the accumulative principle, which is used in the current summa-

tion of the resolving function to assess the quality of the game of the first player up to 

a certain threshold value. In contrast to the main scheme of the mentioned method, 

the case is considered when the classical Pontryagin condition does not hold. In this 

situation, instead of the Pontryagin selector, which does not exist, a certain shift func-

tion is considered, and with its help special multi-valued mappings are introduced. 

They generate upper and lower resolving functions of two types, with the help of 

which the sufficient conditions for completing a game in a certain guaranteed time 

are formulated. The comparison of guaranteed times for different schemes of ap-

proach of controlled objects is given. An illustrative example of the approach of 

controlled objects approach with simple movement is given in order to obtain 

explicitly the upper and lower resolving functions, which make it possible to 

conclude that the game can be terminated in a case when the Pontryagin condi-

tion does not hold. 

Keywords: quasilinear differential game, multi-valued mapping, measurable selec-

tor, stroboscopic strategy, resolving function. 
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