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Введение 

Известно [1], что классическая математическая модель динамики процес-

сов переноса, базирующаяся на линейном уравнении теплопроводности пара-

болического типа, предполагает весьма жесткие ограничения на процессы 

(бесконечная скорость распространения возмущений и линейная зависимость 

потока от градиента поля и энергии от температуры), что не позволяет в рам-

ках данной модели получить достаточно корректное описание динамики про-

цессов переноса и приводит к ряду известных парадоксов [2]. В связи с этим 

в работах [3, 4] предложено обобщение классического уравнения Фурье, за-

писанного в виде 

 ,, 1122211 LLLuLuLLu    (1) 

где ,1  2  — действительные параметры, ,Δ2
1 uæ

t
uL 













  Δ  — оператор 

Лапласа по геометрическим переменным, 0æ  — физическая константа. 

Как отмечается в [4], данное уравнение инвариантно относительно группы 

Галилея, поэтому может быть использовано для описания процессов диффузион-

ного типа, не зависящих от того, в каких инерциальных системах они наблюдают-

ся. Согласно [4] уравнение (1) называется бипараболическим; при ,11   02   

оно совпадает с классическим уравнением Фурье. 

Бипараболическое уравнение неоднократно использовалось при моделирова-

нии различных эволюционных процессов в естествознании, в частности, для опи-

сания особенностей динамики деформируемых водонасыщенных геопористых 

сред [5, 6]. 

В настоящее время все больший интерес вызывает теория аномальных 

процессов переноса, в частности теория процессов переноса во фрактальных 

средах. Соответствующий математический аппарат для моделирования осо-

бенностей динамики процессов переноса в таких средах основан на теории ин-
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тегро-дифференцирования дробного порядка и в настоящее время интенсивно 

развивается [7–11]. В работе [12] предложен дробно-дифференциальный ана-

лог бипараболического эволюционного уравнения (1) на основе дробных про-

изводных Капуто–Герасимова, предназначенный для моделирования динамики 

нелокальных во времени процессов переноса. В рамках данного подхода по-

строена неклассическая математическая модель для описания дробно-диффе-

ренциальной динамики фильтрационных процессов в трещиновато-пористых 

пластах. 

Решения некоторых нелокальных краевых задач для дробно-дифференциаль-

ного аналога бипараболического эволюционного уравнения приведены в [13]. 

В данной работе предложен новый аналог бипараболического эволюционно-

го уравнения (1) на основе дробно-подобных производных [14, 15], для которого 

получено решение краевой задачи на конечном промежутке, рассмотрена задача с 

нелокальными граничными условиями, приведена постановка и получено регуля-

ризированное решение обратной ретроспективной задачи. 

Об аналоге бипараболического эволюционного уравнения  

в терминах дробно-подобных производных 

Пусть ]1,0(  и задана непрерывная функция R.),0(:)( tu  Дробно-

подобная производная (ДПП [14], или conformable fractional derivative [15]) по-

рядка   от функции )(tu  определяется следующим образом [15]: 

 ,
)()(
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   (2) 

Если ДПП функции )(tu  порядка   существует и конечна на ),,0(   то го-

ворят, что )(tu  является -дифференцируемой на ),0(   [14]. Если )(tu  диффе-

ренцируема на ),,0(   то ),()( 1 tuttuDt    где [15]. ]/))()([(lim)(
0




tututu  

При этом, как показано в [14], физическим смыслом ДПП является -мгно-

венная скорость изменения вектора состояния системы. 

Пусть 

 Δ21 æDL t     (3) 

— аналог классического оператора теплопроводности, содержащий ДПП 
tD  по 

переменной t  порядка , Δ  — оператор Лапласа. Запишем определяющие соот-

ношения для энергии и потока в виде 

 ,)( 100 uLcuucee vr


   (4) 

 ),( 1
2 uLæcuq vr




 (5) 

где ),( txuu   — температура, vc  — теплоемкость,   — коэффициент теплопро-

водности, ,/2
vcæ   r  — вещественный параметр (параметр релаксации),   — 

оператор Гамильтона. 

С учетом соотношений (4), (5) из обобщенного уравнения сохранения энер-

гии 0div  qeDt


 получаем уравнение 

 .,0 11221
  LLLuLuLuL r  (6) 
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Отсюда, как частный случай, при 1  получаем стандартное бипара-

болическое эволюционное уравнение вида (1). Уравнение (6) — это обобще-

ние бипараболического эволюционного уравнения (1) на основе понятия 

ДПП. Предполагается, что данное уравнение может быть эффективно ис-

пользовано в целях математического моделирования тепловых и диффузион-

ных процессов в условиях существенного влияния на их динамику аномаль-

ных эффектов. 

Краевая задача на конечном промежутке 

Принимая во внимание соотношения (3), (5), рассмотрим в области  

),0()1,0(   задачу 
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 ,0),1(),1(,0),0(),0(  tutututu xxxxxx   (8) 

 ).()0,(),()0,( xxuDxxu t     (9) 

Вводя в рассмотрение конечное синус-преобразование Фурье по перемен-

ной x  вида 

  

1

0

)(sin),()(ˆ xdxtxutu nn  ,,2,1,
2

)12(











 n

n
n   (10) 

поставим в соответствие рассматриваемой краевой задаче последовательность за-

дач Коши 

 ,0)(ˆ)1()(ˆ)21()(ˆ 222   tuæætuDætuDD nnrnntnrnttr  (11) 

 nntnn uDu   ˆ)0(ˆ,ˆ)0(ˆ  ),,2,1( n  (12) 

где )(ˆ tun  определяется соотношениями (10) и обозначено 
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,)(sin)(ˆ xdxx nn   
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)(sin)(ˆ xdxx nn  ).,2,1( n   (13) 

Непосредственной подстановкой в (11), (12) легко убедиться, что решения 

данных задач записываются в виде 
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где nrn æ  2  ),,2,1( n  а ,ˆ n  n̂  ),2,1( n  даются соотношения-

ми (13). 

Возвращаясь в область оригиналов преобразования Фурье, получаем из (14) 

решение задачи (7)–(9) в виде  

 ),( txu  
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В частности, из соотношения (15) при 1  получаем решение соответст-

вующей краевой задачи на конечном промежутке для стандартной бипараболиче-

ской модели тепломассопереноса, приведенное в [5] 

 ).(sin)ˆˆ(]ˆˆ)1[(2),(
1

)1(

xeetxu n
n

t

nrnn

t

nrnn
r

n

r

n











 














 

Результаты численной реализации полученного решения (15) для начальных 

условий )10(,0)(,)1(4)(   xxexxx x  приведены на рис. 1, 2. На рис. 1 

изображены графики решения ),( txu рассматриваемой задачи при фиксирован-

ном значении параметра 8,0  в зависимости от времени t  (1 — ;0t  2 — 

;1,0t  3 — ;5,0t  4 — ).0,1t  Как видно, здесь имеет место монотонное убы-

вание функции поля ),( txu  с течением времени для всех точек рассматриваемого 

отрезка ].1,0(  На рис. 2 приведены графики ),( txu  для фиксированного значения 

1t  и различных значений порядка   (1 — ;9,0  2 — ;8,0  3 — ).7,0  

В данном случае наблюдается монотонное убывание функции ]1,0(),1,( xxu  

также в связи с уменьшением показателя порядка производной  . 
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Рис. 1 
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Рис. 2 

Задача с нелокальными граничными условиями 

Рассмотрим в прямоугольнике ),0()1,0( T  краевую задачу: найти функцию 

),( txu , удовлетворяющую дробно-подобному аналогу бипараболического эволю-

ционного уравнения вида (7), несамосопряженным граничным условиям  

 ],,0[,0),0(),,1(),0(,0),0(),,1(),0( Tttutututututu xxxxxxxx   (16) 
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и начальным условиям 

 ],1,0[,0)0,(),()0,(  xxuDxxu t
  (17) 

где )(x  — заданная функция. 

Под решением задачи (7), (16), (17) понимаем функцию ),Ω(),(
)2,4(

, TtxCtxu   

удовлетворяющую уравнению (7) и условиям (16), (17), где 

)},Ω(,,,,,,,,:),({)Ω(
)2,4(

, TttxxtxttxxxxxxxxxxTtx CuDDuDuDuDuuuuutxuC    

 }.0,10:),{(Ω TtxtxT   

Решение рассматриваемой задачи ищем в виде разложения по специально 

выбранному базису из системы функций [16]  

 ...).,2,1(2),(sin)(),(cos)(,1)( 2120   kkxxxXxxXxX kkkkk  (18) 

Вместе с последовательностью 

 ...),2,1()(sin4)(),(cos)1(4)(),1(2)( 2120   kxxYxxxYxxY kkkk  (19) 

эти системы функций образуют биортогональную на интервале )1,0(  систему функ-

ций, и любую функцию из )1,0(2L  можно разложить в биортогональный ряд [16, 17]. 

В частности, функция ),( txu с учетом (18), (19) разлагается в ряд вида  
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...),2,1( k , ),(   — скалярное произведение в ).1,0(2L  

Разлагая функцию начальных условий задачи )(x  в биортогональный ряд 
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где ...),,1,0())(),((  kxYx kk  и применяя формальную схему метода разделе-

ния переменных, получаем из (7), (16), (17) для определения искомых коэффици-

ентов )(tuk  ...),2,1,0( k  такие последовательности задач Коши: 
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Легко видеть, что решения задач (21), (22) записываются в виде 
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Решения задач (23) выражаются через специальные функции и могут быть 

представлены в виде 
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где )0(Re),(

0

1  


x
t dttex  — неполная гамма-функция [18, 19], )),,(11 zbaF  — 

вырожденная гипергеометрическая функция [19]. 

Таким образом, решение рассматриваемой краевой задачи дается соотноше-

ниями (20), (24), (25). Следует отметить, что, в частности, при 1  (случай 

стандартного бипараболического уравнения [4]) полученные соотношения при-

нимают весьма простой и удобный для анализа вид [13]. 

Обратная ретроспективная задача  

для аналога бипараболического эволюционного  

уравнения в терминах ДПП 

Рассмотрим задачу восстановления начальной функции поля )0,(xu  по за-

данному ее конечному значению ),( Txu  при условиях  

 ,0),()( 21   txuLL r  ),,0(Ω),( Ttx   (26) 
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   ),1,0(Ω   ,10   )(xg  — заданная функ-

ция, ).Ω()( 2Lxg   

Применяя к (26)–(28) конечное интегральное преобразование Фурье по гео-

метрической переменной x  вида 

   

1

0

,)(),()( xdxtxutu nn  ),()sin(2)( Nnnxx nnn  ,  (29) 

получаем задачу Коши 
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Решение задачи (30), (31) записывается в виде 
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где введены следующие обозначения: 
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Возвращаясь в соотношениях (32) к оригиналам преобразования Фурье по 

геометрической переменной, получаем решение задачи (26)–(28) в виде 
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где ,ng  )(tn  определяются соотношениями (33), а ,n  )(xn  — соотношениями (29). 

Из соотношений (32) непосредственно следует, что при условии  

0lim 
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n

 имеет место соотношение 


)0(lim n
n

u , т.е. задача отыскания 

)0,(xu  некорректна в смысле Адамара [20]. Ниже построим регуляризованное 

решение обратной ретроспективной задачи, базируясь на методах регуляризации 

А.Н. Тихонова [20, 21]. 

Применяя модифицированную версию метода квазиграничных значений [22], 

рассмотрим регуляризованную задачу вида 
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где 0  — параметр регуляризации. 

Аналогично изложенному выше для решения ),( txu  задачи (35)–(37) полу-

чаем соотношение 

 ,)(

)(

)(
),(

1 2

2












 










n
n

T
æ

nn

t
æ

nn x

eT

etg
txu

n

n

  (38) 

где )(tn  определяется согласно (33). 

Пусть ),( txu  и ),( tx  — два решения регуляризованной задачи, соответ-

ствующие конечным значениям )(xg  и ).(xh  Тогда имеем 
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С учетом последнего неравенства соотношение (39) перепишем в виде 
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Регуляризованная задача (35)–(37) корректно поставлена в смысле Ада-

мара. Далее найдем оценку отклонения решения регуляризованной задачи от 

соответствующего решения исходной задачи. Введем в рассмотрение про-

странство )Ω(2L  со скалярным произведением ),(   и пространство Соболева 

)Ω(lH  [18, 21]. С учетом соотношений (34) и (38) имеем  
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Так как 
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из соотношения (41) находим 
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В предположении Exu
H


)Ω(2)0,(  )0const( E  получаем из (42) иско-

мую оценку в виде 
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На основании найденных оценок нетрудно получить соответствующие 

оценки в случае неточных исходных данных задачи. Действительно, пусть 

),( txU  — решение регуляризованной задачи, соответствующее зашумлен-

ным данным )(xg , и ),( txu  — соответствующее решение в случае точных 

данных ).(xg  Предположим, что , gg  где   — уровень шума. Тогда, 

исходя из неравенства треугольника 

 ,),(),(),(),(),(),( tutututUtutU    

с учетом соотношений (40), (43) получаем 
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Если, например, положить значение параметра регуляризации равным 

,
E


  то оценка (44) примет вид 
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Результаты численных экспериментов 

Остановимся на некоторых результатах численной реализации регуляризо-

ванного решения обратной задачи в рамках аналога бипараболического эволюци-

онного уравнения на основе дробно-подобных производных. 

Вычисления производились для начальной функции распределения поля вида 

 ).10()1(5)(:)0,(   xexxxfxu x  

Конечное распределение поля ),(),( xgTxu   определенное суммой ряда 
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где 


1

0

,)(sin)1(25),( dxxnexxf x
n   находилось (при значениях входных па-

раметров ;0,1T  ;8,0  ;1,0r  )3,02 æ  из решения прямой задачи. 

Полагая, что искажение входных данных вызывается аддитивными возмущениями 

 ),1))(size(rand2(  gggg  

имеем для вычисления уровня шума соотношение g  [22, 23]. Априори ограни-

чение: .9E  Параметр регуляризации, определяемый соотношением 
E

g
 , 

имеет для ;2,0  ;1,0  ;05,0  01,0  соответственно значения ;1027,7 3  

;1063,3 3  ;1082,1 3  .1064,3 4  Соответствующее этим значениям параметра   

регуляризованное решение вычисляется согласно соотношению 

 .)(

)(

)0,(
1 2








 






n
n

T
æ

nn

n x

eT

g
xu

n

 

На рис. 3 изображены расчетные кривые: )0,(xu  (кривая 1), ),( Txu  (кривая 6) и 

кривые регуляризованного решения )0,(xu  для различных значений параметра ре-

гуляризации   (2 — ;1064,3 4  3 — ;1082,1 3  4 — ;1063,3 3  5 — 

).1027,7 3  
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Рис. 3 

Как видно из приведенного графического материала, регуляризованное ре-

шение обратной ретроспективной задачи для нового аналога бипараболического 

эволюционного уравнения в терминах дробно-подобных производных достаточно 

эффективно восстанавливает начальную функцию поля )0,(xu  и обладает свой-

ством устойчивости. 

Заключение 

На основе введенного в [15] понятия дробно-подобной производной в на-

стоящей работе предложено новое обобщение известного [4] бипараболического 

эволюционного уравнения и получено решение ряда краевых задач. В частности, 

найдено решение краевой задачи на конечном промежутке для аналога бипарабо-

лического эволюционного уравнения в терминах дробно-подобных производных, 

поставлена и решена задача с нелокальными граничными условиями, рассмотрена 

обратная ретроспективная задача восстановления начальной функции поля по за-

данному ее конечному значению. Получены некоторые оценки сходимости регу-

ляризованного решения и приведены результаты численных экспериментов. 

 

В.О. Богаєнко, В.М. Булавацький 

ПРО НОВИЙ АНАЛОГ БІПАРАБОЛІЧНОГО 

ЕВОЛЮЦІЙНОГО РІВНЯННЯ НА ОСНОВІ 

ДРОБОВО-ПОДІБНИХ ПОХІДНИХ 

У зв’язку з тим, що класична математична модель тепломасоперенесення 

Фур’є не дозволяє у ряді випадків отримати достатньо коректний опис ди-

наміки процесу і призводить до відомих парадоксів, у роботах В.І. Фущича 

та його учнів запропоновано модель на основі біпараболічного еволюцій-

ного рівняння, яке неодноразово використовувалося при моделюванні різ-

них теплових і дифузійних процесів у природознавстві, зокрема, при моде-

люванні динаміки деформівних водонасичених геопористих середовищ. 

В даний час все більший інтерес викликає створена із залученням ідей інте-

гро-диференціювання дробового порядку теорія аномальних процесів пере-

несення, що інтенсивно розвивається. Так, наприклад, у роботі  Bulavatsky 

V.M. Fractional differential analog of biparabolic evolution equation and some 

its applications (Cybernetics and Systems Analysis. 2016. 52, N 5. P. 737–747) 

запропонований дробово-диференціальний аналог біпараболічного еволю-

ційного рівняння (на основі дробових похідних Капуто–Герасимова) приз-

начено для моделювання динаміки нелокальних у часі процесів перенесен-

ня і у рамках даного підходу побудовано некласичну математичну модель 

для опису аномальної динаміки фільтраційних процесів у тріщинувато-

пористих пластах. Запропоновано новий аналог біпараболічного еволюцій-
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ного рівняння на основі дробово-подібних похідних і отримано розв’язок 

ряду крайових задач. Зокрема, знайдено розв’язок крайової задачі на скін-

ченному проміжку для аналога біпараболічного еволюційного рівняння в 

термінах дробово-подібних похідних, поставлено і розв’язано задачу з не-

локальними граничними умовами, розглянуто обернену ретроспективну за-

дачу відновлення початкової функції поля за заданим її кінцевим значен-

ням. Отримано деякі оцінки збіжності регуляризованого розв’язання обер-

неної ретроспективної задачі та наведено результати чисельних експери-

ментів. 

Ключові слова: біпараболічне еволюційне рівняння, дробово-диференціа-

льний аналог, дробово-подібна похідна, біпараболічне рівняння в дробово-

подібних похідних, крайова задача, задача з нелокальними граничними 

умовами, обернена ретроспективна задача, регуляризований розв’язок, оці-

нка збіжності. 

V.A. Bohaienko, V.M. Bulavatsky 

ON A NEW ANALOG OF THE BIPARABOLIC 

EVOLUTION EQUATION WITH CONFORMABLE 

FRACTIONAL DERIVATIVES 

Due to the fact that the classical Fourier mathematical model of heat and mass 

transfer does not allow, in some cases, obtaining a correct enough description of 

the dynamics of the process and leads to a number of known paradoxes, 

V.I. Fushchych and his students proposed in their works a model based on the 

biparabolic evolution equation, which was further repeatedly used to model var-

ious thermal and diffusion processes in natural science, in particular, when mod-

eling the dynamics of deformable water-saturated geoporous media. Nowadays, 

an intensively developing theory of anomalous transfer processes, created with 

the use of ideas of fractional order integro-differentiation, is of increasing inter-

est. So, for example, the work Bulavatsky V.M. Fractional differential analog of 

biparabolic evolution equation and some its applications (Cybernetics and Sys-

tems Analysis. 2016. 52, N 5. P. 737–747) proposes a fractional differential ana-

logue of the biparabolic evolution equation (based on the Caputo-Gerasimov 

fractional derivatives) designed to simulate the dynamics of nonlocal in time 

transfer processes, and within this approach, constructs a nonclassical mathemat-

ical model to describe anomalous dynamics of filtration processes in fractured 

porous formations. In this paper, a new analog of the biparabolic evolution equa-

tion based on conformable fractional derivatives is proposed and a number of 

boundary value problems are solved. In particular, a solution is found to a 

boundary value problem on a finite interval for the analog of the biparabolic 

evolution equation with conformable fractional derivatives; a problem with non-

local boundary conditions is posed and solved; an inverse retrospective problem 

of the restoration of the initial field function from its given final value is consid-

ered. Some estimates of the convergence rate of the regularized solution of the 

inverse retrospective problem are obtained and the results of numerical exper i-

ments are presented. 

Keywords: biparabolic evolution equation, fractional differential analog, con-

formable fractional derivative, biparabolic equation with conformable fractional 

derivatives, boundary value problem, problem with nonlocal boundary condi-

tions, inverse retrospective problem, regularized solution, convergence rate es-

timate. 
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