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Введение 

Существует множество методов и, соответственно, моделей анализа воору-
женных конфликтов [1–8]. Одной из первых попыток прогнозирования динамики 
вооружений и, как следствие, возникновения вооруженных конфликтов стало соз-
дание Льюисом Ф. Ричардсоном математической модели, c помощью которой ус-
пешно выполнялась предсказательная функция, если между какими-то противо-
борствующими странами возникала или существовала гонка вооружений [1, 2]. 
Проанализировав с использованием этой модели характер гонки вооружений, 
можно было сделать довольно точный прогноз дальнейшего развития ситуации. И 
модель работала достаточно эффективно, в первую очередь, в случаях кратко-
срочных прогнозов. С интересной и достаточно полной ее историей и интерпре-
тацией можно ознакомиться в работе [8]. Справедливость модели в долгосрочных 
временных рамках рассмотрена в [9] на примере конфликта 1972–2010 гг. между 
Индией и Пакистаном; интересные результаты получены в [10] при исследовании 
современного «гибридного» конфликта на востоке Украины с Российской феде-
рацией. Но, конечно, следует отметить, что все же для общего случая она так и не 
в состоянии была охватить весь сложный комплекс причин гонки вооружений [11]. 
Так, в частности, оригинальные модели Ричардсона были видоизменены и откор-
ректированы при рассмотрении времен «Cold War» — взаимоотношений между 
военными блоками США и СССР [12], гонки ядерных вооружений [13] и др.  

С одной стороны, предложенная Ричардсоном модель достаточно проста, так 
как записывается в виде системы двух линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами. С другой стороны, она доста-
точно универсальна, поскольку успешно применяется в совершенно иных, отлич-
ных от военных, областях, например экономике и социологии [14–17]. Актуаль-
ность рассмотрения этой математической модели подтверждается рядом 
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современных научных работ в этом направлении, развитием разнообразных под-
ходов, как с позиций теории дифференциальных уравнений, так и теории игровых 
задач [18], современных генетических алгоритмов [19], математической теории 
управления [20, 21] и т.п. Однако авторам не известны какие-либо результаты, 
связанные с временным запаздыванием на ответную реакцию в подобных мо-
делях, чем и вызвано написание данной статьи. 

Уравнения Ричардсона гонки вооружений 

Приведем основные сведения, используемые при моделировании динамики 
роста вооружения с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений [1, 7, 
8, 16]. Одной из отличительных особенностей в области анализа и прогнозирова-
ния динамики вооружений является учет экономических и военно-политических 
аспектов. Модели стратегии вооружений ориентируются на описание военно-поли-
тических отношений между странами. Экономические факторы играют роль 
лимитирующих компонент. 

Предпосылка 1. Каждая из двух сторон (блоков сторон) наращивает воору-
жение пропорционально объему вооружений соперника. Если )(1 tx , )(2 tx  ⎯ 
уровни вооруженности двух сторон, то динамика наращивания вооруженности 
может быть описана системой уравнений 
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Коэффициенты 0>k , 0>l  интерпретируются как параметры реакции каж-
дой из сторон на вооруженность другой. Характеристическое уравнение системы 
дифференциальных уравнений имеет вид 
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Собственные числа системы ⎯ kl±=λ 2,1 . И решение задачи Коши 
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Положением равновесия системы дифференциальных уравнений является 
седло. Если начальные условия не лежат на устойчивых сепаратрисах, то частные 
решения растут по экспоненциальному закону. Таким образом, вооруженность 
сторон может наращиваться до бесконечности. 

Предпосылка 2. Сдерживающим фактором является действие экономиче-
ского фактора, которое вызывает уменьшение темпов вооружения на величину, 
пропорциональную существующему вооружению. Соответствующая модель ди-
намики вооружений имеет вид 
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Коэффициенты 0>a , 0>b  называют коэффициентами «усталости» [1].  
В этом случае характеристическое уравнение системы дифференциальных урав-
нений имеет вид 
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Собственными числами системы будут 2/]4)()([ 2
2,1 lkbaba +−±+−=λ . 

Корни характеристического уравнения действительные. Положением равновесия 
является либо узел, либо прямая особых точек, либо седло. Если выполняется не-
равенство lkab > , то положением равновесия будет устойчивый узел, если 

lkab =  ⎯ прямая особых точек, если lkab <  ⎯ седло. 
Таким образом, если коэффициенты «усталости» больше, чем «претензии на 

вооружение», то вооруженность стремится к нулю.  
Предпосылка 3. Наконец, если стороны постоянно наращивают вооружение, 

независимо от состояния конфликта и материальной базы, то система дифферен-
циальных уравнений расширяется до линейной неоднородной системы 
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Здесь постоянные 0>g , 0>h  определяются экономическими возможностями 
вооружения каждой из сторон. В этом случае при выполнении условия lkab >  
устойчивым является уже не нулевое положение равновесия, а стационарное, ко-
торое определяется, как решение системы уравнений 

 0)()( 12 =+− gtaxtkx , 0)()( 21 =+− htbxtlx . 
Оно имеет вид 
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Как и в предыдущем случае, получаем либо узел, либо прямую особых точек, 
либо седло. В этой ситуации обе стороны стараются поддерживать такой уровень 
вооруженности, какой им позволяет экономика. 

Фактор временного запаздывания в моделях гонки вооружений 

Если учитывать время принятия решений при разработке и внедрении видов 
вооружений, а также технические задержки при их реализации, то более адекват-
ной является система обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздыва-
нием. К сожалению, если решение линейной стационарной системы без запаздывания 
(1) в аналитическом виде можно получить с использованием обычной экспонен-
ты, то для систем даже с одним постоянным запаздыванием нахождение общего 
решения усложняется. Модель Ричардсона с запаздыванием общего вида можно 
записать в виде системы дифференциально-разностных уравнений с запаздываю-
щим аргументом 

 )()()()( tftBxtAxtx +τ−+=& , 0>=τ const .  (2) 

Рассмотрим частные случаи моделей системы с запаздыванием (2). 
1. Простейшей моделью (по аналогии с первым предположением) является 

система с «чистым запаздыванием» 
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2. Модель, при которой «претензии на вооружение у сторон» одинаковые. 
Она имеет вид системы (2) с перестановочными матрицами A  и B , т.е. BAAB = . 
Перестановочность выполняется при ba = , т.е. в случае 
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3. Модель общего вида в форме (2) будет представлять собой систему диф-
ференциально-разностных уравнений с запаздывающим аргументом, в общем 
случае с неперестановочными матрицами BAAB ≠ . 

В данной работе рассмотрен частный случай 1 моделей системы с запаздыва-
нием, т.е. системы с «чистым запаздыванием». 

Замечание 1. Систему дифференциально-разностных уравнений с запаздыва-
нием можно трактовать как систему дифференциальных уравнений в бесконечно-
мерном банаховом пространстве, точками которого являются отрезки траекторий 

)( stx + , 0≤≤τ− s . В этом случае записать ее решение в таком же простом виде, 
как и для уравнений без запаздывания, проблематично [22–25]. 

Общее представление решения неоднородной системы с запаздыванием 
Приведем предварительно некоторые сведения из теории систем с запазды-

ванием. Рассмотрим линейную двумерную неоднородную систему дифферен-
циальных уравнений первого порядка с постоянным запаздыванием вида (2). 
Решение задачи Коши с начальными условиями )()( ttx ϕ= , 

))(),(()( 21 ttt ϕϕ=ϕ 0≤≤τ− t  для системы (2) имеет вид суммы двух решений 

 )()(0 txtxx += ,  (4) 

где )(0 tx  — решение однородной системы с запаздыванием  
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удовлетворяющее заданным начальным условиям )()(0 ttx ϕ= , 0≤≤τ− t ; и )(tx  — 
решение неоднородной системы (2), удовлетворяющее нулевым начальным усло-
виям 0)( ≡tx , 0≤≤τ− t .  

Для системы однородных уравнений с «чистым запаздыванием», соответст-
вующих случаю1, т.е. 
 )()( τ−= tBxtx& , )()( ttx ϕ= , 0,t−τ ≤ ≤   (6) 
имеет место следующий результат. 

Теорема 1 [22, с. 102]. Решение )(tx  задачи Коши системы (6) имеет вид  
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При 0→τ  на промежутке 0≥t  имеет место сходимость 
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т.е. запаздывающий экспоненциал при 0→τ  совпадает с общепринятым опреде-
лением матричного экспоненциала [24, 25].  

Замечание 2. В начальных условиях интегрального представления (7) требу-
ется непрерывная дифференцируемость начальной векторной функции )(tϕ . Если 
взять интеграл по частям, то получим  

 dssstBBtBtx )(}2,{exp)0(},{exp)(
0
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ττ   (8) 

⎯ интегральное представление решения в предположении лишь непрерывности 
векторной функции )(tϕ . 

Для неоднородной системы с «чистым запаздыванием» 

 )()()( tftBxtx +τ−=&   (9) 

имеет место следующее. 
Теорема 2 [22, с. 104]. Решение неоднородной системы (9), удовлетворяю-

щее нулевым начальным условиям θ≡)(tx , θ  — нулевой вектор, 0≤≤τ− t , име-
ет вид 
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На основании этих двух теорем решение задачи Коши неоднородной системы 
с ненулевыми начальными условиями и «чистым запаздыванием» можно записать 
в виде 
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Замечание 3. Если известен промежуток времени τ+≤<τ )1(ntn , т.е. факти-
чески число n , то можно получить более приемлемую для практического исполь-
зования формулу представления решения задачи Коши, чем (11).  

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 3. Решение неоднородной системы (9) на промежутке 

τ+≤<τ )1(ntn , которое удовлетворяет начальным условиям )()( ttx ϕ= , 
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Доказательство. Рассмотрим первый интеграл )]([3 sI ϕ  зависимости (11). 
Произведем замену переменных  

 ξ=−τ− st 2 . 

Интегральные пределы в первом заменим следующим образом: 
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Тогда первый интеграл можно будет записать в виде 

 =ϕ )]([3 sI ∫∫
τ−

τ−
τ

τ−
τ ξξ−τ−ϕξ=ϕ−τ−

t

t
dtBdssstB

2

0
)2(},{exp)(}2,{exp . 

Пусть τ+<≤τ )1(ntn . На промежутке τ−<ξ≤τ− tt 2  матричная функция 
},{exp ξτ B  имеет вид 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

τ−≤ξ<τ−
τ−−ξ

++
τ−ξ

+
ξ

+

−≤ξ≤τ−
−

τ−−ξ
++

τ−ξ
+

ξ
+

=ξ

−
−

τ

.)1(,
!

])1([...
!2

)(
!1

),1(2,
!1

])2([...
!2

)(
!1},{exp

2
2

1
1

2
2

tn
n

nBBBI

nt
n
nBBBI

B
n

n

n
n

  

Поэтому первый интеграл разбивается на два слагаемых 
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Объединив одинаковые временные промежутки, получим 
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Второй интеграл преобразуем аналогичным образом. Произведем замену 
ξ=−τ− st . Интегральные пределы заменим следующим образом: 

 τ−=ξ⇒= ts , τ−=ξ⇒= ts 0 , ξ−= dds . 
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Поэтому 
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Поэтому второй интеграл будет иметь вид суммы интегралов 
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или в виде 
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Учитывая все приведенные выше представления, получаем зависимость (12) 
теоремы 3. 

Модель Ричардсона с запаздыванием 

Используем приведенные в предыдущем разделе общие результаты пред-
ставления решения неоднородной системы с запаздыванием применительно к 
системе, описываемой уравнениями Ричардсона с «чистым запаздыванием» (3) с 
постоянными начальными и внешними условиями.  

Рассмотрим две возможности: 
— постоянные начальные условия и постоянные внешние воздействия, 
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— запаздывание может находиться в четных и нечетных промежутках. 
Сначала рассмотрим случай постоянных начальных условий и постоянных 

внешних воздействий. В этой ситуации интегралы могут быть вычислены. Полу-
чим следующий результат. 

Теорема 4. Процессы динамики роста вооружения двух сторон, описываемые 
уравнениями с «чистым запаздыванием» (9), постоянными начальными условия-
ми 0)( ϕ=tx , 0≤≤τ− t , и постоянным внешним воздействием 0)( ftf = , 0≥t , 
представляются зависимостями 
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Доказательство. Поскольку функции )(tϕ  и )(tf  постоянные, зависимость (12) 
можно привести к виду 

 +ϕτ−= τ )0(},{exp)( tBtx +ξϕ
τ−−ξ

+∫ ∑
τ−

τ−

−

=

t

t

in

i

i d
i

iBIB
2

0
1

1
)

!
])1([(  

 + +ξϕ
τ−−ξ

∫
τ−

τ−

+
t

n

n
n d

n
nB

)1(
0

1
!

])1([
+ξ∫

τ−

0

0 df
  

 
+ξ

τ−−ξ
++∑ ∫ ∑

=

τ

τ− =
df

j
jBI

n

i

i

i

ji

j

j
0

1 )1( 1
)

!
])1([( ξ

τ−−ξ
+∫ ∑

τ =
df

i
iBI

t

n

n

i

i
i

0
1

)
!

])1([( . 

Вычислив интегралы, получаем 
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Подставив пределы, запишем 

 +ϕτ−= τ 0},{exp)( tBtx  +τ+−−τ−
+

+τ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ++

−

=
∑ ]))1(()[(

)!1(
11

1

1

ii
in

i
itit

i
BIB  

 ( ) +ϕ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

τ+−−τ−
+

+ ++
0

11 ]))1(()[(
!1

ii
n

ntnt
n
B  +τ+ )1(nI  

−τ+−
+⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ +

==
∑∑ 1

11
))1[((

)!1(
j

ji

j

n

i
ji

j
B

+τ−+τ− + )(]))(( 1 ntIji j  



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2020, № 6 97 

 0
1

11 ]))1(())1([(
)!1(

finit
i
Bn

i

ii
i

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

τ−−τ−τ−−
+

+ ∑
=

++ . 

Рассмотрим второе ограничение, когда известен промежуток интегрирования.  
В этом случае степень матрицы B  может быть вычислена и приведена к «канониче-
скому виду». Рассмотрим случаи «четного и нечетного промежутка времени».  

Следствие. Процессы динамики вооружения двух сторон, описываемые ура-
внениями Ричардсона с «чистым запаздыванием» (9), постоянными начальными 
условиями 0)( ϕ=tx , 0≤≤τ− t , постоянным внешним воздействием 0)( ftf = , 

0≥t , и заданными промежутками времени, описываются зависимостями (13), где 
для четного n2  и нечетного 12 +n   
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Доказательство. Нетрудно видеть, что для матрицы B  будут иметь место 
следующие соотношения: 
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Таким образом, для четного n2  получаем 
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а для нечетного 12 +n  
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что и требовалось доказать. 

Заключение 

В статье продолжено изучение моделей динамики гонки вооружений типа 
Ричардсона. Отличительной особенностью является введение в рассмотрение 
фактора временного запаздывания, который возникает в случае принятия реше-
ний при разработке и внедрении новых видов вооружений. Это приводит к тому, 
что вместо простых систем обыкновенных дифференциальных уравнений возни-
кает необходимость исследовать качественное поведение решений дифференци-
ально-разностных уравнений в функциональных пространствах.  

Изучен случай общей системы уравнений с «чистым запаздыванием», для ко-
торой доказан результат, дающий более приемлемую для практического исполь-
зования формулу представления решения соответствующей задачи Коши, чем из-
вестные ранее. На основании этого результата для моделей Ричардсона с «чистым 
запаздыванием» и постоянными начальными и внешними условиями построены 
аналитические выражения для зависимостей динамики роста вооружений проти-
востоящих сторон. 
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В дальнейшем работа будет направлена на изучение качественного поведе-
ния решений моделей гонки вооружений, которые описываются более общими 
системами уравнений, чем системы с «чистым запаздыванием». 

 

А.В. Шатирко, Д.Я. Хусаінов, Б. Пужа, В. Новотна 

ДИНАМІКА ОДНІЄЇ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ 
ГОНКИ ОЗБРОЄНЬ ІЗ ЗАПІЗНЮВАННЯМ 

Дану роботу присвячено подальшому вивченню моделей гонки озброєнь типу 
Річардсона. Проаналізовано простоту та універсальність основної моделі, про-
демонстровано успішні випадки її застосування. Обговорено певні передумови 
застосування подібних моделей. Відзначено, що раніше в таких моделях не 
враховувався фактор часового запізнювання, пов’язаний із прийняттям рішень 
на розробку і впровадження нових видів озброєнь. У зв’язку з цим запропоно-
вано розглядати моделі даних процесів у вигляді систем функціонально-
диференціальних рівнянь. Вказано кілька окремих випадків подібних моделей: 
моделі з «чистим запізненням», моделі з однаковими претензіями сторін, зага-
льні моделі. Детально розглянуто випадок систем з «чистим запізненням». 
Спочатку результати отримано для загального вигляду систем функціонально-
диференціальних рівнянь із аргументом, що запізнюється. Потім ці результати 
зведено до систем типу Річардсона. Побудовано аналітичні вирази розв’язків 
відповідних задач Коші в залежності від виду аргументу, що запізнюється. 
Отримані результати для систем з «чистим запізненням» досить конструктивні 
з точки зору практичних обчислень і в подальшому можуть бути поширені на 
випадок загальних моделей динаміки гонки озброєнь з відхиленням аргументу. 
Розглянуто модель, що враховує фактор часового запізнення, пов’язаний із 
прийняттям рішень на розробку та впровадження нових видів озброєнь. Тому 
моделі представлено у вигляді систем рівнянь з відхиленням аргументу. Для 
систем з «чистим запізненням» (загального вигляду та типу Річардсона) дове-
дено результати, що дають аналітичні вирази представлення розв’язків відпові-
дних задач Коші.  

Ключові слова: динаміка гонки озброєнь, модель Річардсона, 
запізнювальний аргумент, представлення розв’язків. 

A.V. Shatyrko, D.Ya. Khusainov, B. Puza, V. Novotna  

THE DYNAMICS OF ONE ARMS RACE 
MATHEMATICAL MODEL WITH DELAY 

This work is devoted to the further development of the study of the arms race models, 
such as Richardson type models. The simplicity and universality of the basic model 
are analyzed, successful cases of its application are specified. Certain preconditions 
for the use of such models are discussed. It is noted that previously such models did 
not take into account the factor of time delay, which is associated with decision-
making on the development and implementation of new weapons. In this regard, the 
authors propose to consider models of these processes in the form of systems of 
functional-differential equations. There are several separate cases of such models: 
models with a pure delay, models with the equal claims of the parties, general 
models. The case of systems with pure delay is considered in detail. Initially, the 
results are obtained for the general form of systems of functional-differential 
equations with a time-delay argument. Then these results are reduced to Richardson 
type systems. Analytical expressions for the solutions of the corresponding Cauchy 
problems depending on the type of the delayed argument are constructed. The results 
obtained for systems with a pure delay are quite constructive in sence of practical 
calculations and can be further extended to the case of general models of the 
dynamics of the arms race with a deviating argument.This work is devoted to the fur-
ther development of the study of arms race models in the Richardson-type. The 
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model that takes into account the time delay factor related to decision-making on the 
development and implementation of new types of weapons is considered. Therefore, 
the models have the form of systems of differential-difference equations. For systems 
with pure time delay (general form and Richardson-type), the results are proved, 
which give analytical expressions for the representation of solutions of the corre-
sponding Cauchy problems.  

Keywords: dynamics of the arms race, Richardson model, time-delay argument, so-
lution representation. 
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