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Введение 

Недавние публикации подтверждают высокую эффективность систем мик-
роигл для подкожных инъекций при лечении различных заболеваний [1–7]. Та-
кие системы, как правило, формируются достаточно большим количеством очень 
тонких микроигл, закрепленных на плоском основании периодическим образом, и 
используются при инъекциях вакцин, протеинов и инсулина. Системы микроигл из-
готовляются также в виде пластыря, на котором закреплено большое количество 
биорастворимых микроигл, что существенно упрощает использование таких 
систем для инъекций. Например, сообщалось о разработке и начале испытаний вак-
цин в виде пластыря для предупреждения заболеваний коронавирусными инфекция-
ми, что актуально в контексте текущей пандемии. 

Изначально системы микроигл производились с очень тонкими полыми мик-
роиглами, размещенными на полых основаниях, для введения лекарств через та-
кие полости [1]. Однако тонкость микроигл препятствовала применению таких 
систем для инъекций лекарств высокой плотности. В дальнейшем эффективнее 
оказались микроиглы, синтезированные из биорастворимых полимеров, которые 
после подкожного введения могут растворяться с предписанной скоростью [2–7]. 
Исследованиям различных аспектов и методов использования систем микроигл на 
практике посвящены многочисленные работы [1–10], в которых можно найти фо-
тографии и описания реальных систем и достаточно подробную библиографию о 
применении таких систем в современной медицине.  

Удобство использования систем микроигл на практике существенно зависит 
от размеров и количества микроигл, составляющих систему. Практика современной 
медицины показывает, что для преодоления кожного барьера на определенных 
участках достаточно микроигл длиной около миллиметра. Инъекции иглами 
такой длины называются трансдермальными и являются достаточно эффек-
тивными. Однако системы с достаточно толстыми микроиглами могут при- 
водить к травмированию кожи при инъекциях, что ведет к проблеме определения 
оптимальных параметров микроигл.  

В данной работе эта проблема будет рассмотрена на основе модели упругого 
взаимодействия системы микроигл с поверхностью (которая соответствует участ-
ку кожи при инъекциях), и вычисление параметров будет выполнено через при-
ближение решений задач минимизации для интегральных функционалов. Ранее 
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такие вычисления проводились только на основе экспериментальных [2, 8, 9]  
и теоретических [8, 10] исследований, использующих компьютерный анализ од-
номерных моделей и уравнений упругости для одной-двух микроигл. Однако приме-
няемые на практике системы микроигл существенно не одномерные и составля-
ются из очень большого количества микроигл [1–10].  

Таким образом, при вычислении параметров систем микроигл возможно 
использование асимптотического приближения решений задач упругого взаимо-
действия по параметру, который характеризует количество микроигл в системе. 
Построение приближений и предельные переходы, основанные на этих прибли-
жениях, являются типичными задачами теории осреднения вариационных урав-
нений и неравенств. Методы теории осреднения для общих вариационных нера-
венств рассматривались и разрабатывались для соответствующих проблем в [11–14]. 
Впервые такие предельные переходы для задач минимизации с ограничениями и 
препятствиями были вычислены в работах [15, 16]. 

Конкретные асимптотические приближения и предельные переходы для 
задач упругого взаимодействия системы микроигл с поверхностью вычислялись 
в работе [17], где рассматривался случай однородных граничных условий Ди-
рихле на границах системы. Здесь исследован случай, когда такие условия замене-
ны на периодические граничные условия по одному из координатных направлений. 
Такая замена существенно упростит исследование предельной осредненной задачи, 
полученной в разд. 1, и позволит определить конфигурации, возникающие при 
упругом взаимодействии системы микроигл с поверхностью. Такие конфигура-
ции описаны в разд. 2, где доказано утверждение, поясняющее строение и оп-
тимальность этих конфигураций. Рассматриваемый здесь случай лучше моде-
лирует системы микроигл, изготовляемые в виде пластыря. Такие системы 
имеют малую ширину и большую длину и точнее моделируются решениями 
рассматриваемых задач, поскольку такие решения могут быть продолжены не-
ограниченно в одном из направлений с учетом условий периодичности.  

1. Модели упругого взаимодействия системы микроигл с поверхностью 

В качестве модели основания системы микроигл выберем квадрат 2= [0, ]aω  
на плоскости со сторонами положительной длины a . Задав положительное целое 
N , разобьем квадрат ω  на 2N  меньших квадратов ij

εα  при , = 1, ,i j NK  со сто-

ронами длины = /a Nε  и выделим в каждом квадрате одинаковые множества 

ij ij
ε εβ ⊂ α  при , = 1, ,i j NK , например круги радиуса rε , расположенные в центре 

каждого квадрата ij
εα . Для эквивалентного определения приведенных конструк-

ций выберем маленький квадрат 2
0 = [0, ]εα ε  как ячейку периодичности рассмат-

риваемой периодической структуры и выделим в 0
εα  множество 0 0

ε εβ ⊂ α , напри-

мер круг радиуса rε  с центром в средине ячейки периодичности 0
εα . Тогда мно-

жества ij
εβ  и ij

εα  при , = 1, ,i j NK  можно определить как периодические сдвиги 

множеств 0
εβ  и 0

εα , производимые в границах квадрата ω , вдоль каждой из коор-

динатных осей 1x  и 2x  на расстояние ε . 
Фиксируем действительное положительное число b  и рассматриваем прямо-

угольник = ( , ) (0, )b a b aΩ − + ×  со сторонами длины 2a b+  и a . Задав также по-
ложительное число l , определим на прямоугольнике Ω  следующую функцию: 

  
для ,

( ) =
0 для \ .

ij ijl

ij ij

l x
x

x

ε

ε ε

⎧ ∈ β⎪ψ ⎨
∈Ω β⎪⎩

U

U
  (1) 
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График функции l
εψ  определяет простейшую модель периодической систе-

мы микроигл над квадратом ω⊂ Ω  с цилиндрическими иглами длины l , основа-
ния которых определяют сдвиги множества 0

εβ  с периодом ε . Схематически гра-

фик функции l
εψ  иллюстрируется рис. 1. Этот график можно также продолжить 

по переменной 2x с периодом a  и получить график «длинного пластыря» с бес-
конечной системой микроигл, расположенных с периодом ε .  

ω  Ω  
 

Рис. 1 

Для фиксированных , ,a b l  и достаточно больших N  удобство использова-
ния такого пластыря на практике зависит от толщины микроигл рассматриваемой 
системы. Например, такую систему нельзя использовать для инъекций в случае, 
когда 0 0=ε εβ α . Таким образом, микроиглы системы должны быть достаточно тон-
кими для эффективного использования таких систем, поэтому и возникает про-
блема определения тонкости микроигл. Для точной формулировки этой проблемы 
понадобятся дополнительные обозначения. 

Определим пространство 1
0 ( )H Ρ Ω  как множество функций из пространства 

Соболева 1( )H Ω , удовлетворяющих однородным граничным условиям Дирихле 

на границах 1x b= −  и 1x a b= +  и условиям периодичности с периодом a  на 

границах 2 0x =  и 2x a=  прямоугольника Ω . Пространство Соболева 1( )H Ω  
определено, например, в [18], где введены также понятия граничных условий Ди-
рихле и периодичности и разъяснен  смысл неравенств для таких функций. 

На пространстве 1
0 ( )H Ρ Ω  рассмотрим следующий интегральный функционал: 

  2 1
0( ) = | | для { ( ): 0}.F u u dx u v H vΡΩ ∇ ∈ ∈ Ω ≥∫   (2) 

Такой функционал определяет энергию упругого сопротивления поверхно-
сти, заданной графиком функции u , над прямоугольником Ω  в предположении 
отсутствия поперечных смещений. Минимум функционала ( )F u  определяет ре-
альное и оптимальное расположение поверхности над областью Ω . Разумеется, 
что минимум этого функционала является нулевым, если на такую поверхность не 
действуют какие-либо внешние силы. 

Рассмотрим также этот функционал с другой областью определения  

 2 1
0( ) = | | для { ( ) : },l lF u u dx u v H vε Ρ εΩ ∇ ∈ ∈ Ω ≥ ψ∫   (3) 

где l
εψ  определяет формулой (1) простейшую модель системы микроигл. Мини-

мум luε  этого функционала описывает реальную и оптимальную конфигурации 
поверхности (соответствующей участку кожи, в случае когда рассматривается 
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моделирование инъекций) над областью Ω  под действием простейшей системы 
микроигл l

εψ .  

Известно [18], что минимум luε  функционала (3) существует и определен од-
нозначно для фиксированных ε  и l . Предположим сначала, что множество 

0 0
ε εβ ⊂ α  задано как круг радиуса < / 2rε ε , расположенный в центре квадрата 0

εα . 
Для минимума функционала (3) выполнено следующее утверждение. 
Теорема 1. При достаточно малых ε  минимум luε  функционала ( )lF uε , оп-

ределенного в (3), приближается в пространстве 1
0 ( )H Ρ Ω  к 0

lu , где 

а) 0= 0,lu  если 2 ( ln )rεε − → ∞  при 0ε → ; 

б) 0
lu  является единственным минимумом интегрального функционала  

 2 22( ) = (( ) )lF u u dx l u dx
r

+

Ω ω

π
∇ + −∫ ∫  для 1

0{ ( ) : 0},u v H vΡ∈ ∈ Ω ≥  

если 2 ( ln )r rεε − →  при 0ε → , где ( ) = max( ,0)l u l u+− −  и > 0r ; 

в) 0 1
0

= ,
( )

l
H

u
Ρ

∞
Ω

 если 2 ( ln ) 0rεε − →  при 0ε → . 

Формулировка этой теоремы аналогична формулировке теоремы 1 из ра-
боты [17] с учетом изменения граничных условий для задачи (3). Как и в данной ра-
боте, второй случай этой теоремы в некотором смысле основной. Действитель-
но, выбирая в этом случае r  очень большим, например, формально рассматривая 

= 1/r ε в функционале ( )lF u  из условия (б) теоремы 1, заключаем, что минимум 
luε  функционала ( )lF uε  задачи (3) приближается к минимуму функционала ( )F u  

задачи (2), который является нулевым, поскольку на рассматриваемую поверх-
ность не действуют какие-либо силы. С другой стороны, выбирая r  очень малым, на-
пример, полагая =r ε , заключаем, что функционал ( )lF u  очень большой и мини-
мум этого функционала имеет большую норму, поскольку она является одним из сла-
гаемых в определении функционала ( )lF u . 

Как и в [17], условия (а)−(в) теоремы 1 выполняются, например, соответственно при 

  
3 2/ / /= ; = ; =r r rr e r e r e− ε − ε − ε

ε ε ε   (4) 

для некоторого фиксированного действительного числа > 0r . В таком случае 
при = 1r  аналог теоремы 1 для однородных граничных условий Дирихле доказан 
в [15, 16], в общем случае доказательство этой теоремы проводится аналогично с 
учетом приведенных в [19, 20] результатов. Условие (в) теоремы 1 выполняется так 

же, например, когда =r τ
ε ε  для фиксированного числа 1τ ≥ .  

Функционал ( )lF u  из условия (б) этой теоремы принято называть осреднен-
ным, поскольку минимум этого функционала приближает минимум рассматри-
ваемого функционала задачи (3) для достаточно малых ε  или, что эквивалентно 
по определению, при достаточно большом количестве микроигл в рассматривае-
мой системе. 

Аналогично, следуя [17], можно доказать, что выполнение утверждений тео-
ремы 1 не зависит от формы 0

εβ  основания игл в простейшей системе цилиндри-
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ческих микроигл. Такой вариант теоремы 1 выполнен, например, когда в основа-
ние 0

εβ  можно вписать круг радиуса 1c rε  и вокруг основания 0
εβ  описать окруж-

ность радиуса 2c rε . Здесь рассматриваются круги с центрами в середине квадрата 

0
εα  и предполагается, что постоянные 1c  и 2c  фиксированны и 1 2 1c c≤ ≤ . На са-

мом деле, следуя [17], можно также доказать, что утверждения теоремы 1 «почти» 
не зависят и от подходящей формы микроигл системы, а не только формы осно-
вания цилиндрических игл простейшей системы, определенной равенством (1). 

Используя результаты работ [11–14], можно получить более точное утвер-
ждение о структуре решений задачи на минимум (3). При выполнении условий 
теоремы 1 актуально исследовать и нестационарные задачи диффузии и распро-
странения лекарств, рассмотренные в работах [21–27] без предположения о мало-
сти параметра ε . Также актуально исследовать такие задачи в предположении, 
что диффузия вещества осуществляется в пористых средах, определенных и рас-
смотренных, например, в работах [28–32]. Близкие задачи в слабопористых средах 
исследовались ранее в работах [33, 34], где рассматривались нестационарные за-
дачи диффузии и распространения веществ с несколькими параметрами. Анало-
гичные проблемы теории осреднения для вариационных уравнений и неравенств 
изучались в работах [19, 20, 35]. 

В последнее время разработаны актуальные методы приближенного нахож-
дения решений вариационных задач итерационными методами, представленные  
в [36–38]. Однако при достаточно малых ε  численная аппроксимация задачи (3) 
является очень сложной, и применение итерационных методов требует значи-
тельных вычислительных ресурсов. Однако при выполнении одного из условий 
теоремы 1 приближенные методы актуально использовать только для решения за-
дачи минимизации для осредненного функционала ( )lF u  из условия (б) теоремы. 
Такая осредненная задача минимизации с разнообразными граничными условия-
ми может быть решена приближенно итерационными методами [39–41], разрабо-
танными для таких целей. Далее будет выяснено, что иногда задачу минимизации 
для осредненного функционала с периодическими граничными условиями можно 
исследовать и непосредственно, используя идеи теории сплайнов, представленные 
в работе [42]. 

2. Приближенные конфигурации взаимодействия  
системы микроигл с поверхностью 

Рассмотрим более подробно осредненную задачу минимизации из теоремы 1. 
Эта задача заключается в нахождении минимума следующего интегрального 
функционала:  

 2 22( ) = (( ) )lF u u dx l u dx
r

+

Ω ω

π
∇ + −∫ ∫   (5) 

на множестве функций 1
0{ ( ) : 0}.u v H vΡ∈ ∈ Ω ≥  Как уже отмечалось, такой минимум 

0
lu существует и определен однозначно для фиксированного l  в соответствии с [18].  

Последний интеграл функционала (5) фактически определяет квадратичное 
отклонение в среднем функции u  от постоянной l , а первый интеграл принято 
называть интегралом Дирихле над областью Ω . Известно [18] и непосредственно 
проверяется, что точками минимума такого интеграла являются гармонические 
функции. Гармоническими и периодическими функциями являются только посто-
янные функции. С другой стороны, постоянные функции доставляют и минимум 
последнего интеграла в (5). 
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Таким образом, учитывая периодичность функции 0
lu по переменной 2x  с 

периодом a , заключаем, что 0
lu  постоянна по 2x  и доставляет минимум сле-

дующему функционалу: 

   
20 2

0

2( ) = (( ) )
a b a

l x
b

F u u dx l u dx
r

+
+

−

π′ + −∫ ∫  (6)  

на множестве функций 1
0{ ( , ) : 0}.u v H b a b v∈ ∈ − + ≥  Минимум 0

lu  функционала (6) 
также существует и определен однозначно в соответствии с [18] и, после «посто-
янного» продолжения по переменной 2x  на интервал (0, )a , доставляет минимум 
функционалу (5). 

Приведенное утверждение об эквивалентности задач минимизации для функ-
ционалов (5) и (6) является естественным следствием условий периодичности по 
переменной 2x . Действительно, функционал (5) и минимум этого функционала 

можно продолжить неограниченно по переменной 2x  в силу условий периодич-
ности решений. Продолженный функционал является инвариантным относитель-
но любого сдвига решения по переменной 2x , и поэтому такой минимум постоя-
нен по этой переменной. 

Первый интеграл функционала (6) является интегралом Дирихле над одно-
мерной областью ( , )b a b− +  и минимален на гармонических функциях. Постоян-
ные функции доставляют минимум этого интеграла над областью (0, )a  и по-
следнего интеграла в (6), также рассматриваемого над этой областью. Кроме того, 
линейные функции являются гармоническими на одномерных областях. Эти на-
блюдения дают возможность построить кусочно-линейный минимум функциона-
ла (6) из гармонических функций над ( , )b a b− + . 

Фиксируем для этого положительное число h  и определяем кусочно-линейную 

функцию 1
hu b hx h−= +  для ( , 0)x b∈ − , hu h=  ⎯ для (0, )x a∈  и 1

hu b hx−= − +  
1 ( )b h a b−+ +  ⎯ для ( , )x a a b∈ + . В силу определений такая функция удовлетво-

ряет однородным условиям Дирихле при x b= −  и x a b= + , непрерывна при 
0x =  и x a= , являясь кусочно-гармонической над интервалом ( , )b a b− + .  
Значение функционала (6) на такой функции в случае h l≤  определяется ра-

венством 
   0 1 2 1 2( ) = 2 2 ( )l hF u b h r l h a− −+ π −  (7)  

и зависит только от одного параметра h , определяющего высоту функции hu . 

Это выражение упрощается и имеет вид 0 1 2( ) = 2l hF u b h−  для случая h l> .  
Следовательно, для нахождения стационарных точек функционала (7) на 

множестве функций вида hu  достаточно приравнять производную по параметру 
соответствующего выражения к нулю. Прямые вычисления приводят к уравнению 

1 1 ( ) 0b h r a h l− −+ π − =  для h l≤  и равенству 1 0b h− =  ⎯ для h l> . Последнее ра-

венство выполнено, только если 0h = , что невозможно, поскольку 0h l> >  по 
определению. Из предпоследнего уравнения получаем единственное значение 

   1 1 1 1 1= ( ) ( )h r l b r a a l rl r a b− − − − −+ π π = − + π , (8)  
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определяющее функцию hu , которая задает минимум функционала (6) и, после 

подходящего продолжения по переменной 2x , минимум функционала (5). 

Из представления (8) следует, что h  всегда меньше l  для фиксированных 
, ,r a b  и приближается к l  при больших a  или b  и фиксированном r . Анало-

гично значение h  положительно для фиксированных , ,r a b  и приближается  

к нулю при малых a  или b  и фиксированном r . Впрочем, случай малого a  не 
реализуется в рассматриваемой задаче, поскольку по определению интервал дли-
ны a  разбивается на достаточно большое количество малых интервалов длины ε . 
Соответственно, для фиксированных ,a b  и больших r значение h  приближается 

к нулю, а для малых r  ⎯ близко к l .  
Как уже отмечалось, случай (б) теоремы 1 в определенном смысле основной, 

что согласуется с приведенными зависимостями минимума hu  функционалов (5) 

и (6) от значений , ,r a b , за исключением последнего случая малых r . Действи-
тельно, из теоремы 1 следует, что норма минимума функционала (3) является дос-
таточно большой, а норма минимума hu  ⎯ ограниченной в пространстве 

1
0 ( )H Ρ Ω . Это связано с тем, что в определение этой нормы входит 2 ( )L Ω -норма 

от производных решения, а при малых r  микроиглы системы не являются тонкими  
и не прокалывают рассматриваемую поверхность, что приводит к сильной осцил-
ляции поверхности между иглами. Производные от таких осциллирующих ком-

понент большие (имеют порядок 1−ε ) при малых ε , что иллюстрируется рис. 2.  
Таким образом, выбирая в теореме 1 более слабую сходимость и подытожи-

вая утверждения, приведенные в этом разделе, получаем следующее утверждение. 

Теорема 2. При достаточно малых ε  минимум luε  функционала ( )lF uε , оп-

ределенного в (3), приближается в пространстве 2 ( )L Ω  к функции hu  для h , оп-

ределенного в (8), если существует (возможно, бесконечный) предел 

 2 ( ln )r rεε − →  при 0ε → . 

 
Рис. 2 

Заключение  

В работе представлен вариационный метод моделирования и вычисления па-
раметров трансдермальных (подкожных) инъекций при использовании систем 
микроигл. Методами теории осреднения исследованы задачи минимизации для 
интегральных функционалов с осциллирующими препятствиями, моделирующи-
ми рассматриваемые системы микроигл. Такие задачи описывают упругое сопро-
тивление поверхностей при взаимодействии с системами микроигл.  

Вычислены параметры и значения оптимальных диаметров микроигл таких 
систем, которые наиболее удобны для инъекций. Получены утверждения, обосно-
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вывающие формулы для явного вычисления поверхностных конфигураций, воз-
никающих при взаимодействии систем микроигл с упругой поверхностью. Опре-
делены условия «возникновения зазора» между такой поверхностью и основанием 
системы микроигл, зависящие от толщины микроигл системы. Такие утверждения 
являются существенными для дальнейшего моделирования и оптимизации про-
цессов диффузии при инъекциях и введении лекарств системами микроигл. 

 

Г.В. Сандраков, С.І. Ляшко, О.С. Бондар, Н.І. Ляшко, В.В. Семенов 

МОДЕЛЮВАННЯ КОНФІГУРАЦІЙ,  
ЩО ВИНИКАЮТЬ ПРИ ВИКОРИСТАННІ  
СИСТЕМ МІКРОГОЛОК 

Системи мікроголок формуються досить великою кількістю мікроголок, 
закріплених на плоскій основі, і використовуються в сучасній медицині для 
введення ліків. Такі системи часто виготовляються у вигляді пластиру, на яко-
му закріплена велика кількість біорозчинних мікроголок, що істотно спрощує 
використання таких систем при ін’єкціях. Зазвичай, ширина пластиру 
фіксована, а довжина може бути досить великою. Таким чином, цей пластир 
можна розглядати як періодичне продовження виділеного фіксованого фраг-
мента. Ефективність використання таких систем істотно залежить від розмірів і 
кількості мікроголок, розміщених на такому фрагменті. Проблему обчислення 
таких залежностей буде розглянуто як задачу оптимізації взаємодії систем 
мікроголок з пружною поверхнею. Така задача формулюється у формі 
класичної задачі мінімізації інтегральних функціоналів з перешкодами, які до-
повнено періодичними граничними умовами по одній з координат та 
однорідними граничними умовами Діріхле за іншою координатою. Методами 
теорії осереднення отримано осереднені задачі мінімізації для таких 
функціоналів, розв’язки яких є наближеннями для розв’язків заданої задачі 
взаємодії. Осереднені задачі також формулюються у формі класичних задач 
мінімізації з перешкодою, які мають значно простіший вигляд у порівнянні з 
заданими сильно осцилюючими перешкодами. При отриманні цих задач 
істотно використовується те, що задані системи утворено досить великою 
кількістю мікроголок. Отримано умови для явного обчислення поверхневих 
конфігурацій, що виникають при взаємодії систем мікроголок з пружною по-
верхнею. Доведено твердження, що обґрунтовують форму таких конфігурацій. 
Визначено умову «виникнення зазору» між поверхнею та основою системи 
мікроголок і обчислено висоту такого «зазору». 

Ключові слова: моделювання конфігурацій, системи мікроголок, оптимізація 
параметрів, проблеми мінімізації, інтегральні функціонали. 

G.V. Sandrakov, S.I. Lyashko, E.S. Bondar, N.I. Lyashko, V.V. Semenov 

MODELING OF CONFIGURATIONS FORMED  
UNDER USING MICRONEEDLE SYSTEMS  

Microneedle systems are compiled by a sufficiently large number of microneedles, 
which are mounted on a flat base, and are used for injection of drugs in modern med-
icine. Such systems are often made in the form of a patch on which a large number of 
biosoluble microneedles are attached, which greatly simplifies the use of such sys-
tems for injecting drugs. As a rule, the width of the patch is fixed, but the length can 
be quite long. Therefore, such a patch can be considered as a periodic continuation of 
the selected fixed fragment. The efficiency of using such systems depends signifi-
cantly on the size and number of microneedles, which are placed on such a fragment. 
The problem of determining such dependencies will be considered as the problem of 
optimizing the interaction of microneedle systems with an elastic surface. Such prob-
lems are formulated in the form of classical problems of minimization of integral 
functionals with obstacles, supplemented by periodic boundary conditions in one of 
the coordinates and homogeneous Dirichlet boundary conditions in the other coordi-
nate. The homogenization theory methods are used to obtain homogenized minimiza-
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tion problems for such functionals, whose solutions are approximations for solutions 
of the interaction problem under consideration. The homogenized problems are also 
formulated in the form of classical minimization problems with an obstacle, which 
have a much simpler form in comparison with the original strongly oscillating obsta-
cles. When obtaining these problems, it is essentially used that the systems under 
consideration are formed by a sufficiently large number of microneedles. Conditions 
are established for the explicit calculation of surface configurations arising from the 
interaction of microneedle systems with an elastic surface. Statements are proved that 
justify the form of such configurations. The condition of «appearance of a gap» be-
tween the surface and the base of the microneedle system is established and the 
height of such a «gap» is calculated. 

Keywords: modeling of configurations, microneedle systems, optimization of pa-
rameters, minimization problems, integral functionals. 
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