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Введение 

В настоящее время научно-технический прогресс невозможен без современ-

ных информационных технологий. Для обоснования алгоритмов, применяемых 

для написания программного обеспечения современных информационных техно-

логий, используют математическое моделирование (вычислительный экспери-

мент). Дело в том, что с помощью современных методов математического моде-

лирования можно существенно сократить потребность в реальных экспериментах, 

а в большинстве случаев и вообще заменить их. В основе вычислительного экспе-

римента лежит решение уравнений математической модели как численными ме-

тодами, так и методами игровых задач динамики [1–7]. Особенно последние сей-

час очень актуальны в связи с интенсивным развитием разного рода комплексов и 

тренажеров, которые моделируют движущиеся объекты различной природы. 

В то же время при постановке большинства задач динамических игр исполь-

зуют как сами уравнения в частных производных (например, для описания дви-

жения системы взаимодействующих материальных точек), так и их решения. Од-

ним из таких решений уравнений в частных производных как раз и является так 

называемый обобщенный интеграл Пуассона [8], который в частных случаях пре-

вращается в более известные интеграл Абеля–Пуассона [9–11] и бигармонический 

интеграл Пуассона [12–15]. 

Постановка задачи 

Пусть С — пространство непрерывных 2 -периодических функций, в кото-

ром норма задана следующим образом:  

 max | ( ) |
C

t
f f t .  (1) 

Как общепринято, ,rW r N , обозначим множество 2 -периодических 

функций, которые имеют абсолютно непрерывные производные до ( 1)r  -го по-

рядка включительно и почти всюду 
( ) ( ) 1rf t  . 
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Согласно [8]  

 , ,
1

( ; ; ) ( ) ( ; ) , 0 1,s q s qP f x f t x K t dt


 

      

   (2) 

обозначим обобщенный интеграл Пуассона функции f , а  

 ,
1

1 1
( ; ) (1 (1 )(1 ) ) cos , 0 , 1,

2 2

q k
s q

k

K t sk kt s q




            (3) 

— соответственно ядро этого обобщенного интеграла Пуассона. 

Если 0,s   то из (2) получим интеграл Абеля–Пуассона [16], или, что то же 

самое, интеграл Пуассона [17] 

 
1

1 1
( ; ; ) ( ) cos , 0 1.

2

k

k

A f x f t x kt dt
 

 

 
        

  
  

Если в (2) положить 
1

, 1
2

s q  , то в этом случае будем иметь хорошо из-

вестный в прикладной математике, и не только, бигармонический интеграл Пуас-

сона [18, 19] 

 2

1

1 1
( ; ; ) ( )  1 (1 ) cos , 0 1.

2 2

k

k

k
B f x f x t kt dt

 

 

  
           

   
  

Аналогично терминологии А.И. Степанца [20] (см. также [21–24]) обозначим  

 , ,( ; ( )) sup ( ) ( ; ; )
r

r
s q C s q C

f W

W P f P f


        (4) 

верхнюю грань уклонения функций из класса rW  от их обобщенных интегралов 

Пуассона в равномерной метрике. Если в явном виде найдена функция ( )g  , та-

кая, что при 1    

 ,( ; ( )) ( ) ( ( )),r
s q CW P g o g       (5) 

то, следуя А.И. Степанцу [20, с. 198], будем говорить, что решена задача Колмо-

горова–Никольского для класса функций Соболева [25] rW  и обобщенного инте-

грала Пуассона , ( ; ; )s qP f x  в равномерной метрике.  

Приближение функций класса r
W   

их обобщенными интегралами Пуассона 

Имеется ряд работ, в которых решена задача Колмогорова–Никольского для 

различных классов функций как для интегралов Абеля–Пуассона [26–29], так и 

бигармонических интегралов Пуассона [30–34]. Но существенным недостатком 

всех этих перечисленных выше работ, с точки зрения математического моделиро-

вания (численного эксперимента), является то, что основные результаты в них за-

писаны в виде асимптотического равенства (5). Иными словами, недостаток всех 

задач Колмогорова–Никольского с точки зрения прикладной математики состоит 

в том, что для численного эксперимента будут известны только главный и оста-

точный члены правой части равенства (5). При решении практически всех задач 

математического моделирования всегда важна точность приближения, получен-

ного при решении задач типа (4). Именно поэтому основная цель работы — ис-

следование верхних граней уклонений функций классов Соболева rW  от их 



Международный научно-технический журнал 

«Проблемы управления и информатики», 2021, № 2 95 

обобщенных интегралов Пуассона , ( ; ; )s qP f x  в целях получения точных ра-

венств для величин (4) в равномерной метрике.  

В принятых выше обозначениях имеют место утверждения. 

Теорема 1. Если 2 , ,r l l N   то для всех 0 1    имеет место точное 

равенство 

 
2 2 1 2
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(1 )(1 ) ln ln

(2 1)! (2 )!

l l
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
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   

 2 2 1(1 )(1 )l q ls 
      ,  (6) 

где  
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0

4 ( 1)
, ,
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mn

n n
m

K n N
m







 
 
   (7) 

 
( 1)

1
0

4 ( 1)
, 0,1, 2, ...

(2 1)

m n

n n
m

K n
m







 
 
 ,  (8) 

— хорошо известные константы Ахиезера–Крейна–Фавара  

 

1 2 1

1 1 1 1

1 1 2
1 2

4 1
... arctg ...

...
n

n
n

nt t t

t dt dt dt
t t t






 
 
    .  (9) 

Доказательство. Согласно [35], для ядра обобщенного интеграла Пуассона (3) 

имеем, что , ( ; ) 0s qK t   и ,
1

( ; ) 1s qK t dt


 

 

 . Тогда из формул (1)–(4) с уче-

том разложения функции ( 2 , )rf W r l l N    в ряд Фурье получим, что  

 ,
1

1
( ; ( )) sup max ( ) (1 (1 (1 )(1 ) )cos

r

r q k
s q C

t kf W

W P f x t sk p kt dt
 

     

       


 .  (10) 

Поскольку дальнейшие соображения полностью совпадают с началом дока-

зательства теоремы 3 из работы [8], то исходя из (10) запишем, что при 

2 , ,r l l N   

 
( )

,
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Учитывая, что  

 
2 1

1
0

4 1
( ) ( 1)

(2 1)

k
k

n n
k k







   

 
 , 1,n   (12) 

(см., например, [29]), из (11) получим 

 2
, 2 2 1 2 1( ; ( )) ( ) (1 )(1 ) ( ) (1 )(1 ) (0).l q q

s q C l l lW P s s               (13) 

Для дальнейших преобразований в правой части (13) рассмотрим величину 
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1
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
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Таким образом, принимая во внимание соотношения (14) и (12), придем  

к заключению, что  

  
21

1
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t
dt dt dt
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
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Далее произведя некоторые преобразования для функции ( ), 1n n   , бу-

дем иметь  
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Полученная таким образом рекуррентная формула (16) может быть представ-

лена в виде 
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Применяя ко второму слагаемому правой части равенства (17) обозначение (9), 

получаем 
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Переходя к окончательной фазе доказательства теоремы, из соотношений (13) 

и (18) получим, что 
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И наконец, принимая во внимание обозначения (7) и (8) и учитывая при 

этом, что 
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из равенства (19) получим формулу (6).  

Теорема доказана. 

Аналогичными рассуждениями, как и при доказательстве теоремы 1, можно 

показать справедливость следующего утверждения. 

Теорема 2. Если 2 1, ,r l l N   то при всех 0 1    для величины (4) 

имеет место точное равенство 
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а nK , nK  — константы Ахиезера–Крейна–Фавара, заданные формулами (7), (8).  

Заключение 

В настоящей работе решена задача о приближении классов периодических 

дифференцируемых функций их обобщенными интегралами Пуассона. В резуль-

тате проведенных исследований получены точные равенства для верхних граней 

уклонений функций классов Соболева от их обобщенных интегралов Пуассона. 

В частных случаях из доказанных в работе теорем следуют ранее известные ре-

зультаты как для интегралов Пуассона, так и для бигармонических интегралов 

Пуассона, которые являются решениями соответствующих дифференциальных 

уравнений в частных производных эллиптического типа. 

Таким образом, полученные в работе результаты могут быть использованы 

при дальнейшем исследовании теории дифференциальных игр в динамических 

системах. 

 

Ю.І. Харкевич  

ТОЧНІ РІВНОСТІ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ КЛАСУ 

СОБОЛЄВА ЇХ УЗАГАЛЬНЕНИМИ ІНТЕГРАЛАМИ 

ПУАССОНА 

Розв’язання задач про рух системи взаємодіючих матеріальних точок у більшо-

сті випадків зводиться як до звичайних диференціальних рівнянь, так і до рів-

нянь в частинних похідних. Одним із розв’язків такого типу рівнянь є так звані 

узагальнені інтеграли Пуассона, які в окремих випадках перетворюються в до-

бре відомі інтеграли Абеля–Пуассона або бігармонічні інтеграли Пуассона. Іс-

нує ряд результатів по наближенню різних класів диференційовних періодич-

них і неперіодичних функцій вищезазначеними інтегралами (так звана задача 

Колмогорова–Нікольського в термінології О.І. Степанця). Але практично в усіх 

розв’язаних задачах Колмогорова–Нікольського як для інтегралів Абеля–

Пуассона, так і для бігармонічних інтегралів Пуассона з точки зору математич-

ного моделювання (обчислювального експерименту) є істотний недолік. Суть 

цього недоліку полягає в тому, що в більшості розв’язаних раніше задач Кол-

могорова–Нікольського для інтегралів Абеля–Пуассона і бігармонічних інтег-

ралів Пуассона (в кінцевому результаті) було отримано тільки головний і зали-

шковий члени наближення, що істотно може впливати на точність обчислюва-

льного експерименту. Дану роботу присвячено отриманню точних рівностей 

наближення функцій класів Соболєва їх узагальненими інтегралами Пуассона. 

Отже, доведена в роботі теорема є узагальненням і уточненням раніше відомих 

результатів, які характеризують апроксимативні властивості інтегралів Абеля–

Пуассона і бігармонічних інтегралів Пуассона на класах диференційовних пе-

ріодичних функцій. Особливістю розв’язаної в роботі задачі наближення для 

узагальненого інтеграла Пуассона на класах диференційовних функцій є те, що 

отриманий результат вдалося записати за допомогою відомих констант Ахієзе-
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ра–Крейна–Фавара. Зазначений факт значно підвищує точність результату ма-

тематичного моделювання (обчислювального експерименту) будь-якого реаль-

ного процесу, що описується за допомогою узагальненого інтеграла Пуассона. Ці 

результати в подальшому зможуть значно розширити рамки застосування задач 

Колмогорова–Нікольського до математичного моделювання. 

Ключові слова: диференціальні рівняння в частинних похідних, точність ре-

зультату математичного моделювання, класи диференційовних періодичних 

функцій, абсолютно неперервні функції, константи Ахієзера–Крейна–Фавара, 

точні рівності. 

Yu.I. Kharkevych  

EXACT EQUALITIES FOR APPROXIMATION  

OF FUNCTIONS FROM THE SOBOLEV CLASS  

BY THEIR GENERALIZED POISSON INTEGRALS 

In most cases, solutions to problems of the motion of a system of interacting material 

points are reduced to either ordinary differential equations or partial differential equa-

tions. One of the solutions of this type of equations is the so-called generalized Pois-

son integrals, which in partial cases turn into the well-known Abel-Poisson integrals 

or biharmonic Poisson integrals. A number of results is known on the approximation 

of various classes of differentiable periodic and nonperiodic functions by the men-

tioned above integrals (the so-called Kolmogorov-Nikol’skii problem in the termi-

nology of A.I. Stepanets). Nevertheless, there is a significant drawback practically in 

all of the solved Kolmogorov-Nikol’skii problems for both Abel-Poisson integrals 

and Poisson biharmonic integrals from the mathematical modeling (computational 

experiment) point of view. The core point here is that in most of the previously 

solved Kolmogorov-Nikol’skii problems for both Abel-Poisson integrals and Poisson 

biharmonic integrals only the leading and remainder terms of the approximation were 

obtained, that can significantly affect the accuracy of the computational experiment. 

In the present paper we obtain exact equalities for approximation of functions from 

the Sobolev classes by their generalized Poisson integrals. Consequently, the theorem 

proved in this paper is a generalization and refinement of previously known results 

characterizing the approximation properties of Abel-Poisson integrals and biharmon-

ic Poisson integrals on the classes of differentiable periodic functions. A peculiarity 

of the solved in this work problem of approximation for the generalized Poisson inte-

gral on the classes of differentiable functions is that the result obtained is successful-

ly written using the well-known Akhiezer-Krein-Favard constants. This fact substan-

tially increases the accuracy of the mathematical modeling result (computational ex-

periment) for a real process described using the generalized Poisson integral. These 

results can further significantly expand the scope of application of the Kolmogorov-

Nikol’skii problems to mathematical modeling. 

Keywords: partial differential equations, accuracy of the result of mathematical 

modeling, classes of differentiable periodic functions, absolutely continuous func-

tions, Akhiezer-Krein-Favard constants, exact equalities. 
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