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Введение 

Многие актуальные задачи исследования операций и математической физики 
могут быть записаны в форме вариационных неравенств [1–4]. Решение послед-
них является активно развивающимся направлением прикладного нелинейного 
анализа [3, 5–31]. Отметим, что часто негладкие задачи оптимизации могут эф-
фективно решаться, если их переформулировать в виде седловых задач, а к по-
следним применить алгоритмы решения вариационных неравенств [5]. С появле-
нием генерирующих состязательных нейронных сетей (GAN — generative adver-
sarial network) устойчивый интерес к алгоритмам решения вариационных 
неравенств возник и в среде специалистов в области машинного обучения [6].  

Наиболее известный метод для решения вариационных неравенств — экстра-
градиентный алгоритм Корпелевич [9]. Исследованию этого алгоритма посвящено 
большое количество публикаций [10–17]. В частности, предлагались модифика-
ции экстраградиентного алгоритма с одним метрическим проектированием на до-
пустимое множество [10, 11, 14]. Эффективный современный вариант экстрагра-
диентного метода — проксимальный зеркальный метод Немировского [5]. Его 
можно интерпретировать как вариант экстраградиентного метода с проектирова-
нием, понимаемым в смысле дивергенции Брэгмана [18, 19]. Он позволяет иногда 
эффективно использовать структуру допустимого множества задачи. Например, 
для симплекса в качестве расстояния можно взять дивергенцию Кульбака–
Лейблера (дивергенция Брэгмана, построенная по отрицательной энтропии) и по-
лучить явно вычисляемый оператор проектирования на симплекс. Также интерес-
ный метод двойственной экстраполяции для решения вариационных неравенств 
предложил Ю.Е. Нестеров [20]. Адаптивный вариант проксимального зеркального 
метода Немировского изучен в [17].  
                                                           
 Работа выполнена при финансовой поддержке МОН Украины (проект «Математичне моделювання 
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0119U101608). 



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2021, № 3 59 

В начале 1980-х годов Л.Д. Попов предложил интересную модификацию 
классического алгоритма Эрроу–Гурвица для поиска седловых точек выпукло-вог-
нутых функций [21]. В работе [22] исследована модификация метода Попова 
для решения вариационных неравенств с монотонными операторами, а в ста-
тье [23] предложен двухэтапный проксимальный алгоритм для решения задачи 
равновесного программирования (задач о равновесии), являющийся адаптацией 
метода [21] к общим неравенствам Ки Фаня. В [24–28] исследован двухэтапный 
проксимальный зеркальный метод, модификация двухэтапного проксимального 
алгоритма [23] с использованием дивергенции Брэгмана вместо евклидового 
расстояния. Заметим, что в последнее время алгоритм Попова для вариационных 
неравенств хорошо известен в среде специалистов по машинному обучению 
под названием «Extrapolation from the Past» [6]. Дальнейшее развитие этого 
круга идей привело к появлению так называемого forward-reflected-backward 
algorithm [29] и близких методов [30, 31]. И снова заметим, что в сообществе 
специалистов по машинному обучению этот итерационный алгоритм известен 
как метод оптимистического градиентного спуска (OGDA — optimistic gradient 
descent ascent) [6]. 

Данная работа продолжает статьи [17, 24] и посвящена изучению трех новых 
алгоритмов с брэгмановской проекцией для решения вариационных неравенств в 
гильбертовом пространстве. Первый алгоритм — результат модификации двух-
этапного брэгмановского метода [24] с помощью экономной регулировки величи-
ны шага, не требующей знания константы Липшица оператора. Второй алгоритм, 
называемый алгоритмом операторной экстраполяции, получен заменой в методе 
из [29] (forward-reflected-backward algorithm) евклидовой метрики на дивергенцию 
Брэгмана. Привлекательной чертой алгоритма является всего одно вычисление на 
итерационном шаге проекции Брэгмана на допустимое множество. Третий алго-
ритм — адаптивный вариант второго, где используемое правило обновления ве-
личины шага не требует знания липшицевых констант и вычислений значений 
оператора A  в дополнительных точках. Для вариационных неравенств с псевдо-
монотонными, липшицевыми и секвенциально слабо непрерывными операторами, 
действующими в гильбертовом пространстве, доказаны теоремы о сходимости 
методов. 

Вспомогательные сведения и постановка задачи 

Всюду H  — действительное гильбертово пространство со скалярным произ-
ведением ( , )  и нормой . 

Пусть функция : ( , ]H  строго выпуклая и дифференцируемая по 
Гато на int dom ,  где dom { : ( ) }.x H x  Дивергенция Брэгмана (рас-
стояние Брэгмана), соответствующая функции ,  определяется формулой [7, 18, 19] 

 ( , ) ( ) ( ) ( ( ), )V a b a b b a b  dom ,a  int dom .b  

Примеры практически важных дивергенций Брэгмана приведены в [19]. Для 

функции 21
2( )  имеем 21( , ) .

2
V x y x y  Для функции отрицательной эн-

тропии  
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Имеет место полезное 3-точечное тождество [19]: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ), ).V a c V a b V b c b c a b  

Пусть K  — непустое, замкнутое и выпуклое подмножество int dom .  Если 
функция  сильно выпукла с константой 0  на множестве ,K  то из определе-
ния дивергенции Брэгмана следует оценка  

 2( , )
2

V a b a b  ,a K  .b K  

Рассмотрим сильно выпуклые задачи минимизации вида 

 ( ) arg min { ( , ) ( , )}K
x y KP a a y x V y x  ,a H  int dom .x  (1) 

Задача (1) имеет единственное решение z K  [19], причем 

 ( , ) ( ( ) ( ), ) 0a y z z x y z  .y K  

Последнее неравенство, учитывая 3-точечное тождество, можно записать в 
виде 
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0a y z V y x V y z V z x  .y K  

Точка ( )K
xP a  в случае 21( )

2
 совпадает с евклидовой метрической про-

екцией ( ) arg min ( )K y KP x a y x a . Напомним, что проекцией Брэгмана 

на множество K  называют оператор, : int dom ,K K  задаваемый форму-
лой [7, 18] 
 ( ) arg min ( , ),K y Kx V y x  int dom .x  

Ясно, что для ( )K
xP a  имеет место представление 

 1( ) (( ) ( ( ) )).K
x KP a x a  

Пусть C  — непустое подмножество пространства ,H  A  — оператор, дейст-
вующий из H  в .H  Рассмотрим вариационное неравенство: 

 найти :x C ( , ) 0Ax y x  ,y C  (2) 

множество решений которого обозначим .S  
Предположим, что выполнены следующие условия: 
 множество C H  — выпуклое и замкнутое;  
 оператор :A H H  — псевдомонотонный, секвенциально слабо непре-

рывный и липшицевый с константой 0L  на ;C  
 множество S  — не пусто. 
Напомним, что оператор называют псевдомонотонным на ,C  если для всех 

,x  y C  из ( , ) 0Ax y x  следует ( , ) 0.Ay y x  
Рассмотрим дуальное вариационное неравенство: 

 найти :x C ( , ) 0Ay x y  .y C  (3) 

Множество решений (3) обозначим .dS  Заметим, что множество dS  выпук-
лое и замкнутое [3]. Неравенство (3) иногда называют слабой или дуальной по-
становкой (2), а решения (3) — слабыми решениями (2) [3]. Для псевдомонотон-
ных операторов A  всегда имеем .dS S  В наших же условиях — dS S  [3]. 
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Далее будем предполагать, что выполнено следующее условие. 
A1. Функция  сильно выпукла с константой 1 на множестве int domC  

и равномерно непрерывно дифференцируема по Фреше на ограниченных под-
множествах ,C  причем оператор  секвенциально слабо непрерывен. 

Опишем первый из предлагаемых алгоритмов для решения вариационного 
неравенства (2). 

Адаптивный алгоритм экстраполяции из прошлого 

Для решения вариационного неравенства (2) в конечномерном линейном 
пространстве в [24] предложен алгоритм 

 
1

1

( ),

( ),

n

n

C
n nx

C
n nx

y P Ay

x P Ay
 (4) 

где величина  задавалась, исходя из требования 2 10,
L

, т.е. использова-

лась информация о константах липшицевости оператора .A  Известно [24], что 
последовательности ( )nx  и ( ),ny  порожденные (4), сходятся к решению (1). 
В случае компактности множества C E  и монотонности оператора A  справед-
лива оценка 

 1( ) max ( , )N N
y C

G z Ay z y O
N

, 

где 1
1 N

N nnz y
N

 — усредненный выход работы алгоритма (4) [27].  

Отталкиваясь от итерационной схемы (4) и работ [14, 16, 17], ниже предлага-
ем двухэтапный брэгмановский алгоритм, не требующий знания липшицевых 
констант и вычислений значений оператора A  в дополнительных точках (т.е. без 
процедур типа линейного поиска). Опишем его подробнее. 

Алгоритм 1. Экстраполяция из прошлого с адаптивной регулиров-

кой. Выбираем элемент 0 ,y H  1 int dom ,x  10,
3

 и число 1 0.  По-

лагаем 1.n  
1. Вычислить 

 1( ).
n

C
n n nxy P Ay  

2. Вычислить 
 1 ( ).

n

C
n n nxx P Ay  

Если 1,n n ny x x  то СТОП, иначе перейти к 3. 
3. Вычислить 

 
1

1
11

min , ,    если ,

,                       иначе.

n n
n n n

n nn

n

y y
Ay Ay

Ay Ay  

Положить : 1n n  и перейти к 1. 
Докажем сходимость алгоритма 1 для вариационных неравенств с псевдомо-

нотонными операторами, действующими в общих гильбертовых пространствах. 
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Слабая сходимость алгоритма 1. Прежде всего отметим, что задаваемая 
правилом пересчета последовательность ( )n  невозрастающая и ограничена сни-

зу числом 1
1min{ , }.L  Следовательно, существует lim 0.n

n
 

Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей ( )nx  и ( )ny  имеют 
место неравенства 

 1( , )n n nAy y y ( , ) ( , ) ( , )n n n nV y x V y x V y y  ,y С  (5) 

 1( , )n n nAy y x 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n nV y x V x x V y x  .y С  (6) 

Неравенство (6) обосновывает правила остановки алгоритма 1. Действительно, 
при 1n n nx x y  из (6) вытекает ( , ) 0n nAx y x  для всех ,y С  т.е., .nx S  

Лемма 1. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей ( )nx  и ( )ny  
имеет место неравенство 

 1 1
1

( , ) ( , ) 1 2 ( , )n
n n n n

n
V z x V z x V x y  

 – 1
1 1

1 ( , ) ( , ),n n
n n n n

n n
V y x V x y  (7) 

где .z S  
Доказательство. Пусть .z S  Из (6) следует 

 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n nV z x V z x V x x Ay z x  

 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ).n n n n n n n n n nV z x V x x Ay y x Ay z y  

Учтя псевдомонотонность оператора ,A  получим 

 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n nV z x V z x V x x 1( , ).n n n nAy y x  (8) 

Из (5) следует 

 1 1( , )n n n nAy x y 1 1( , ) ( , ) ( , ).n n n n n nV x x V y x V x y  (9) 

Оценив сверху 1( , )n nV x x  в (8) с помощью (9), получим 

 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n nV z x V z x V x y V y x 1 1( , ).n n n n nAy Ay y x  (10) 

Используя правило вычисления 1,n  оценим сверху слагаемое 1( ,n n nAy Ay  

1).n ny x  Имеем 

 1 1 1 1( , )n n n n n n n n n nAy Ay y x Ay Ay y x  

 1 1
1

n
n n n n

n
y y x y  

 2 2 2
1 1

1 1 12 2
n n n

n n n n n n
n n n

y x x y x y  

 1 1
1 1 1

( , ) ( , ) 2 ( , ).n n n
n n n n n n

n n n
V y x V x y V x y  (11) 

Применив (11) в (10), получим (7). ■ 
Докажем первый из основных результатов работы. 
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Теорема 1. Пусть множество C H  выпуклое и замкнутое, оператор 
:A H H  псевдомонотонный, липшицевый с константой 0L  и секвенциально 

слабо непрерывный, .S  Предположим, что выполнено A1. Тогда последова-
тельности ( )nx  и ( ),ny  порожденные алгоритмом 1, слабо сходятся к некоторой 
точке .z S  

Доказательство. Пусть .z S  Положим 

 1
1

( , ) ( , ),n
n n n n

n
a V z x V x y  

 1
1

1 2 1
1 ( , ) 1 2 ( , ).n n n

n n n n n
n n n

b V y x V x y  

Неравенство (7) принимает вид 1 .n n na a b  Поскольку существует lim 0,n
n

 то 

 
1

1 n

n
1 (0, 1)  и 1

2 1
1 2 1 3 (0, 1)n n

n n
 при n . 

Можем сделать вывод, что существует предел 

 1
1

lim ( , ) ( , )n
n n n

n n
V z x V x y  

и 

 1
1

1 2 11
1 ( , ) 1 2 ( , ) .n n n

n n n n
n n nn

V y x V x y  

Отсюда получаем  
 1lim ( , ) lim ( , ) 0n n n n

n n
V y x V x y  (12) 

и сходимость числовых последовательностей ( ( , ))nV z x  для всех .z S  Из (12) 
следует 
 1lim lim 0.n n n n

n n
y x x y  (13) 

Из неравенства 21( , )
2n nV z x z x  и (13) следует ограниченность последова-

тельностей ( ),nx  ( ),ny  а из неравенств (8), (9) и предельных соотношений (13) —

1lim ( , ) 0n n
n

V x x  и естественно 

 1lim 0.n n
n

x x  (14) 

Рассмотрим подпоследовательность ( ),
knx  слабо сходящуюся к некоторой точке 

.z H  Ясно, что .z C  Из соотношений (13), (14) следует, что ( ),
kny  1( )

knx  
слабо сходятся к .z  Покажем, что .z S  Предположим, что 0Az   
(в противном случае доказывать нечего, т.е. ).z S  Имеем 

 1 1 1
1

1( , ) ( ( ) ( ), )
k k k k k

k

n n n n n
n

Ay y x x x y xϕ ϕ
λ

0  .y C  

Отсюда 
 1( , ) ( , )

k k k k kn n n n nAy y y Ay y x  

 1 1
1

1 ( ( ) ( ), )
k k k

k

n n n
n

x x y xϕ ϕ
λ

0  .y C  (15) 

Совершив в (15) предельный переход при k  c учетом равномерной непре-
рывности φ  на ограниченных подмножествах C  и (13), (14), получим 
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 lim ( , ) 0.
k kn n

k
Ay y y  (16) 

Из (16) следует существование для каждого k  такого наименьшего числа 
,km  что 

 ( , ) 2
i i

k
n nAy y y  для всех .ki m  

Последовательность ( )km  возрастающая. Из секвенциальной слабой непрерывно-
сти оператора A  и слабой полунепрерывности нормы получаем  

 0 lim
mkn

k
Az Ay . (17) 

Можно считать, что 0.
mknAy  Положим 2 .

m mk kk n nv Ay Ay  Очевидно, что 

( , ) 1
mkn kAy v  для всех .k  Имеем 

 ( , 2 ) 0.
m mk k

k
n k nAy y v y  

Из псевдомонотонности оператора A  следует 

 ( ( 2 ), 2 ) 0.
mk

k k
k k nA y v y v y  

Отсюда получаем 

 ( , ) ( ( 2 ), 2 ) 2 ( , ).
m mk k

k k k
n k k n kAy y y Ay A y v y v y Ay v  (18) 

Из (17) следует ограниченность сверху последовательности 1.
mkk nv Ay  Итак, 

0
lim 2 0.k

k
k

v  Совершив предельный переход в (18), получим 

 ( , ) lim ( , ) lim ( , ) 0
m mk kn n

k k
Ay y z Ay y y Ay y y  .y C  

Следовательно, .z S  
Покажем, что последовательность ( )nx  слабо сходится к .z  Тогда из (13) 

следует и слабая сходимость последовательности ( )ny  к .z  Рассуждаем от про-
тивного: пусть существует подпоследовательность ( )

kmx  такая, что 
kmx z  

слабо и .z z  Ясно, что z S  и ( , ) 0.V z z  Последовательность ( ( , ))nV z x  
сходится. Значит, используя 3-точечное тождество и А1, получаем 

 lim ( , ) lim ( , ) lim ( , )
k kn m m

n k k
V z x V z x V z x  

 lim { ( , ) ( , ) ( ( ) ( ), )} ,
k km m

k
V z z V z x z x z z V z zϕ ϕ  

lim ( , ) lim ( ( ) ( ), ) lim ( , ) lim ( , ).
k k km m m n

nk k k
V z x z x z z V z x V z xϕ ϕ  

Поменяв местами z  и ,z  взяв вместо ( )
kmx  подпоследовательность ( ),

knx  слабо 

сходящуюся к ,z  приходим к неравенству  

 lim ( , )n
n

V z x lim ( , ) lim ( , ),n n
n n

V z x V z x  

что невозможно. Таким образом, .z z ■ 
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Замечание 1. Если оператор A  монотонный, то теорема 1 справедлива без 
предположения о секвенциальной слабой непрерывности оператора .A  Это имеет 
место и для теорем 2, 3, приведенных ниже. 

Алгоритм операторной экстраполяции 

Рассмотрим новый алгоритм, являющийся модификацией так называемого 
forward-reflected-backward algorithm, предложенного в [29] для решения оператор-
ных включений с суммой максимального монотонного и липшицевого монотон-
ного операторов. Вместо евклидовой метрики и проекции используем диверген-
цию Брэгмана и соответствующую проекцию. Привлекательными чертами данно-
го алгоритма является всего одно вычисление значения оператора 

n

C
xP  на 

итерационном шаге и построение одной последовательности аппроксимаций 
( ),nx  а не двух, как в алгоритме 1. 

Алгоритм 2. Операторная экстраполяция. Выбираем элемент 0 ,x H  

1 int dom ,x  последовательность ( ),n  удовлетворяющую условию {inf ,n n  

1sup } 0,
2n n L

. Полагаем 1.n  

1. Вычислить 
 1 1 1( ( )).

n

C
n n n n n nxx P Ax Ax Ax  (19) 

2. Если 1 1,n n nx x x  то СТОП, иначе перейти к 1. 
Замечание 2. Воспользовавшись проекцией Брэгмана, формулу (19) запишем 

в виде: 

 1
1 1 1(( ) ( ( ) ( ))).n С n n n n n nx x Ax Ax Ax  

Замечание 3. Частным случаем алгоритма 2 является популярный среди спе-
циалистов в области машинного обучения алгоритм оптимистического градиент-
ного спуска (OGDA — optimistic gradient descent ascent) [6].  

Замечание 4. При отсутствии ограничений ( )C H  и c 21( )
2

 алгоритм 

операторной экстраполяции совпадает с алгоритмом экстраполяции из прошлого. 
Для последовательности ( )nx , порожденной алгоритмом 2, имеет место не-

равенство 
 1 1 1( ( ), )n n n n n nAx Ax Ax y x  

 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n nV y x V x x V y x  .y С  (20) 

Неравенство (20) дает обоснование правила остановки алгоритма 2. Действитель-
но, при 1 1n n nx x x  из (20) вытекает ( , ) 0n nAx y x  для всех ,y С  т.е. 

.nx S  
Перейдем к доказательству сходимости алгоритма 2. 
Лемма 2. Для последовательности ( ),nx  порожденной алгоритмом 2, имеет 

место неравенство 

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x   

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x  

 1 1(1 ) ( , ),n n n nL L V x x  
где .z S  
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Доказательство. Пусть .z S  Имеем 

 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n nV z x V z x V x x 1 1 1( ( ), ).n n n n n nAx Ax Ax z x  (21) 

Воспользуемся псевдомонотонностью оператора .A  Имеем 

 1 1 1( ( ), )n n n n n nAx Ax Ax z x 1 1( , )n n n nAx Ax z x  

1 1 1( , )n n n nAx Ax z x 1 1 1 1
0

( , ) ( , )n n n n n n nAx z x Ax Ax z x  

 1 1 1 1 1( , ) ( , ).n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x  (22) 

Применив (22) в (21), получим 

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x V z x V x x Ax Ax z x   

 1 1 1 1 1( , ) ( , ).n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x  (23) 

Оценим сверху слагаемое 1 1 1( , ).n n n n nAx Ax x x  Имеем 

 1 1 1 1 1 1( , )n n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x  

 2 21 1
1 1 1 1 12 2

n n
n n n n n n n n n

L L
L x x x x x x x x  

 1 1 1 1( , ) ( , ).n n n n n nLV x x LV x x  (24) 

Применив (24) в (23), приходим к неравенству 

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x   

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x  

 1 1(1 ) ( , ),n n n nL L V x x  
что и требовалось доказать. ■ 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть множество C H  выпуклое и замкнутое, оператор 

:A H H  псевдомонотонный, липшицевый с константой 0L  и секвенциально 
слабо непрерывный, .S  Предположим, что выполнено A1 и последовательность 

( )n  удовлетворяет условию 1{inf , sup } 0,
2n n n n L

. Тогда порожденная алго-

ритмом 2 последовательность ( )nx  слабо сходятся к некоторой точке .z S  
Доказательство. Пусть .z S  Берем такое 0,  что 11 n nL L  для 

всех .n  Положим 

 na 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ),n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x  1( , ).n n nb V x x  
Из леммы 2 вытекает неравенство 1 .n n na a b  Покажем, что 0na  для всех 

.n  Имеем 
 na 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x  

 2 21
1 1 1

1
2 2

n
n n n n n n n

L
x z Ax Ax x z x x  

 2 21
1 1 1

1
2 2

n
n n n n n n n

L
x z L x x x z x x  

 211
0.

2
n

n
L

x z  



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2021, № 3 67 

Теперь можем сделать вывод, что существует предел 

 1 1 1 1lim ( ( , ) ( , ) ( , ))n n n n n n n n
n

V z x Ax Ax x z LV x x  

и 1
1

( , ) .n n
n

V x x  Отсюда получаем ограниченность последовательности ( )nx  и 

 1 1lim ( , ) lim 0.n n n n
n n

V x x x x  (25) 

Поскольку  
 1 1 1 1lim ( ( , ) ( , )) 0,n n n n n n n

n
Ax Ax x z LV x x  

имеет место сходимость числовых последовательностей ( ( , ))nV z x  для всех 
.z S  
Покажем, что все слабые частичные пределы последовательности ( )nx  при-

надлежат множеству .S  Рассмотрим подпоследовательность ( ),
knx  слабо сходя-

щуюся к некоторой точке .z H  Ясно, что .z C  Покажем, что .z S  Предпо-
ложим, что 0.Az  Имеем 

 ( , )
k kn nAx y x 1

1 1 1( , ) ( , )k
k k k k k k

k

n
n n n n n n

n
Ax x x Ax Ax y x   

 1 1
1 ( ( ) ( ), ) 0

k k k
k

n n n
n

x x y x  .y С  (26) 

Совершив в (26) предельный переход при k  c учетом равномерной непре-
рывности  на ограниченных подмножествах ,C  липшицевости оператора A  
и (25), получим 
 lim ( , ) 0

k kn n
k

Ax y x  .y С  

Далее, рассуждая, как в доказательстве теоремы 1, приходим к включению .z S  
Слабая сходимость всей последовательности ( )nx  к элементу z  следует из 

сходимости числовых последовательностей ( ( , ))nV z x  для всех z S  и при-
надлежности множеству S  всех слабых частичных пределов последователь-
ности ( ).nx ■ 

Алгоритм 2 использует информацию о константе Липшица оператора .A  
Рассмотрим ниже вариант алгоритма 2 с простым правилом обновления парамет-
ров n  без знания константы Липшица. 

Адаптивный алгоритм операторной экстраполяции 

Предлагаем следующий адаптивный вариант алгоритма 2. 
Алгоритм 3. Операторная экстраполяция с адаптивной регулировкой. 

Выбираем элемент 0 ,x H  1 int dom ,x  10,
2

 и числа 0 1, 0.  Полага-

ем 1.n  
1. Вычислить 

 1 1 1( ( )).
n

C
n n n n n nxx P Ax Ax Ax  

2. Если 1 1,n n nx x x  то СТОП, иначе перейти к 3. 
3. Вычислить 
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1

1
11

min , ,    если ,

                      иначе.

n n
n n n

n nn

n

x x
Ax Ax

Ax Ax    

Положить : 1n n  и перейти к 1. 
Задаваемая правилом пересчета последовательность ( )n  невозрастающая  

и ограничена снизу числом 1
1min{ , }.L  Следовательно, существует lim 0.n

n
 

Лемма 3. Для порожденной алгоритмом 3 последовательности ( )nx  имеет 
место неравенство 

 1 1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , )n
n n n n n n n

n
V z x Ax Ax x z V x x   

 1
1 1 1( , ) ( , ) ( , )n

n n n n n n n
n

V z x Ax Ax x z V x x  

 1
1

1
1 ( , ),n n

n n
n n

V x x  

где .z S  
Доказательство. Пусть .z S  Как и в доказательстве леммы 2, приходим к 

неравенству  

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n nV z x V z x V x x Ax Ax z x   

 1 1 1 1 1( , ) ( , ).n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x  

Используя правило пересчета ,n  оценим сверху слагаемое 1 1( ,n n nAx Ax  
1).n nx x  Имеем 

 1 1 1 1 1 1( , )n n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x  

 1
1 1

n
n n n n

n
x x x x 2 21 1

1 12 2
n n

n n n n
n n

x x x x  

 1 1
1 1( , ) ( , ).n n

n n n n
n n

V x x V x x  

Приходим к неравенству 

 1 1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , )n
n n n n n n n

n
V z x Ax Ax x z V x x   

 1
1 1 1( , ) ( , ) ( , )n

n n n n n n n
n

V z x Ax Ax x z V x x  

 1
1

1
1 ( , ),n n

n n
n n

V x x  

что и требовалось доказать. ■ 
Сформулируем и докажем теорему о сходимости алгоритма 3. 
Теорема 3. Пусть множество C H  — выпуклое и замкнутое, оператор 

:A H H  — псевдомонотонный, липшицевый с константой 0L  и секвенци-
ально слабо непрерывный, .S  Предположим, что выполнено предположе-
ние A1. Тогда порожденная алгоритмом 3 последовательность ( )nx  слабо сходит-
ся к некоторой точке .z S  

Доказательство. Пусть .z S  Положим 
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 1
1 1 1( , ) ( , ) ( , ),n

n n n n n n n n
n

a V z x Ax Ax x z V x x  

 1
1

1
1 ( , ).n n

n n n
n n

b V x x  

Неравенство леммы 3 принимает вид 1 .n n na a b  Поскольку существует 
lim 0,n

n
 то 

 1

1
1 1 2 (0, 1)n n

n n
 при n . 

Покажем, что 0na  для всех достаточно больших .n  Имеем 

 1
1 1 1( , ) ( , ) ( , )n

n n n n n n n n
n

a V z x Ax Ax x z V x x  

 2 21
1 1 1

1
2 2

n
n n n n n n n

n
x z Ax Ax x z x x  

 2 21 1
1 1

1
2 2

n n
n n n n n n

n n
x z x x x z x x   

 
1

211
.

2
n n

nx z  

Поскольку существует такое 0 ,n  что 1
11 0n n  для всех 0 ,n n  то 

0na  начиная с 0.n   
Теперь можем сделать вывод, что существует предел 

 1
1 1 1lim ( , ) ( , ) ( , )n

n n n n n n n
n n

V z x Ax Ax x z V x x  

и 1
1

11
1 ( , ) .n n

n n
n nn

V x x  

Отсюда получаем ограниченность последовательности ( )nx  и 1lim ( , )n n
n

V x x  

1lim 0.n n
n

x x  Поскольку  

 1
1 1 1lim ( , ) ( , ) 0,n

n n n n n n
n n

Ax Ax x z V x x  

сходятся последовательности ( ( , ))nV z x  для всех .z S   
Далее, повторяя рассуждения доказательства теоремы 2, приходим к ре-

зультату. ■ 
Замечание 5. Правило обновления на шаге 3 алгоритма 3 можно поменять на 

следующее  

 
1

1
1 1

2 ,
min , ,    если ,

                      иначе.

n n
n n n

n n n

n

V x x
Ax Ax

Ax Ax  (27) 
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Теорема 3 справедлива и для варианта алгоритма 3 с правилом (27). 

Заключение 

В статье изучены три новых алгоритма с брэгмановской проекцией для при-
ближенного решения вариационных неравенств.  

Первый алгоритм получен введением новой адаптивной регулировки вели-
чины шага в двухэтапный брэгмановский метод [24]. Второй алгоритм получен 
заменой в методе из [29] (forward-reflected-backward algorithm) евклидовой метри-
ки на дивергенцию Брэгмана. Частным случаем этого алгоритма является попу-
лярный среди специалистов в области машинного обучения алгоритм оптимисти-
ческого градиентного спуска (OGDA) [6]. Третий алгоритм является адаптивным 
вариантом второго. Привлекательная черта второго и третьего алгоритмов — 
необходимость на итерационном шаге всего одного вычисления проекции Брэг-
мана на допустимое множество. Используемые правила обновления величины 
шага не требуют знания липшицевых констант и вычислений значений операто-
ра A  в дополнительных точках (т.е. не используются процедуры типа линей-
ного поиска).  

Для вариационных неравенств с псевдомонотонными, липшицевыми и сек-
венциально слабо непрерывными операторами, действующими в гильбертовом 
пространстве, доказаны теоремы о слабой сходимости методов.  

В одной из ближайших работ мы планируем рассмотреть мультиблочный ва-
риант адаптивного метода операторной экстраполяции. Интересной является за-
дача анализа сходимости распределенных и/или стохастических версий алгорит-
мов, например с редукцией дисперсии.  
 

В.В. Семенов, С.В. Денисов, Д.С. Сірик, О.С. Харьков 

ЗБІЖНІСТЬ МЕТОДУ ЕКСТРАПОЛЯЦІЇ 
З МИНУЛОГО ТА МЕТОДУ  
ОПЕРАТОРНОЇ ЕКСТРАПОЛЯЦІЇ 

Одним з популярних напрямів сучасного прикладного нелінійного аналізу є до-
слідження варіаційних нерівностей. Багато актуальних проблем дослідження 
операцій і математичної фізики можна записати у формі варіаційних нерівнос-
тей. З появою генеруючих змагальних нейронних мереж інтерес до алгоритмів 
розв’язання варіаційних нерівностей виник і в середовищі фахівців машинного 
навчання. Дана робота присвячена дослідженню трьох нових алгоритмів з бре-
гманівською проекцією для розв’язання варіаційних нерівностей в гільберто-
вому просторі. Перший алгоритм — результат модифікації двоетапного брег-
манівського методу за допомогою економного регулювання величини кроку, що 
не вимагає знання ліпшицевої константи оператора. Другий алгоритм — алго-
ритм операторної екстраполяції, отриманий заміною в методі Маліцького–Тама ев-
клідової метрики на дивергенцію Брегмана. Приваблива риса алгоритму — всього 
одне обчислення на ітераційному кроці проекції Брегмана на допустиму мно-
жину. Третій алгоритм — адаптивний варіант другого, де використовується 
правило поновлення величини кроку, що не вимагає знання ліпшицевих констант 
і обчислень значень оператора в додаткових точках. Для варіаційних нерівнос-
тей з псевдомонотонними, ліпшицевими та секвенційно слабко неперервними 
операторами, що діють в гільбертовому просторі, доведено теореми про 
збіжність методів. 

Ключові слова: варіаційна нерівність, псевдомонотонність, дивергенція Брегмана, 
екстраполяція з минулого, операторна екстраполяція, адаптивність, збіжність. 
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V.V. Semenov, S.V. Denisov, D.S. Siryk, O.S. Kharkov 

CONVERGENCE OF THE EXTRAPOLATION  
METHOD FROM THE PAST  
AND THE OPERATOR EXTRAPOLATION METHOD 

One of the popular areas of modern applied nonlinear analysis is the study of varia-
tional inequalities. Many important problems of operations research and mathemati-
cal physics can be written in the form of variational inequalities. With the advent of 
generating adversarial neural networks, interest in algorithms for solving variational 
inequalities arose in the ML-community. This paper is devoted to the study of three 
new algorithms with Bregman projection for solving variational inequalities in Hil-
bert space. The first algorithm is the result of a modification of the two-stage Breg-
man method by low-cost adjusting the step size that without the prior knowledge of 
the Lipschitz constant of operator. The second algorithm, which we call the operator 
extrapolation algorithm, is obtained by replacing the Euclidean metric in the Malit-
sky–Tam method with the Bregman divergence. An attractive feature of the algo-
rithm is only one computation at the iterative step of the Bregman projection onto the 
feasible set. The third algorithm is an adaptive version of the second, where the used 
rule for updating the step size does not require knowledge of Lipschitz constants and 
the calculation of operator values at additional points. For variational inequalities 
with pseudo-monotone, Lipschitz-continuous, and sequentially weakly continuous 
operators acting in a Hilbert space, convergence theorems are proved. 

Keywords: variational inequality, pseudo-monotonicity, Bregman divergence, ex-
trapolation from the past, operator extrapolation, adaptivity, convergence. 
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