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Введение 

Многие актуальные задачи исследования операций и математической физики 
могут быть записаны в форме вариационных неравенств [1–5]. Разработка и ис-
следование алгоритмов для вариационных неравенств — активно развивающееся 
направление прикладного нелинейного анализа [4, 6–33]. С появлением генери-
рующих состязательных нейронных сетей (generative adversarial network, GAN) 
устойчивый интерес к алгоритмам решения вариационных неравенств возник и в 
среде специалистов в области машинного обучения [7]. Отметим, что часто не-
гладкие задачи оптимизации могут эффективно решаться, если переформулиро-
вать их в виде седловых задач и применить алгоритмы решения вариационных 
неравенств [8].  

Наиболее известный и популярный метод решения вариационных неравенств — 
экстраградиентный алгоритм Корпелевич [9]. Исследованию этого алгоритма  
и его модификаций посвящено большое количество публикаций [6, 7, 10–23]. 
Эффективным современным вариантом экстраградиентного метода является 
проксимальный зеркальный метод Немировского [8]. Данный метод можно ин-
терпретировать как вариант экстраградиентного метода с проектированием, по-
нимаемым в смысле дивергенции Брэгмана [24]. Адаптивные варианты прокси-
мального зеркального метода Немировского изучены в [17–23]. В начале 1980-х 
годов Л.Д. Попов предложил интересную модификацию классического алгоритма 
Эрроу–Гурвица для поиска седловых точек выпукло-вогнутых функций [25].  
В работе [26] исследована модификация метода Попова для решения вариацион-
ных неравенств с монотонными операторами. В [27] предложен двухэтапный 
проксимальный алгоритм для решения задачи равновесного программирования,  
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являющийся адаптацией метода [26] к общим неравенствам Ки Фаня. В рабо-
тах [28–30] исследован двухэтапный проксимальный зеркальный метод — моди-
фикация двухэтапного проксимального алгоритма [27] с использованием дивер-
генции Брэгмана вместо евклидового расстояния. В последнее время алгоритм 
Попова для вариационных неравенств хорошо известен в среде специалистов по 
машинному обучению под названием «Extrapolation from the Past» [8]. Дальней-
шее развитие этих идей привело к появлению так называемого «forward-reflected-
backward algorithm» [31] и близких методов [32, 33].  

Данная работа посвящена изучению нового алгоритма для решения вариаци-
онных неравенств в банаховом пространстве. Вариационные неравенства в бана-
ховых пространствах возникают и интенсивно изучаются в математической физи-
ке и теории обратных задач [1, 2, 4]. В последнее время наметился прогресс в изу-
чении алгоритмов для задач в банаховых пространствах [4, 13–16]. Это 
обусловлено широким привлечением результатов и конструкций геометрии бана-
ховых пространств [34–36]. Предлагаемый алгоритм является адаптивным вари-
антом «forward-reflected-backward algorithm» [31], где используемое правило об-
новления величины шага не требует знания липшицевой константы оператора. 
Кроме того, вместо метрической проекции на допустимое множество использует-
ся обобщенная проекция Альбера [36]. Привлекательная черта алгоритма — всего 
одно вычисление на итерационном шаге проекции на допустимое множество. Для 
вариационных неравенств с монотонными, липшицевыми операторами, дейст-
вующими в 2-равномерно выпуклом и равномерно гладком банаховом простран-
стве, доказана теорема о слабой сходимости метода. 

1. Предварительные сведения 

Для формулировки и доказательства результатов [34–38] напомним несколь-
ко понятий и фактов из геометрии банаховых пространств. 

Всюду E  — действительное банахово пространство с нормой , E  — 

сопряженное к E  пространство, ,x x  — значение функционала x E  на 

элементе x E . Норму в E  обозначим .   

Пусть { : 1}ES x E x . Банахово пространство E  называют строго 

выпуклым, если для всех , Ex y S  и x y  имеем 1
2

x y . Модуль выпук-

лости пространства E  определяется следующим образом: 

 ( ) inf 1 : , ,
2E E

x y x y S x y  0, 2 . 

Банахово пространство E  называют равномерно выпуклым, если ( ) 0E  

для всех 0, 2 , или 2 -равномерно выпуклым, если существует такое 0,c  

что 2( )E c  для всех 0, 2 . Очевидно, что 2 -равномерно выпуклое про-

странство является равномерно выпуклым. Известно, что равномерно выпуклое 
банахово пространство рефлексивно. 

Банахово пространство E  называют гладким, если предел 

 
0

lim
t

x ty x
t

  (1) 
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существует для всех , Ex y S , и равномерно гладким, если предел (1) существует 
равномерно по , Ex y S . Между выпуклостью и гладкостью банахова простран-

ства E  и его сопряженного E  есть двойственность [34, 35]:  

E  — строго выпуклое пространство  E  — гладкое пространство;  

E  — гладкое пространство  E  — строго выпуклое пространство;  

E  — равномерно выпуклое пространство E  — равномерно гладкое 
пространство;  

E  — равномерно гладкое пространство E  — равномерно выпуклое 
пространство.  

Заметим, что при рефлексивности пространства E  две первые импликации 
можно обратить.  

Известно, что гильбертовы пространства и пространства pL  (1 2p ) 

являются 2-равномерно выпуклыми и равномерно гладкими (пространства pL  

равномерно гладкие для (1, )p ) [34, 35]. 

Многозначный оператор : 2EJ E , действующий следующим образом:  

 
22: ,Jx x E x x x x , 

называют нормализованным дуальным отображением. Известно [37], что: 
 если пространство E  гладкое, то отображение J  однозначно;  
 если пространство E  строго выпукло, то отображение J  инъективно  

и строго монотонно;  
 если пространство E  рефлексивное, то отображение J  сюръективно;  
 если пространство E  равномерно гладкое, то отображение J  равномерно 

непрерывно на ограниченных подмножествах .E   
Пусть E  — гладкое банахово пространство. Рассмотрим введенный Я. Аль-

бером [36] функционал  

 2 2( , ) 2 ,x y x Jy x y  , .x y E  

Из определения  следует полезное тождество: 

 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ,x y x z z y Jz Jy x z  , ,x y z E . 

Если пространство E  строго выпукло, то для ,x y E  имеем ( , ) 0x y   
 x y .  
Лемма 1 [36]. Пусть E  — равномерно выпуклое и равномерно гладкое банахово 

пространство, ( )nx , ( )ny  — ограниченные последовательности элементов .E  Тогда  

 0 0 ( , ) 0n n n n n nx y Jx Jy x y . 

Лемма 2 [38]. Пусть E  — 2-равномерно выпуклое и гладкое банахово про-
странство. Тогда для некоторого 1  выполняется неравенство 

 21( , )x y x y  ,x y E . 



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2021, № 5 85 

Пусть K  — непустое замкнутое и выпуклое подмножество рефлексивного, 
строго выпуклого и гладкого пространства .E  Известно [36], что для каждого 
x E  существует единственная точка ,z K  такая, что 

 ( , ) inf ( , )
y K

z x y x . 

Эту точку z  обозначают K x , а соответствующий оператор :K E K  
называют обобщенной проекцией E  на K  (обобщенной проекцией Альбера) [36]. 
Заметим, что если E  — гильбертово пространство, то K  совпадает с метриче-
ской проекцией на множество .K  

Лемма 3 [36]. Пусть K  — замкнутое и выпуклое подмножество рефлексив-
ного, строго выпуклого и гладкого пространства ,E  ,x E  .z K  Тогда 

 , 0 .Kz x Jz Jx y z y K  (2) 

Неравенство (2) равносильно следующему [36]: 

 ( , ) ( , ) ( , )K Ky x x x y x y K . 

Базовые сведения о монотонных операторах и вариационных неравенствах в 
банаховых пространствах можно найти в [1, 2, 4, 36, 37]. 

2. Алгоритм 

Пусть E  — 2-равномерно выпуклое и равномерно гладкое банахово про-
странство, C  — непустое подмножество пространства ,E  A  — оператор, дейст-

вующий из E  в *.E  Рассмотрим вариационное неравенство: 

 найти x C : , 0Ax y x  y C ,  (3) 

множество решений которого обозначим .S  
Предположим, что выполнены следующие условия: 
 множество C E  выпуклое и замкнутое;  

 оператор *:A E E  монотонный и липшицевый с константой 0L  на C ; 
 множество S  не пусто. 
Вариационное неравенство (3) можно сформулировать как задачу поиска не-

подвижной точки [36]: 

 1( )Cx J Jx Ax ,  (4) 

где 0 . Формулировка (4) полезна, поскольку содержит очевидную алгорит-
мическую идею. 

Рассмотрим дуальное вариационное неравенство: 

 найти x C : , 0Ay x y  y C .  (5) 

Множество решений (5) обозначим dS . Заметим, что множество dS  выпуклое  
и замкнутое [2]. Неравенство (5) иногда называют слабой или дуальной постанов-
кой (3) (или неравенством Минти), а решения (5) — слабыми решениями (3). Для 
монотонных операторов A  всегда имеем dS S . В данных условиях dS S  [2]. 

Далее предположим, что выполнено такое условие: нормализованное дуаль-

ное отображение *:J E E  секвенциально слабо непрерывно, т.е. из nx x  

слабо в E  следует nJx Jx  слабо  в E . 
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Теперь рассмотрим новый алгоритм для решения вариационного неравенства (3). 
Используем простое правило обновления параметров n  без информации о кон-
станте Липшица оператора A . Предлагаемый алгоритм является модификацией 
«forward-reflected-backward algorithm», недавно предложенного в [31] для реше-
ния операторных включений с суммой максимального монотонного и липшицево-
го монотонного операторов, действующих в гильбертовом пространстве.  

Предположим, что известна константа 1  из леммы 2. 

Алгоритм 1. Выбираем 0x E , 1x E , 1
20,  и числа 0 1, 0 . Пола-

гаем 1n . 

1. Вычислить 1
1 1 1( ( ))n C n n n n n nx J Jx Ax Ax Ax . 

2. Если 1 1n n nx x x , то СТОП, иначе перейти к шагу 3. 
3. Вычислить 

 
1

1
1 1 *

min , ,    если ,

,                       иначе.

n n
n n n

n n n

n

x x
Ax Ax

Ax Ax   

4. Положить : 1n n  и перейти к шагу 1. 
Задаваемая правилом пересчета последовательность ( )n  невозростающая и 

ограничена снизу числом 1
1min{ , }L . Следовательно, существует lim 0n

n
. 

Для последовательности ( )nx , порожденной алгоритмом 1, имеет место не-
равенство 
 1 1 12 ( ),n n n n n nAx Ax Ax y x   

 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n ny x x x y x  y С .  (6) 

Неравенство (6) дает обоснование правила остановки алгоритма. Действи-
тельно, при 1 1n n nx x x  из (6) вытекает , 0n nAx y x  для всех y С , 

т.е. nx S .  
Перейдем к доказательству сходимости алгоритма 1. 

3. Доказательство сходимости 

Имеет место следующее. 
Лемма 4. Для порожденной алгоритмом 1 последовательности ( )nx  имеет 

место неравенство 

 1 1 1 1
1

( , ) 2 , ( , )n
n n n n n n n

n
z x Ax Ax x z x x   

 1
1 1 1( , ) 2 , ( , )n

n n n n n n n
n

z x Ax Ax x z x x   

 1
1

1
1 ( , )n n

n n
n n

x x , 

где .z S  
Доказательство. Пусть .z S  Имеем 

 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n nz x z x x x 1 1 12 ( ),n n n n n nAx Ax Ax z x .  (7) 
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Воспользуемся монотонностью оператора .A  Имеем 

 1 1 1( ),n n n n n nAx Ax Ax z x 1 1,n n n nAx Ax z x  

 1 1 1,n n n nAx Ax z x 1 1
0

,n n nAx z x 1 1,n n n nAx Ax z x  

 1 1 1 1 1, ,n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x .  (8) 
Применив (8) в (7), получим 

 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) 2 ,n n n n n n n nz x z x x x Ax Ax z x   

 1 1 1 1 12 , 2 ,n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x .  (9) 

Используя правило пересчета ,n  оценим сверху слагаемое 12 n  

1 1,n n n nAx Ax x x  в (9). Имеем 

 1 1 1 1 1 1*2 , 2n n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x   

 2 21 1 1
1 1 1 12 n n n

n n n n n n n n
n n n

x x x x x x x x  

 1 1
1 1( , ) ( , )n n

n n n n
n n

x x x x . 

Приходим к неравенству 

 1 1 1 1
1

( , ) 2 , ( , )n
n n n n n n n

n
z x Ax Ax x z x x   

 1
1 1 1( , ) 2 , ( , )n

n n n n n n n
n

z x Ax Ax x z x x   

 1
1

1
1 ( , )n n

n n
n n

x x , 

что и требовалось доказать. ■ 
Сформулируем основной результат. 
Теорема 1. Пусть C  — непустое выпуклое и замкнутое подмножество 2-

равномерно выпуклого и равномерно гладкого пространства ,E  *:A E E  — 
монотонный и липшицевый оператор, S . Предположим, что нормализованное 
дуальное отображение J  секвенциально слабо непрерывно. Тогда порожденная 
алгоритмом 1 последовательность ( )nx  слабо сходится к некоторой точке .z S  

Доказательство. Пусть z S . Положим 

 1
1 1 1( , ) 2 , ( , )n

n n n n n n n n
n

a z x Ax Ax x z x x ,  

 1
1

1
1 ( , )n n

n n n
n n

b x x . 

Неравенство леммы 4 принимает вид 1n n na a b . Поскольку существует 

lim 0n
n

, то 1

1
1 1 2 (0, 1)n n

n n
 при .n  
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Покажем, что 0na  для всех достаточно больших n . Имеем 

 1
1 1 1( , ) 2 , ( , )n

n n n n n n n n
n

a z x Ax Ax x z x x   

 2 21
1 1 1*

1 2 n
n n n n n n n

n
x z Ax Ax x z x x  

 2 21 1
1 1

1 2 n n
n n n n n n

n n
x z x x x z x x   

 211 .n
n

n
x z  

Поскольку существует такое 0n , что 11 0n

n
 для всех 0n n , то 

0na  начиная с 0n .  
Теперь можем сделать вывод, что существует предел 

 1
1 1 1lim ( , ) 2 , ( , )n

n n n n n n n
n n

z x Ax Ax x z x x  

и  

 1
1

11
1 ( , )n n

n n
n nn

x x . 

Отсюда получаем ограниченность последовательности ( )nx  и 

1 1lim ( , ) lim 0n n n n
n n

x x x x . Поскольку  

 1
1 1 1lim 2 , ( , ) 0n

n n n n n n
n n

Ax Ax x z x x , 

то сходятся последовательности ( , ))nz x  для всех .z S   
Покажем, что все слабые частичные пределы последовательности ( )nx  при-

надлежат множеству .S  Рассмотрим подпоследовательность ( )
knx , слабо сходя-

щуюся к некоторой точке z E . Ясно, что z C . Покажем, что z S . Имеем 

 1 1 1 1( ), 0n n n n n n n nJx Jx Ax Ax Ax y x  y С . 

Отсюда, используя монотонность оператора A , выводим оценку 

 1 1, , ,n n n n n nAy y x Ax x x Ax y x  

 1
1 1 1 1

1 , ,n
n n n n n n

n n
Jx Jx y x Ax Ax y x  y С . 

Из 1lim 0n n
n

x x  и липшицевости оператора A  следует  

 1 *lim 0.n n
n

Ax Ax   

Благодаря равномерной непрерывности на ограниченных множествах нормализован-
ного дуального отображения J  получаем 1 *lim 0n n

n
Jx Jx . Таким образом:  

 lim , 0n
n

Ay y x  y С . 



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2021, № 5 89 

C другой стороны, , lim , lim , 0
kn n

k n
Ay y z Ay y x Ay y x  

y С . Следовательно, .z S  
Покажем, что последовательность ( )nx  слабо сходится к .z  Рассуждаем от 

противного. Пусть существует подпоследовательность ( )
kmx , такая, что 

kmx z  

слабо и z z . Ясно, что z S . Имеем 

 2 22 , ( , ) ( , )n n nJx z z z x z x z z . 

Отсюда выводим существование предела lim ,n
n

Jx z z . Благодаря сек-

венциальной слабой непрерывности нормализованного дуального отображения J  
получаем  

 , lim , lim , ,
k kn m

k k
Jz z z Jx z z Jx z z Jz z z , 

т.е. , 0Jz Jz z z . Отсюда следует .z z ■ 
Аналогично обосновывается слабая сходимость варианта алгоритма с посто-

янным параметром 0 . 

Алгоритм 2. Выбираем 0x E , 1x E , 10,
2 L

. Полагаем 1n . 

1. Вычислить 1
1 1( 2 )n C n n nx J Jx Ax Ax . 

2. Если 1 1n n nx x x , то СТОП, иначе положить : 1n n  и перейти  
к шагу 1. 

Частным случаем алгоритма 2 является популярный среди специалистов  
в области машинного обучения алгоритм оптимистического градиентного спуска 
(optimistic gradient descent ascent, OGDA) [8]. 

Теорема 2. Пусть C  — непустое выпуклое и замкнутое подмножество 2-
равномерно выпуклого и равномерно гладкого пространства ,E  оператор 

*:A E E  — монотонный и липшицевый с константой 0L . Пусть S   
и нормализованное дуальное отображение J  секвенциально слабо непрерыв-
но. Тогда порожденная алгоритмом 2 последовательность ( )nx  слабо сходится 
к точке .z S  

Заключение 

В данной работе предложен и изучен новый алгоритм решения вариацион-
ных неравенств в банаховом пространстве. Предлагаемый алгоритм является 
адаптивным вариантом «forward-reflected-backward algorithm» [31], где исполь-
зуемое правило обновления величины шага не требует знания липшицевой кон-
станты оператора. Кроме того, вместо метрической проекции на допустимое 
множество используется обобщенная проекция Альбера [36]. Преимуществом 
использования алгоритма является всего одно вычисление на итерационном 
шаге проекции на допустимое множество. Для вариационных неравенств с моно-
тонными, липшицевыми операторами, действующими в 2-равномерно выпук-
лом и равномерно гладком банаховом пространстве, доказана теорема о слабой 
сходимости метода.  

Опираясь на [39], аналогичные результаты, скорее всего, можно получить 
и для задач с псевдомонотонными, липшицевыми и секвенциально слабо непре-
рывными операторами, действующими в равномерно выпуклом и равномерно 
гладком банаховом пространстве.  
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В.В. Семенов, С.В. Денисов 

АДАПТИВНИЙ МЕТОД ОПЕРАТОРНОЇ 
ЕКСТРАПОЛЯЦІЇ ДЛЯ ВАРІАЦІЙНИХ 
НЕРІВНОСТЕЙ В БАНАХОВИХ ПРОСТОРАХ  

Багато актуальних задач дослідження операцій та математичної фізики може 
бути записано у формі варіаційних нерівностей. Розробка та дослідження 
алгоритмів розв’язання варіаційних нерівностей є напрямком прикладного 
нелінійного аналізу, що активно розвивається. Відзначимо, що часто негладкі 
задачі оптимізації можуть ефективно розв’язуватися, якщо переформулювати їх 
у вигляді сідлових задач і застосувати алгоритми розв’язання варіаційних 
нерівностей. Останнім часом намітився прогрес у вивченні алгоритмів для за-
дач в банахових просторах. Це обумовлено широким залученням результатів та 
конструкцій геометрії банахових просторів. В роботі запропоновано та 
досліджено новий алгоритм для розв’язання варіаційних нерівностей в банахо-
вому просторі. Пропонований алгоритм є адаптивним варіантом «forward-
reflected-backward algorithm», де використовується правило поновлення вели-
чини кроку, що не вимагає знання ліпшицевої константи оператора. Крім того, 
замість метричної проекції на допустиму множину використовується узагаль-
нена проекція Альбера. Перевагою використання алгоритму є лише одне об-
числення на ітераційному кроці проекції на допустиму множину. Для 
варіаційних нерівностей з монотонними, ліпшицевими операторами, що діють 
в 2-рівномірно опуклому та рівномірно гладкому банаховому просторі, доведе-
но теорему про слабку збіжність методу.  

Ключові слова: варіаційна нерівність, монотонний оператор, алгоритм, 
збіжність, адаптивність, 2-рівномірно опуклий банаховий простір, рівномірно 
гладкий банаховий простір.  

V.V. Semenov, S.V. Denisov 

ADAPTIVE OPERATOR EXTRAPOLATION  
METHOD FOR VARIATIONAL INEQUALITIES  
IN BANACH SPACES  

Many problems of operations research and mathematical physics can be formulated 
in the form of variational inequalities. The development and research of algorithms 
for solving variational inequalities is an actively developing area of applied nonlinear 
analysis. Note that often nonsmooth optimization problems can be effectively solved 
if they are reformulated in the form of saddle point problems and algorithms for solv-
ing variational inequalities are applied. Recently, there has been progress in the study 
of algorithms for problems in Banach spaces. This is due to the wide involvement of 
the results and constructions of the geometry of Banach spaces. A new algorithm for 
solving variational inequalities in a Banach space is proposed and studied. In addi-
tion, the Alber generalized projection is used instead of the metric projection onto the 
feasible set. An attractive feature of the algorithm is only one computation at the it-
erative step of the projection onto the feasible set. For variational inequalities with 
monotone Lipschitz operators acting in a 2-uniformly convex and uniformly smooth 
Banach space, a theorem on the weak convergence of the method is proved.  

Keywords: variational inequality, monotone operator, algorithm, convergence, 
adaptability, 2-uniformly convex Banach space, uniformly smooth Banach space. 
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