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Розглядаються оптимальні системи, що забезпечують для динамічних систем 
високі показники якості керування: швидкість, точність та низьку енерго-
витратність. Розвивається підхід до синтезу робастно-оптимальних систем 
на основі використання зворотних звʼязків зі змінною структурою та 
включає такі основні етапи: планування програмної оптимальної траєкто-
рії; визначення моментів перемикання керуючих функцій у ланцюгах зво-
ротного звʼязку обʼєкта; синтез керуючих функцій у відповідних ланцюгах 
зворотного звʼязку багатовимірного обʼєкта. Застосування запропоновано-
го порядку синтезу систем зі змінною структурою для різних типів обʼєктів 
на основі попередньої побудови оптимальних програмованих траєкторій 
стабілізації динамічних процесів дозволяє оптимізувати процеси стабіліза-
ції нелінійних нестаціонарних систем високого порядку. Оптимальні про-
грамні траєкторії стабілізації формуються з відрізків, усталених відносно 
відповідної похідної координати руху, на основі поліноміальних форм для 
заданих граничних умов і критерію оптимальності з урахуванням обмеже-
них значень керування і розвʼязується для часу моментів перемикання ке-
руючих впливів і часу закінчення перехідного процесу на основі системи 
алгебраїчних рівнянь. Синтез керування проводиться з урахуванням почат-
кових значень на основі рівнянь балансу сил і моментів, що діють на рухо-
мий обʼєкт, та їх похідних. Оптимальні траєкторія та керування формують-
ся таким чином, що задають при синтезі додаткового робастного контуру 
керування (зі зворотним звʼязком за виходом обʼєкта) для компенсації не-
повної визначеності математичної моделі та неконтрольованих (невимірю-
ваних) збурень і шумів, достатньо обмежені області зміни координат ру-
хомого обʼєкта відносно заданих значень. Це в подальшому дозволяє побу-
дову достатньо ефективних та практичних в реалізації робастно-оптимальних 
систем керування, наприклад морськими рухомими обʼєктами, квадрокопте-
рами, що функціонуть в умовах неповної визначеності.  

Ключові слова: рухомі обʼєкти, нелінійні нестаціонарні моделі, оптиміза-
ція, програмовані траєкторії, критерії оптимальності.  

Вступ  

Перспективним та ефективним напрямком розвитку сучасних систем керу-
вання рухомими обʼєктами різного призначення представляються методи синтезу 
робастно-оптимальних систем, основи яких закладені в [1, 2] та в публікаціях ін-
ших авторів і розвиваються в подальших роботах, наприклад, в [3–5]. Ці методи 
дозволяють розвʼязувати дуальну задачу: оптимальне керування в умовах непов-
ної визначеності. Вимоги оптимальності процесів керування визначаються насам-
перед необхідністю зниження енергетичних витрат за умов обмежених ресурсів 
керування чи максимальної швидкодії перехідних процесів у критичних режимах 
функціонування обʼєкта керування. При цьому на першому етапі синтезується 
оптимальна система керування на основі сформованої максимально математично 
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точної динамічної моделі обʼєкта та навколишнього середовища з урахуванням 
інформації розвинутої системи сенсорів та датчиків, що в повній мірі вимірюють 
координати обʼєкта керування та параметри середовища. На другому етапі синте-
зується робастний контур, який компенсує неповну визначеність щодо параметрів 
моделі, шумів вимірювання та значень неконтрольованих зовнішніх збурень. При 
синтезі оптимального керування динамічними системами застосовуються методи, 
створені переважно на основі класичного варіаційного обчислення. Це призводить 
до необхідності формування багатовимірних крайових задач зі складно визначе-
ними додатковими функціями Лагранжа та обчислювальними труднощами 
розвʼязання у реальному часі систем вище третього порядку. Альтернативний 
шлях синтезу на основі використання рівняння Ріккатті застосовується для крите-
рію мінімуму витрати енергії та обмежений квазістаціонарними рішеннями. При 
цьому класичні критерії оптимальності базуються на застосуванні матриць ваго-
вих коефіцієнтів, формалізація яких достатньо ускладнена, і в той же час значення 
вагових коефіцієнтів безпосередньо входять до виразів для синтезованого керу-
вання, що при некоректному завданні коефіцієнтів знижує ефективність процесу 
оптимізації [6]. Необхідно також відзначити застосування класичних методів 
управління в основному для лінійних стаціонарних динамічних систем, що істот-
но звужує клас можливих моделей обʼєктів керування. 

Складність синтезу керування багатовимірними обʼєктами зумовила розроб-
ку підходу до формування бажаних траєкторій на основі розвʼязання зворотних 
задач динаміки. Симетрія рішень моделювання руху та синтезу керування дозво-
лила зосередитися на розробці програмованих траєкторій рухомих обʼєктів на по-
чатковому етапі синтезу керування. Ці методи спрощують синтез оптимального 
керування, оскільки не вимагають вирішення рівнянь Ріккатті чи крайових задач. 
При формуванні відповідних вимог до керованого процесу і бажаних (оптималь-
них) траєкторій рухомого обʼєкта синтез ґрунтується на розвʼязанні зворотних 
задач динаміки з високою динамічною точністю та забезпеченням стійкості 
процесів [7–9].  

Завдання синтезу оптимальних стабілізаційних систем для вихідних коорди-
нат різних рухомих обʼєктів, включаючи забезпечення додаткових показників 
якості перехідного процесу, вирішуються на основі алгебраїчних рівнянь матриці 
Ляпунова за квадратичним критерієм шляхом синтезу оптимальних контролерів у 
статичних і динамічних зворотних звʼязках. Слід зазначити, що обчислювальна 
складність аналітичного проектування субоптимальних контролерів значно зрос-
тає зі збільшенням порядку керованого обʼєкта і ускладнює їх практичне застосу-
вання при синтезі систем керування [10, 11]. 

Використання принципів модального керування та формули Акермана пе-
редбачає евристичні припущення про оптимальність перехідного процесу та до-
зволяє формувати бажані траєкторії для різних розподілів параметрів для забезпе-
чення відповідного типу перехідного процесу. До методів оптимізації процесів 
керування рухомими обʼєктами також належать: підходи з використанням функ-
цій Ляпунова; системи зі статичними зворотними звʼязками, що ґрунтуються на 
використанні лінійних матричних нерівностей; побудова обмеженого зворотного 
звʼязку із забезпеченням додаткових властивостей перехідних процесів; форму-
вання ковзних режимів; системи стабілізації на основі кількісної теорії зворот-
ного звʼязку; H∞-синтезу та інших підходів [12–17]. При синтезі скалярного ке-
рування досить умовно надаються відповідні додаткові матриці параметрів. 
Також розроблені методи високої обчислювальної ефективності, засновані на 
H-оптимізації для динамічних систем високого порядку, але обмежені в основно-
му лінійними системами. 
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Можливий підхід до синтезу робастно-оптимальних систем базується на ви-
користанні зворотних звʼязків зі змінною структурою та включає такі основні 
етапи: планування програмованої оптимальної траєкторії; визначення моментів 
перемикання керуючих функцій у ланцюгах зворотного звʼязку обʼєкта; синтез 
керуючих функцій у відповідних ланцюгах зворотного звʼязку багатовимірного 
обʼєкта. Основні особливості та методи побудови алгоритмічних процедур синтезу 
керування викладено для моделей морських рухомих обʼєктів та квадрокоптерів  
в роботах [18–20], узагальнений підхід щодо рухомих обʼєктів різного виду пред-
ставлено в [21, 22]. 

Принципи формування програмованих траєкторій стабілізації 

Програмовані (оптимальні) траєкторії стабілізації рухомого обʼєкта можуть 
бути сформовані з використанням поліноміальних або експоненціальних форм, 
між якими існує тісний звʼязок, бо звичайно експоненту можна представити як 
нескінчений поліноміальний ряд. Але саме обмежене першими членами ряду по-
ліноміальне представлення значно спрощує процес формування програмованих 
траєкторій, як відрізків усталених відносно відповідної похідної координати ру-
хомого обʼєкта, та подальший синтез керування, що забезпечує рух за сформова-
ними бажаними (оптимальними) траєкторіями. Формалізація виду поліноміальної 
траєкторії визначається вимогами до оптимальності процесу керування, його типу 
та значеннями граничних умов, а також обмеженнями на керуючий вплив. При 
цьому поліноміальна форма траєкторій має такі переваги: 

• можливість точної побудови оптимальних траєкторій у вигляді відрізків 
усталеного руху щодо різних похідних змінних координат рухомого обʼєкта, 
що забезпечується відповідним балансом сил і моментів, що діють на обʼєкт, 
та їх похідних; 

• незалежне формування траєкторій з кожної координати для розширених ба-
гатовимірних нелінійних нестаціонарних моделей рухомих обʼєктів; 

• знаходження точок переходу між відрізками усталених траєкторій на 
основі рішення системи алгебраїчних рівнянь з урахуванням заданих гранич-
них умов; 

• синтез оптимального керування здійснюється для прямих умов оптималь-
ності, які характеризуються мінімальним часом стабілізації, або витрат кінетичної 
енергії (витрата потенційної енергії для просторового руху рухомого обʼєкта ви-
значається значенням заданої вертикальної координати обʼєкта); 

• урахування максимальних/мінімальних обмежень на керування відбуваєть-
ся безпосередньо при формуванні програмованих траєкторій. 

Траєкторії стабілізації рухомих обʼєктів визначаються граничними умовами, 
при цьому найбільш універсальним способом їхнього завдання будуть точки фа-
зових траєкторій (або значення змінних стану) для різних видів керування: пере-
міщення в задану точку тривимірного простору, послідовність точок заданої 
траєкторії або сукупність точок допустимої області тощо. Можна вважати, що для 
кожної конкретної задачі стабілізації відповідним чином задаються граничні умо-
ви, але порядок формування траєкторії базується на переміщенні в задану сукуп-
ність кінцевих точок координат рухомого обʼєкта. 

Розглянемо просторовий рух обʼєкта без урахувань зовнішніх збурень, які 
розділяються на вимірювані (контрольовані) та невимірювані (неконтрольовані), 
та в свою чергу вимірювані складові можуть враховуватися при синтезі програм-
ного керування, а невимірювані — при синтезі робастного. Систему рівнянь для 
узагальненої нелінійної нестаціонарної моделі керованого рухомого обʼєкта  
у векторно-матричній формі запишемо у змінних стану 
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   ( )= ( ) ( )+ ( ) ( ),t t t t tX XX A X B U  (1) 

де X — вектор, розмірністю (12∗1) керованих координат; U — вектор, роз-
мірністю (12∗1) керувань; AX, BX — матриці, розмірністю (12∗12) параметрів ру-
хомого обʼєкта, що залежать від керованих координат та часу. 

Матриця AX формується з демпфуючої складової, що враховує сили тертя, 
пружності та аерогідродинамічного опору ′XA , а також складової ,′′A  що визна-
чає звʼязок між змінними стану. Для узагальненої моделі врахуємо тільки сили 
аерогідродинамічного опору, і тоді робота при русі обʼєкта (за відсутності 
зовнішніх збурень) за траєкторіями стабілізації виконується керуючими та демп-
фуючими силами. Для оцінки витрат енергії через демпфуючі сили необхідно вве-
сти дисипативну функцію Релея у вигляді інтегралу квадратичної форми 

 T

0
( ) 0,5 ,

T
j j jD dt′= − ∫ XX X A X



    (2) 

де jX  — фізичні швидкості руху обʼєкта керування за кожну j-ю координату 

(j = 1, …, 6). 
Для оптимізації задачі мінімальних енерговитрат на основі рівнянь (1), (2) 

сформуємо функціонал, що мінімізується, у вигляді функції Лагранжа:  

 T T0,5 0,5 ( ).j jL ′= − + + − −T
X XXX A X U QU λ X A X B U



    (3) 

Знаходження екстремуму для функції Лагранжа (3) моделі нелінійного не-
стаціонарного обʼєкта — достатньо складна задача, тому для ілюстрації отриман-
ня відповідного розвʼязання у вигляді поліноміальних траєкторій стабілізації 
обʼєкта керування розглянемо лінійну стаціонарну систему спочатку при русі без 
аерогідродинамічного опору (класична задача керування у космічному просторі; 
при цьому ′XA



 — нульова матриця): 

   ( )= ( )+ ( )t t t′′X A X BU   (4) 

та запишемо для функції Лагранжа  

 T0,5 ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]L t t t t t t′′= + − −TU QU λ X A X BU . (5) 

Екстремум функціонала (5) визначається рівнянням Ейлера–Лагранжа:  

 T( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )
L d L t t
t dt t

∂ ∂ ′′− = − − =
∂ ∂

A λ λ
X X





  (6) 

та для керування — 

 T( ) ( ) 0.
( )
L t t
t

∂
= − =

∂
QU B λ

U
 (7) 

З рівняння (7) оптимальне керування можна записати наступним чином: 

 1 T
opt ( ) ( ).t t−=U Q B λ   (8) 

Матриці ′′A  та T( )′′A  матимуть вигляд для системи шостого порядку (ана-
логічні вирази будуть і для повної моделі рухомого обʼєкта):  
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 T

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

; ( ) .
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

   
   
   
   

′′ ′′= =   
   
   
      
   

A A  

Звідси та з рівняння (6) матимо розвʼязання для λi наступного виду: 

 T( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )
L d L t t
t dt t

∂ ∂ ′′− = − − =
∂ ∂

A λ λ
X X





 для i = 1, 3, 5; 

 ( )i i jt C t C= − +λ  для i = 2, 4, 6, 

де Ci, Cj — постійні часу, що визначаються на основі заданих граничних умов і 
часу керування. Це дає відповідні поліноміальні вирази для керування після під- 
становки в рівняння (8) та далі для рівнянь (4) оптимальних траєкторій  

 1 T  ( )= ( )+ ( )t t t−′′X A X BQ B λ . (9) 

Для більш повної задачі керування рухомим обʼєктом, якщо матриця ′XA  не 
буде нульовою, отримаємо для багатовимірного лінійного стаціонарного обʼєкта 
складну для розвʼязання крайову задачу. Для уникнення значного ускладнення 
задачі синтезу оптимального керування та оптимальних траєкторій пропонується 
на першому етапі визначати оптимальні траєкторії, використовуючи їх поліно-
міальний вигляд, для прямих умов оптимальності та з урахуванням заданих гра-
ничних умов.  

Представимо траєкторії обʼєкта, який здійснює рівномірний (щодо швидкості 
з нульовим прискоренням) або рівномірно прискорений (щодо прискорення  
з нульовою третьою похідною), або усталений відносно третьої похідної (з ну-
льовою четвертою похідною) і далі, усталене для (m–1)-ї похідної (нульової m-ї 
похідної), рух. 

Динамічне рівняння руху лінійного стаціонарного обʼєкта на основі (9) на відріз-
ку траєкторії, обмеженої часом 0 ÷ T, прийме вигляд для нульової m-ї похідної 

 

( ) ( )
1 ( )

0 0
0 0 0 0... = ... + ( )

( 1)! ( )!

m m
m mT T

T T t
m m

−   
+ + + + + +   −   

X X
X X A X X BU   , (10) 

де 
)(

0

i
X  — початкові значення керованих координат та їх похідних, i = 0, ..., m. 

При цьому з рівняння (10) отримаємо для керування, що забезпечує рух на 
заданому відрізку траєкторії, вираз 

 
( )2

0
0

( )
!

iim

i

TT
i

−

=
= ∑U U , (11) 

де порядок m та значення
( )

0
i

U  обмежені фізичними можливостями компонентів 
рушіїв керування. 
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Траєкторія стабілізації рухомого обʼєкта з початкового відрізка на заданий 

відрізок траєкторії в момент часу перемикання s
it за умови, що керуючий 

вплив (11) обмежений тільки здатністю його реалізації, описується системою 
таких векторних рівнянь: 

  

 

 (12) 

 

 

де ( )s
itX  — вектор змінних стану рухомого обʼєкта; s

it  — моменти перемикання 
керуючих функцій на i-му відрізку траєкторії. 

Завдання визначення необхідного часу 1( )s s
i it t −−  руху на кожному відрізку 

траєкторії розвʼязується з урахуванням рішення системи алгебраїчних рівнянь (12) 
для заданих граничних умов. 

Прямі умови оптимальності траєкторій  

При формуванні критеріїв оптимальності процесів керування рухомими 
обʼєктами можна спиратися на розділення функціональних вимог: мінімальні 
енерговитрати в робочих (технологічних) режимах керування рухомим обʼєктом  
(з урахуванням витрат енергії на стабілізацію літального обʼєкта на заданій висо-
ті) та максимальну швидкість при критичних, екстремальних режимах роботи.  

Для першого визначеного завдання оптимального керування формуються ви-
моги забезпечення оптимальної траєкторії Xopt(t) стабілізації динамічної системи 
за всіма заданими керованими координатами з виконанням оптимального крите-
рію мінімальної витрати енергії управління U(t) 

 
0

( , ) min .
T

J Q dt= =∫ X U  (13) 

Друге завдання визначає задачу максимальної швидкодії перехідних процесів 
у динамічних системах та забезпечує мінімальний інтервал часу перехідного процесу 

 
0

min .
T

J dt= =∫  (14) 

Для формування умов оптимальності траєкторій на основі оцінки витрат 
кінетичної енергії у горизонтальній площині й рівних граничних умовах розгля-
немо процес стабілізації рухомого обʼєкта на двох можливих траєкторіях, які опи-
суються наступними рівняннями: 

 

( )
1

1 1( ) (0) (0) ... (0) ,
!

ll TT T
l

= + + +X X X X

 (15) 

1( 1) ( )
1 1

1 1 1

2 1( 1) ( )
1 1

1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ... ( ) ( ) ,

( 1)! !

( ) ( )
( ) ( ) ... ( ) ( ) ,

( 2)! ( 1)!
................................

s s m s s mm m
s s s si i i i
i i i i

s s m s s mm m
s s s si i i i
i i i i

t t t t
t t t t

m m

t t t t
t t t t

m m

−−
− −

− − −

− −−
− −

− − −

− −
= + + ±

−

− −
= + + ±

− −

X X X X

X X X X 

( 1) ( 1) ( )
1 1 1

.............................................................,

( ) ( ) ( )( ),
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i i i i it t t t t

− −

− − −= ± −X X X
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( )

2
2 2( ) (0) (0) ... (0) ,

!

rr T
T T

r
= + + +X X X X   (16) 

де X(0), X(T1) = X(T2) — вектори початкових і кінцевих координат стану; 
T1, T2 — час руху за кожною траєкторією; l > r — порядок вищих похідних 
вектора координат. 

Зміна кінетичної енергії рухомого обʼєкта для траєкторії (15) матиме вигляд 

 T T
1 1 1

1 [ ( ) ( ) (0) (0)]
2

E T T∆ = −X MX X MX    , 

де 
1( )

1
1 1( ) (0) (0) ... (0) ;

( 1)!

ll T
T T

l

−
= + + +

−
X X X X    М — матриця мас і моментів інерції 

обʼєкта; для траєкторії (16) —  

 T T
2 2 2

1 [ ( ) ( ) (0) (0)]
2

E T T∆ = −X MX X MX    , 

де 
1( )

2
2 2( ) (0) (0) ... (0) .

( 1)!

rr T
T T

r

−
= + + +

−
X X X X    

Для оцінки енергії, необхідної для переходу обʼєкта керування з початкового 
стану у заданий кінцевий стан за траєкторією (15), отримаємо з урахуванням 
представлення квадратичної форми 

 

1 1 10 1 1
, 1 , 1

( ) ( )
1 1

1 1

, 1 , 1

( ) ( ) (0) (0)

(0) (0)
[ (0) ... )][ (0) ... )] (0) (0).

( 1)! ( 1)!

n n
T ik i k ik i k

i k i k
l l

l ln n
i k

ik i k ik i k
i k i k

E E E m x T x T m x x

x T x T
m x x m x x

l l

= =

− −

= =

∆ = − = − =

= + + + + −
− −

∑ ∑

∑ ∑

   

   

  

Для траєкторії (16) маємо 

2 2 20 2 2
, 1 , 1

( ) ( )
1 1

2 2

, 1 , 1

( ) ( ) (0) (0)

(0) (0)
(0) ... ) (0) ... ) (0) (0).

( 1)! ( 1)!

n n
T ik i k ik i k

i k i k
r r

r rn n
i k

ik i k ik i k
i k i k

E E E m x T x T m x x

x T x T
m x x m x x

r r

= =

− −

= =

∆ = − = − =

   
= + + + + −   − −   

∑ ∑

∑ ∑

   

   

 

Припустимо, 1 2  0E E E∆ = ∆ −∆ > . Для доказу даного твердження за умови 

(0) 0ix > , а також прийняття l = r +1 досить розглянути позитивність виразів виду 

1 2[ ( ) ( )];ik i ik im x T m x T−   1 2[ ( ) ( )];ik k ik km x T m x T−   1 1 2 2[ ( ) ( ) ( ) ( )],ik i k ik i km x T x T m x T x T−     

або, що тотожно, виду 1 2[ ( ) ( )] 0i ix T x T− >  , 1 2[ ( ) ( )] 0.k kx T x T− >    
Тоді, наприклад, для i-ї координати обʼєкта запишемо 

 
1( ) ( 1)

1 2
1 2(0) ... (0) (0) ... (0)

( )! ( 1)!

r rr r
i i i i

T T
x T x x T x

r r

−−
+ + − − − =

−
   

 
( ) ( ) ( )

1 2 2 2
1 2(0)( ) ... (0) (0) (0) 0,

( )! ( )! ( )!

r r r rr r r
i i i i i

T T T T
x T T x x S x

r r r
−

= − + + + = + >   (17) 
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де 
( )

1 2
1 2(0)( ) ... (0)

!

r rr
i i i

T T
S x T T x

r
−

= − + + . 

У той же час за умови xi (T1) = xi (T2) можна записати 

 
 

1( 1) ( )
1 2

1 2

1( 1)
1

(0) (0) ... (0) (0) (0) ... (0)
( 1)! !

(0) 0.
( 1)!

r rr r
i i i i i i

rr
i i

T T
x x T x x x T x

r r

T
S x

r

++

++

+ + + − − − − =
+

= + =
+

 

 (18) 

Оскільки 
1( 1)

1(0) 0
( 1)!

rr
i

T
x

r

++
>

+
, то з (18) слідує Si < 0, що можливо при T1 < T2. 

Таким чином, траєкторія (15) описує рух з більшою швидкодією порівняно з 
траєкторією (16). 

Одержавши з рівняння (18) проміжну суму Si, підставляємо її у (17) і для 
умови E∆  > 0 маємо вираз 

 
1( ) ( 1)

2 1(0) (0) 0
( )! ( 1)!

r rr r
i i

T Tx x
r r

++
− >

+
.  

З урахуванням T2 > T1 запишемо 

 
( ) ( )

2 1(0) (0)
( )! ( )!

r rr r
i i

T Tx x
r r

> , 

а також, прийнявши для траєкторій руху досліджуваних динамічних обʼєктів 
умови 

 
1( ) ( 1)

1 1(0) (0)
( )! ( 1)!

r rr r
i i

T T
x x

r r

++
>

+
, 

одержимо нерівність (17). 
Робота при русі обʼєкта (за відсутності зовнішніх збурень) на траєкторіях ви-

ду (15) і (16) обумовлена зміною кінетичної енергії, відповідно, 1E∆  і 2E∆ , що 
створюється керуючими й демпфуючими (аерогідродинамічного опору) силами. 
Для оцінки енергетичних витрат, обумовлених силами демпфірування, викори-
стаємо дисипативну функцію Релея (2). Порівняльний аналіз дисипативних 
функцій демпфірування для траєкторій (15) і (16), проведений аналогічно розгля-
нутому аналізу загальних витрат кінетичної енергії, показує виконання умови 

1 2( ( )) ( ( ))D T D T>X X   для 1 2[ ( ) ( )] 0i ix T x T− >  , 1 2[ ( ) ( )] 0k kx T x T− >  , що при вико-
нанні (17) означає для траєкторії (15) порівняно більші із траєкторією (16) витрати 
енергії на керуючий вплив.  

Приведені дослідження дозволяють зробити висновок щодо прямих умов 
оптимальності для практичної побудови траєкторій динамічного обʼєкта при по-
зитивних значеннях похідних вектора координат. Траєкторія для заданих гранич-
них умов буде оптимальна за крітерієм максимальної швидкодії (14), кількістю 
та значеннями похідних відповідної координати, з урахуванням обмежень на ке-

руючий вплив: optmin ( )iT x t= →  для заданих 
( ) ( )

0( ); ( )
k k
i ix t x T  при  
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( )

0

( )
0

( )

max max [ ( ), ]
k

i

k
i i

k
x t

x x t t
  
 
  
   (19) 

та умові 
( ) ( )

max0 0( ) { ( ), }.
k k

ii ix t f x t u=   
Для траєкторії з мінімумом витраченої енергії матимемо умови оптималь-

ності (які на відміну від крітерію (13) не потребують визначення вагової матриці): 

optmin ( )iE x t= →  для заданих значень 
( ) ( )

0( ); ( )
k k
i ix t x T  при  

 
( )

0

( )
0

( )

min min [ ( ), ]
k

i

k
i i

k
x t

x x t t
  
 
  
 .  (20) 

Наведені результати ілюструють для системи четвертого порядку порівняль-
ний аналіз траєкторій переміщень (рис. 1), швидкостей (рис. 2) та керувань 
(рис. 3) (за відсутності дій демфуючих сил), сформованих за критерієм макси-
мальної швидкодії (безперервна лінія, змінні визначені індексом A, витрати 
енергії керування — 27,8 у.о.) та мінімальних витрат енергії керування (перерив-
часта лінія змінні визначені індексом B, витрати енергії — 22,25 у.о.). 
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Рис. 1 
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Рис. 2 
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Рис. 3 

Алгоритми визначення моментів перемикання керуючих впливів 

Аналіз існуючих та перспективних завдань керування рухомими обʼєктами 
показує можливість обмежити кількість оптимізованих керованих координат 
трьома основними. Для надводного морського рухомого обʼєкта (судна) — це 
стабілізація в горизонтальній площині для поздовжнього і поперечного лінійного 
переміщення, а також обертального руху (нишпорення) навколо осі, що прохо-
дить через центр тяжіння та визначається кутом курсу. Інші види качання прак-
тично некеровані — бічна, що характеризується кутом крену (частково керована 
для дуже обмеженого типу суден з активними заспокійниками качання), кільова, 
яка визначається кутом диференту, та вертикального переміщення (качки) судна. 

Автоматичні режими керування просторовими рухомими обʼєктами (підводні 
обʼєкти, квадрокоптерні безпілотні літальні апарати) характеризуються, з точки 
зору оптимального керування, трьома основними координатами: лінійними швид-
костями (чи переміщеннями), при цьому кутові змінні, що визначають орієнтацію 
квадрокоптера, мають відносно незначні амплітуди та достатньо ефективно керу-
ються ПІД-регуляторами. Наприклад, для квадрокоптерів малі змінні крену і тан-
гажу забезпечують переміщення обʼєкта за лінійними координатами, а нишпорен-
ня повинно утримуватися в межах нульових значень. 

Таким чином, для спрощення найбільш загального завдання оптимального 
керування рухомими обʼєктами можна виділити в ієрархії керованих координат 
три старші, що визначають основне завдання керування, і три молодші (до-
поміжні). Відповідно для основних завдань оптимального керування рухомими 
обʼєктами старших змінних стану буде загалом шість (наприклад, лінійні пе-
реміщення та швидкості для квадрокоптера). 

Зазначимо також, що застосування запропонованого підходу дозволяє вико-
ристовувати диференційні рівняння для синтезу керування рухомого обʼєкта у 
формі відносно швидкостей руху, а переміщення та кути визначаються за допомо-
гою алгебраїчної системи траєкторій руху виду (12) для відповідних граничних 
умов, на відміну від класичних методів, де саме динамічна система розширюється 
за рахунок змінних стану, бо потребує розвʼязання для всіх граничних умов, 
включаючи переміщення (кути) та швидкості.  

Розглянемо завдання керування для критерію максимальної швидкодії пере-
хідних процесів (19) в динамічних системах, що виражається в забезпеченні 
мінімального інтервалу часу 0 ÷ T. Тоді для загальної задачі керування траєкторію 
рухомого обʼєкта в перехідному режимі для кожної з трьох старших координат 
можна подати у вигляді відрізків «розгону» та «гальмування», кількість яких 
визначається кількістю (порядком) керованих координат. Оскільки час перехідного 
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процесу за кожною керованою координатою у загальному випадку буде різним, ви-
никає необхідність при досягненні заданих (чи розрахованих) контрольних значень 
за якоюсь координатою (назвемо її провідною, що має порівняно більш потужне ке-
рування) її подальше фіксування в контрольній точці до досягнення іншими коор-
динатами своїх заданих контрольних значень. Друга за швидкодією координата зі 
старших буде супровідною, а третя, що найповільніше змінюється, буде веденою. 
Провідна, супровідна і ведена координати визначаються на основі розрахунку часу 
перехідного процесу для кожної керованої координати відповідно до заданого кін-
цевого стану рухомого обʼєкта.  

Врахування обмежень на керуючий вплив фізичних рушіїв обмежує кількість 
можливих керованих похідних координати та їх значення, що впливає на форму 
оптимальної траєкторії та враховується при її розрахунку. Розроблено алгоритми 
для багатовимірної системи при заданих граничних умовах і значеннях похідних 
вектора координат обʼєкта з урахуванням керуючих обмежень. Ці алгоритми ба-
зуються на розвʼязуванні систем алгебраїчних рівнянь у формі (12) і включають 
вибір провідної, супровідної та веденої координати, формування оптимальних 
траєкторій та визначення відповідної послідовності моментів перемикань керую-
чих функцій у зворотних звʼязках керованого обʼєкта. 

Для побудови оптимальної траєкторії за максимальною швидкістю (19) та 
визначення моментів перемикання з урахуванням максимальних обмежень на ке-
руючу дію формується алгоритм, наприклад, для системи шостого порядку: 

• розрахунок необхідного часу для переходу в задане значення для кожної 
керованої координати розвʼязанням системи рівнянь руху (12), складених на ос-
нові виду оптимальних траєкторій з урахуванням обмежень на керуючий вплив, 
необхідних умов оптимальності та заданих граничних умов;  

• розрахунок кількості та координат контрольних точок, через які повинні 
проходити траєкторії керованих координат для попадання в задану кінцеву точку;  

• визначення провідної, супровідної та веденої координат, при цьому провідна 
координата визначається за найменшим необхідним часом переходу в контрольну 
точку, а супровідною буде координата, у якій необхідний час для переходу в кон-
трольну точку більший, ніж у провідної, але менший веденої;  

• переведення провідної координати в контрольну точку (при цьому су-
провідна та ведена координати переміщуються у довільні точки), фіксація 
провідної координати та розрахунок проміжних значень супровідної та веденої 
координат;  

• визначення траєкторії переведення та фіксація супровідна координаті  
в контрольній точці (при цьому ведена координата переміщується у довільну 
точку) з урахуванням додаткових обмежень на керуючий вплив, які викликані 
необхідністю фіксації провідної координати;  

• визначення траєкторії переходу веденої координати в контрольну точку з 
урахуванням додаткових обмежень на керуючий вплив, що визначаються необ-
хідністю фіксації провідної та супровідної координат, та перехід веденої координати;  

• переведення всіх координат у заданий кінцевий стан.  
Результати моделювання (див. рис. 4–6) демонструють траєкторії стабілізації 

рухомого обʼєкта четвертого порядку, реалізовані на основі наведеного вище ал-
горитму (шляхом його спрощення для двох керованих координат — провідної: 
переміщення x1 і швидкості x2 та веденої: переміщення y1 і швидкості y2); графіки 
керувань (рис. 7) за відсутності дії демфуючих сил (при нульовій матриці ′XA



) та 
керувань (рис. 8) для траєкторій виду (див. рис. 2–4) при дії демфуючих сил 
(ненульовій матриці ′XA



) (див. рис. 8). 
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Рис. 8  

Синтез керування, що забезпечує рух за оптимальними траєкторіями 

Представимо відрізки траєкторії стабілізації нелінійного нестаціонарного ру-
хомого обʼєкта щодо відповідної усталеної координати як баланс сил і моментів, 
що діють на рухомий обʼєкт, та їх похідних. Після диференціального перетворен-
ня рівняння (1) отримаємо: 

• для нульової першої похідної ( ) 0t =X  

 ( ) ( ) 0;t t+ =X XA X B U    (21) 

• для нульової другої похідної ( ) 0t =X  

  
2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;

t t t t

t t t

+ + + =

= + + + + =

X X X X

X X X X X X

A X A X B U B U

A A X A B B U B U

   

  

  (22) 

• для нульової третьої похідної ( ) 0t =X  

 3 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 2 ) ( ) (2 ) ( )
( 2 ) ( ) ( ) 0.

t t t t t t t t

t t
t t

+ + + + + + + =
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X X X X
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  (23) 

Рівняння (21)–(23) дозволяють отримати вирази для керування, що реалізу-
ються у зворотних звʼязках системи керування рухомим обʼєктом з урахуванням 
обмежень на керуючий вплив, забезпечують нульові значення відповідних похід-
них вектора координат та, таким чином, практично можливі траєкторії стабілізації 
обʼєкта у такій формі, відповідно: 

 1( ) ( ) ( ),t t t−= − X XU B A X    

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t t t+ + = − +X X X X X XA B B U B U A A X     (24) 

 
2

3

(2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( )

( 2 ) ( ).

t t t

t

+ + + + + + =

= − + + +

X X X X X X X X X X X

X X X X X X

A B A B A B B U A B B U B U
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Необхідною умовою розвʼязання рівнянь (24) є визначення початкових умов 
для керування в момент часу при переході з i-го відрізка траєкторії з початковими 

координатами ( ), ( ), ( )s s st t tX X X   на наступний (i + 1)-й відрізок: 

0             4             8             12            16          20 
  t, c 

 
 

   
 
 

  
 
 

  
 
 

  

0             4             8             12            16           20 
  t, c 

 
 

   
 
 

  
 
 

  
 
 

  

u1 
 

1 

0,5 
 

0 

– 0,5 

– 1 
 

– 1,5 

u2 
 

10 

5 
 

0 

– 5 

– 10  

 
 

 

 
 

 



74 ISSN 2786-6491 

 

1

1

1

( ) ( )[ ( ) ( ) ( )],

( ) ( )[ ( ) ( ) ( )],

( ) ( )[ ( ) ( ) ( )].

s s s s s

s s s s s

s s s s s

t t t t t

t t t t t

t t t t t

−

−

−

= −

= −

= −

X X

X X

X X

U B X A X

U B X A X

U B X A X



  

  

   

Узагальнена схема, що реалізує оптимальні програмовані траєкторії 
стабілізації рухомого обʼєкта, зображена на рис. 9 (БКП — блок ключів переми-
кання; БФПЗК — блок формування початкових значень керування; s

ijt  — момент 

перемикання на i-му відрізку траєкторії для j-ї координати). 

 

Рис. 9  

Висновок  

Оптимальні системи дозволяють забезпечити для динамічних систем 
найбільш високі показники якості керування: швидкодії, точності і мінімальні 
витрати енергії. При цьому для багатовимірних нелінійних систем виникають 
значні обмеження застосування класичних методів оптимального керування, 
повʼязані з обчислювальними труднощами вирішення крайових завдань, корект-
ністю формування вагових матриць критеріїв оптимальності тощо. Застосування 
запропонованого порядку синтезу систем зі змінною структурою для різнотипних 
обʼєктів на основі попередньої побудови оптимальних програмованих траєкторій 
стабілізації динамічних процесів дозволяє оптимізувати процеси стабілізації 
нелінійних систем високого порядку. Оптимальні програмовані траєкторії 
стабілізації формуються на основі поліноміальних форм для заданих граничних 
умов та критерію оптимальності з урахуванням обмежених значень керування 
та розвʼязуються для часу моментів перемикання керуючих впливів та закін-
чення перехідного процесу на основі системи алгебраїчних рівнянь. Синтез 
керувань, що забезпечує стабілізацію за визначеними оптимальними 
траєкторіями, здійснюється на основі диференційного перетворення системи 
рівнянь обʼєкта та формування керуючих впливів у зворотних звʼязках керо-
ваної системи.  

Оптимальні траєкторія та керування формуються таким чином, що задають 
при синтезі додаткового робастного контуру керування (зі зворотним звʼязком за 
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виходом обʼєкта) для компенсації неповної визначеності математичної моделі та 
неконтрольованих (невимірюваних) збурень і шумів достатньо обмежені області 
зміни координат рухомого обʼєкта відносно заданих значень. Оскільки рухомі 
обʼєкти при проектуванні та створенні достатньо вивчені, з точки зору формування 
математичної моделі, а параметри зовнішніх збурень відомі на основі тривалих  
у часі статистичних спостережень (таким чином, невизначені в обмеженому ін-
тервалі), це потребує значно менших витрат енергії та підвищену точність ке-
рування рухомими обʼєктами порівняно з підходами синтезу безпосередньо (без 
оптимізації) адаптивних та робастних систем (до яких можна віднести і широко 
розповсюджені автопілоти на основі ПІД-регуляторів).  
 

V. Timchenko  

OPTIMIZATION OF PROGRAMMED TRAJECTORIES 
OF MOVING OBJECTʼS STABILIZATION BASED ON 
CONTROL SYSTEMS OF VARIABLE STRUCTURE  
Victor Timchenko  
National University Shipbuilding Named Admiral Makarov, Mikolayev, 
vl.timchenko58@gmail.com  
The article considers optimal systems that provide dynamic systems with high 
control quality indicators: speed, accuracy, and low energy consumption. An ap-
proach to the synthesis of robust-optimal systems based on the use of feedback 
with a variable structure is being developed and includes the following main 
stages: planning of the programmed optimal trajectory; determination of mo-
ments of switching of control functions in feedback loops of the object; synthe-
sis of control functions in the corresponding feedback loops of a multidimen-
sional object. The application of the proposed order of synthesis of systems with 
a variable structure for various types of objects based on the preliminary con-
struction of optimal programmed trajectories of stabilization of dynamic pro-
cesses allows optimizing the stabilization processes of nonlinear non-stationary 
systems of high order. Optimal programmed stabilization trajectories are formed 
from segments established relative to the corresponding derivative of the motion 
coordinate, based on polynomial forms for given boundary conditions and the 
optimality criterion, taking into account limited control values, and are solved 
for the time of moments of switching of control and the time of the end of the 
transition process based on a system of algebraic equations. Control synthesis is 
carried out taking into account the initial values based on the equations of the 
balance of forces and moments efforts on the moving object and their deriva-
tives. The optimal trajectory and control are formed in such a way that, during 
the synthesis of an additional robust control circuit (with feedback from the 
output of the object) to compensate for the incomplete certainty of the math-
ematical model and uncontrolled (unmeasured) disturbances and noises, suf-
ficiently limited areas of changing the coordinates of the moving object rela-
tive to given values. In the future, this allows the construction of sufficiently 
effective and practical in the implementation of robust-optimal control sys-
tems, for example, marine mobile objects, quadcopters, that function in con-
ditions of considerable uncertainty. 

Keywords: moving objects, non-linear non-stationary models, optimization, 
programmed trajectories, optimality criterion. 
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