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Предметом вивчення в статті є процес формування моделей плоского 

руху двоколісного експериментального балансуючого зразка (ДЕБЗ). 

Метою є розробка підходу до формування моделей плоского руху ДЕБЗ 

як об’єкта управління. Поставлено наступні завдання. Сформувати фі-

зичну модель ДЕБЗ. Розробити за допомогою лагранжового формаліз-

му нелінійний математичний опис процесу поступального та кутового 

руху ДЕБЗ на площині. Отримати опис об’єкта управління в частотній 

області за допомогою перетворень Лапласа. Отримати лінеаризований 

математичний опис об’єкта управління в просторі станів. Сформувати 

графічні моделі ДЕБЗ як об’єкта управління за допомогою структур-

них схем у часовій та частотній областях. Сформувати умови викорис-

тання математичних описів як математичних моделей об’єкта управ-

ління. Використовуваними методами є: метод Лагранжа, аналітичної 

лінеаризації, простору станів, перетворення Лапласа. Отримано насту-

пні результати. Сформовано динамічні моделі механічних та елек-

тромеханічних процесів поступального та кутових рухів ДЕБЗ на пло-

щині. За допомогою лагранжового підходу розроблено нелінійну ма-

тематичну модель руху ДЕБЗ. Із використанням методу аналітичної 

лінеаризації отримано математичну модель лінійного наближення у 

формі диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами. Сформо-

вано математичні моделі локальних рухів у частотній області у формі 

передавальних функцій. Сформовано структурну схему перетворюва-

льних процесів у ДЕБЗ. Показано можливість побудови математичних 

моделей у просторі станів як у векторно-матричній формі, так і у гра-

фічній — у вигляді структурних схем для вирішення конкретних за-

вдань аналізу й синтезу. Висновок: наукова новизна полягає у форму-

ванні підходу щодо отримання моделей поступального та кутового ру-

хів ДЕБЗ на площині, що відрізняється від відомих повнотою обліку 

діючих сил і моментів. 
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Вступ 

У низці класів літальних апаратів використовується властивість нестійких 

кутових рухів відносно центра мас. Так, для забезпечення маневреності винищу-

вачів при конструюванні центр аеродинамічних сил розміщують перед центром 

мас. Так само вчиняють і при проектуванні пасажирських і транспортних широ-

кофюзеляжних літаків з метою забезпечення більш високих показників експлуа-

тації. На ракетах-носіях властивість нестійкості проявляється на початковому етапі 

польоту, коли діє перекидний момент аеродинамічних сил. У космічному польоті на 

літальні апарати в умовах відсутності демпфуючого середовища діє цілий ряд збур-

них впливів, що зумовлюють нестійкі кутові рухи відносно центра мас [1–3]. 

Найпростішими динамічно-подібними фізичними моделями нестійких куто-

вих рухів є різні пристрої типу «зворотний маятник» [4]. Використовуючи маят-

никові пристрої, можна перенести вивчення властивості нестійкості кутових рухів 

літальних апаратів на більш прості ідеалізовані математичні моделі з метою глиб-

шого розуміння цього фізичного явища та вибору інструментальних засобів його 

парирування. 

Маятниковий пристрій, що є автономним двоколісним транспортним засобом 

пересування, привернув увагу ряду дослідників особливістю завдання стабілізації 

кутових положень відносно вертикальної осі [5–8]. 

У відомих моделях двоколісних балансуючих транспортних засобів врахову-

ються лише частинні рухи, що зумовлюють нестабільність кутового положення 

корпусу. Урахування особливостей плоского руху з балансуючим положенням 

корпусу двоколісного засобу дозволило б отримати більш повну нелінійну модель 

руху для подальшого аналітичного вирішення завдань стійкого управління плос-

ким рухом із заданим кутовим положенням корпусу як динамічно подібного про-

тотипу для дослідження нестійких кутових рухів літальних апаратів. 

У статті наведено результати досліджень з розробки динамічних, математич-

них та графічних моделей плоского руху двоколісного експериментального балан-

суючого зразка. 

Динамічні моделі двоколісного балансуючого експериментального зразка 

Для вивчення нестійких кутових рухів відносно центра мас на кафедрі сис-

тем управління літальних апаратів використовуються різні маятникові при-

строї. На рис. 1 представлено двоколісний експериментальний балансуючий 

зразок (ДЕБЗ).  

 
Рис. 1 
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Динамічну модель плоского руху зразка наведено на рис. 2.  

 
Рис. 2 

Для опису динамічних процесів у ДЕБЗ використовуються стартова система 

координат o g g gO x y z  та зв’язана система координат .Oxyz  На ДЕБЗ діють сила ва-

ги ,G  сили тертя першого та другого коліс 1f  та 2 ,f  рушійні моменти коліс 1M  та 

2 ,M  статичні моменти тертя у шарнірах коліс 1cM  та 2,cM  реактивні моменти 

електродвигунів з редукторами 1pM  та 2 ,pM  моменти тертя коліс 1fM  та 2.fM  

Динамічну модель електроприводу зображено на рис. 3. 

 
Рис. 3 

У моделі використано такі позначення: ( )u t  — керуюча напруга; ( )q t  — 

струм якоря; ,aR  aL  — опір та індуктивність обмотки якоря; Ф  — потік збуд-

ження постійного магніту; P  — редуктор; ( )t  — кутова швидкість обертання 

колеса. 

Рух ДЕБЗ розглядається в умовах відсутності ковзання та відриву коліс від 

поверхні. 

Нелінійна математична модель 

Для формалізації процесів руху ДЕБЗ використано лагранжовий підхід [9] у 

наступному вигляді: 

 ;
i

ii

d T T
Q

dt


  
     

 1, 5,i   (1) 

де T  — кінетична енергія зразка; i — узагальнена координата; 
i

Q  — узагаль-

нена сила, що діє вздовж узагальненої координати .i  
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Рух ДЕБЗ характеризується п’ятьма ступенями свободи і такими узагальне-

ними координатами: кутовим положенням корпусу — 1;  кутом повороту 

першого колеса — 1 2;   кутом повороту другого колеса — 2 3;   величи-

ною електричного заряду першого електродвигуна — 1 4q    та величиною елек-

тричного заряду другого електродвигуна — 2 5.q    

Кінетична енергія ДЕБЗ описується наступним виразом: 

 ,f r rs eT T T T T     

де fT  — кінетична енергія поступального руху; rT  — кінетична енергія оберта-

льного руху; rsT  — сумарна кінетична енергія обертального руху роторів елек-

тродвигунів, редукторів та коліс; eT  — сумарна електрична кінетична енергія об-

моток електродвигунів. 

Кінетична енергія поступального руху така: 

 21
,

2
f cT mv  (2) 

де m  — маса ДЕБЗ; cv  — абсолютна швидкість центра мас ДЕБЗ — точки С. 

Для визначення абсолютної швидкості скористаємося кінематичними спів-

відношеннями 

 ;c ox x lS C    ;c oy y lS S    ,c oz z lC   (3) 

де ,cx  ,cy  cz  — координати центра мас у стартовій системі координат; ,ox  ,oy  

oz  — координати геометричного центра осі коліс у стартовій системі координат 

(точка О); l  — відстань від осі коліс до центра мас ДЕБЗ;   — кут тангажа;   — 

кут рискання; S  — sin;  C  — cos.  

Продиференціюємо вирази (3). Тоді 

 ;c ox x lC C lS S        

 ;c oy y lC S lS C        

 .cz lS    

З урахуванням прийнятих припущень про особливості руху ДЕБЗ, тобто від-

сутності руху за кутом крену, можна записати 

 1 2( );
2

w
o

r
v     

2 2 2.o o ov x y   

Тоді вираз для квадрата швидкості центра мас набуде такого вигляду: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2c c c c o ov x y z v l l S lC v             

 
2 2 2

2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 22

( ) ( ) ( ) .
4 4

w w
w

r l r
l S lr C

b
              

Підставимо у формулу (2) отриманий вираз квадрата швидкості 
2
cv  та запи-

шемо вираз кінетичної енергії поступального руху: 
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2 2 2

2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 22

1
( ) ( ) ( )
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w w
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b
 

 
            
 
 

. (4) 

Кінетична енергія обертального руху така: 

 21
,

2
rT I    

де I  — момент інерції ДЕБЗ відносно миттєвої осі обертання;   — кутова 

швидкість обертання ДЕБЗ відносно миттєвої осі обертання .  

Миттєва вісь обертання проходить через точку О осі коліс у площині gOyz  

(рис. 4). 

 
Рис. 4 

Для знаходження I  скористаємося теоремою Штейнера [9]: 

 2 ,I I mr     (5) 

де I   — момент інерції ДЕБЗ відносно осі ,C   що проходить через центр мас 

паралельно миттєвій осі обертання ;O  r  — відстань між осями O  та .C   

Момент інерції I   представимо так: 

 2 2 2,x y zI I C I C I C          (6) 

де ,xI   ,yI   zI   — центральні моменти інерції ДЕБЗ; ,  ,    — кути між віссю 

C   й осями ,Cx  Cy  та Cz  відповідно. 

Вирази для напрямних косинусів у рівнянні (6) відповідно до рис. 2 матимуть 

такий вигляд: 
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Квадрат відстані між осями O  та C   дорівнюватиме 
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Компоненти миттєвої кутової швидкості ,x  ,y  z  у стартовій системі 

координат визначимо за допомогою матриці напрямних косинусів переходу від 

зв’язаної системи координат до стартової при 0 :   
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, (10) 

де 
T

[0 ]   — вектор проекцій   на осі зв’язаної системи координат. 

Виконаємо перетворення та перепишемо вираз (5) з урахуванням співвідно-

шень (6)–(10). У результаті отримаємо: 

 2 2 2 2 21
(( ( ) ) ( ) ),

2
r x y z x z yT I I I I ml C I ml                (11) 

де  

 2 2 2 2 2 2
2 ;z S S S S C            

 2 2 2 2 2 2
2( 1) (2 ) .S C S S S S S                

Сумарна кінетична енергія обертального руху роторів електродвигунів із ре-

дукторами та колесами описується таким виразом: 

 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
,

2 2 2 2
rs rs rs rw rw rw rwT T T I I I I           (12) 

де 2 21
( 1)

2
rw red a w wI i I m r    — приведений до осі колеса момент інерції якоря 

електродвигуна з редуктором та колесом; redi  — передатне відношення редукто-

ра; aI  — момент інерції якоря електродвигуна; wm  — маса колеса; wr  — радіус 

колеса. 

Сумарна електрична кінетична енергія обмоток електродвигунів така: 

 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
.

2 2 2 2
e e e a a a aT T T L i L i L q L q       (13) 

Після підстановки отриманих виразів для частинних рухів (4), (11)–(13) 

отримаємо опис кінетичної енергії ДЕБЗ у такому вигляді: 
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Відповідно до ступенів свободи на ДЕБЗ діють такі узагальнені сили: 

 
1 2 1 21 2

1
( ) ;

2
w p p c cQ mglS mlr C M M M M           (15) 

 
1 11 1 ;w cQ M f r M     (16) 

 
2 22 2 ;w cQ M f r M      (17) 

 
1 1 1 1 1;qQ u R q e     (18) 

 
2 2 2 2 2,qQ u R q e     (19) 

де Ф ;i red m i red m iM i c q i к q   Ф ;i e ai red e ie c i к     ;pi iM M  ai  — кутова 

швидкість обертання якоря електродвигуна; mк  та eк  — коефіцієнти перетво-

рення. 

Після виконання перетворень виразу кінетичної енергії (14) відповідно до рів-

няння Лагранжа другого роду (1) та використання відповідних узагальнених 

сил (15)–(19) для кожної узагальненої координати отримано систему з п’яти нелі-

нійних диференціальних рівнянь наступного виду: 
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Отримані рівняння необхідно доповнити кінематичними співвідношеннями, 

що зв’язують координати геометричного центра осі коліс ,ox  oy  та кут рискан-

ня :  
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Рівняння (20)–(25) разом описують нелінійні процеси руху ДЕБЗ. Нелінійні 

зв’язки між змінними, що характеризують рух зразка, суттєво ускладнюють аналіз 

та розуміння процесів руху у великому діапазоні їхньої зміни. Для спрощення 

процесу дослідження функціональних властивостей зразка можна значно зменши-

ти діапазон змінних та перейти до дослідження у малому за допомогою рівнянь 

першого наближення. 

Лінійна математична модель 

Для отримання як об’єкта автоматичного управління математичних моделей 

ДЕБЗ, необхідних для вирішення завдання синтезу системи автоматичного управ-

ління, виконаємо лінеаризацію за допомогою розкладання нелінійних залежнос-

тей у рівняннях (20)–(24) у ряд Тейлора за наступних початкових умов: 
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У результаті лінеаризації виходять лінійні диференціальні рівняння у малих 

відхиленнях від початкових умов такого виду: 
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Отримані в результаті лінеаризації рівняння відображають лише лінійні 

зв’язки між змінними в околі початкових умов. Ця обставина дозволяє скориста-

тися принципом суперпозиції та звести завдання дослідження складного руху 

ДЕБЗ до дослідження більш простих локальних рухів, викликаних окремими ке-

руючими та збурними впливами як у частотній, так і у часовій областях за допо-

могою більш простих математичних моделей. 

Розглянемо на частинних прикладах особливості формування таких матема-

тичних моделей. 

Математичні моделі у частотній області 

Скориставшись принципом суперпозиції, розглянемо рівняння руху ДЕБЗ за 

допомогою першого електродвигуна, прийнявши відповідні позначення коефіцієн-

тів при відхиленнях змінних. Тоді 

 11 12 11 1 12 1;a a b b q      (26) 

 21 1 22 21 1 22 1;a a b q b f       (27) 

 31 1 32 1 31 1 32 1;a q a q b b u        (28) 

 11 1;ox c    

 21 1.oy c    

Виразимо 1q  з рівняння (27), отримаємо, що 
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 21 1 22 22 1
1

21

,
a a b f

q
b

   
    (29) 

й підставимо до рівняння (26) та після відповідних перетворень сформуємо на-

ступне рівняння: 
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Зробивши підстановку (29) до рівняння (28) та здійснивши відповідні пере-

творення, отримаємо таке рівняння: 
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За допомогою отриманих рівнянь (30) та (31) сформуємо передавальні функції 
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Зображення кута повороту 1Ф ( )s  буде визначатися таким операторним рів-

нянням: 

 1 13 1 14 1 15 1Ф ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s W s U s W s s W s F s        

А зображення кута тангажа описується наступним чином у термінах переда-

вальної функції: 

 1 11 1 12 1( ) ( ) Ф ( ) ( ) ( ).Y s W s s W s F s      

Після аналогічних перетворень з рівняннями руху ДЕБЗ за допомогою друго-

го електродвигуна отримаємо п’ять передавальних функцій: 
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За допомогою цих передавальних функцій зображення вихідних змінних 

описується наступними операторними рівняннями: 
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 2 21 2 22 2( ) ( ) Ф ( ) ( ) ( );Y s W s s W s F s      

 2 23 2 24 2 25 2Ф ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s W s U s W s Y s W s F s        

Отримані передавальні функції дозволяють сформувати графічну модель пе-

ретворювальних процесів у ДЕБЗ у формі структурної схеми (рис. 5). 

 
Рис. 5 

Структурна схема дозволяє сформувати передавальні функції, що відобра-

жають функціональні зв’язки керуючих та збурювальних впливів, на доступні ви-

мірюванню вихідні сигнали. Так, передавальна функція, що відображає зв’язок 

1Ф ( )s  з 1( ),U s  визначатиметься наступним виразом: 
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Після підстановки виразів передавальних функцій та відповідних перетво-

рень отримаємо 
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Вплив керуючого діяння на кут відхилення корпусу ДЕБЗ описується переда-

вальною функцією виду 
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або у розгорнутій формі: 
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Вплив збурного діяння на кутове положення колеса в операторній формі буде 

описуватися наступним виразом: 

 12 14 151
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1 14 11
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Після підстановки виразів передавальних функцій та відповідних перетво-

рень отримаємо, що 
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 (34) 

Подібні математичні моделі у формі передавальних функцій можна сформу-

вати за допомогою еквівалентних перетворень структурної схеми (див. рис. 5). 

Таких передавальних функцій виходить 16, і вони дозволяють оцінити як необ-

хідні умови працездатності (стійкість), так і достатні умови (якість функціонуван-

ня ДЕБЗ). 

Математичні моделі у часовій області 

Метод простору станів дозволяє описати процеси руху ДЕБЗ у часовій облас-

ті у векторно-матричній формі [10]. Структура векторно-матричних рівнянь зале-

жить від вибору базису на формування змінних станів. Покажемо на прикладах 

ряд форм опису у часовій області. 

Представимо передавальну функцію 1( )UW s  (32) як додаток передавальних 

функцій 
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У розгорнутій формі 
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Якщо перейти до диференціальних рівнянь та ввести п’ять змінних станів 

 1( ) ( ),z t x t   1 2( ) ( ),x t x t  2 3( ) ( ),x t x t  3 4( ) ( ),x t x t  4 5( ) ( ),x t x t  

то вплив 1( )u t  на змінну 1( )t  можна буде подати у наступній векторно-мат-

ричній формі: 
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Виконавши аналогічні перетворення з передавальною функцією 1( )YW s  (33), 

отримаємо опис у п’ятивимірному просторі станів: 
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Об’єднавши ці два описи, отримаємо опис у просторі станів, що відображає 

вплив керуючого діяння 1( )u t  на змінні 1( )t  та 1( ) :t  
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, 

де 52 21 11;a a a    53 21 11 21( );a a a a      54 22 11 33;a a a a      55 21;a a  11c   

33 11;b a   13 33;c b  23 12 33.c a b  

Отриманий опис у просторі станів представимо графічною моделлю у формі 

структурної схеми (рис. 6). 

Вплив збурювального діяння 1( )f t  на кутове положення колеса 1( )t  від-

повідно до виразу (34) відобразимо в наступній структурній схемі (рис. 7). 

У поданій структурній схемі 31 22 ;c b  32 21;c b  33 11;c b  34 11 21.c b a   
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Рис. 6 

 
Рис. 7 

Аналогічним чином можна сформувати математичні моделі у просторі ста-

нів для інших вхідних і вихідних змінних та у термінах інших базисів змінних 

станів, що дозволяють сформувати бажану структуру матриць векторно-матрич-

ного опису руху ДЕБЗ. 

Математичні моделі у просторі станів дозволяють провести оцінювання фун-

кціональних властивостей ДЕБЗ: стійкості, керованості та спостережуваності, 

ідентифікованості, діагностованості та інших властивостей, що необхідні для син-

тезу системи автономного управління рухом на площині. 

При адаптивному підході до управління ДЕБЗ в умовах низки дестабілізую-

чих впливів математичні моделі у просторі станів дозволяють більш повно відоб-

разити умови функціонування та синтезувати продуктивні алгоритми раціональ-

ного управління [11]. 

Висновок 

У результаті досліджень поступального та кутових рухів ДЕБЗ на площині 

вдалося сформувати динамічні моделі механічних та електромеханічних процесів. 

Ці моделі дозволили за допомогою лагранжового підходу розробити нелінійну 

математичну модель у формі семи нелінійних диференціальних рівнянь із постій-

ними коефіцієнтами, що описують процеси руху «у великому». Для дослідження 

процесів руху «у малому» за допомогою методу аналітичної лінеаризації отрима-

но математичну модель лінійного наближення у формі диференціальних рівнянь 

із постійними коефіцієнтами. На базі цих рівнянь сформовано математичні моделі 

локальних рухів у частотній області у формі десяти передавальних функцій та 

сформовано структурну схему перетворювальних процесів у ДЕБЗ. Із викорис-
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танням структурної схеми показано можливість побудови математичних моделей 

у просторі станів як у векторно-матричній формі, так і у графічній — у вигляді 

структурних схем. 

Отримані моделі плоского руху двоколісного експериментального зразка від-

кривають можливість проведення подальших досліджень щодо формування алго-

ритмів автономного управління як у частотній, так і у часовій областях за допомо-

гою класичних та сучасних адаптивних методів синтезу, а також проведення екс-

периментальних досліджень щодо організації виконання складних рухів на 

площині. 
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The subject is the process of holding-balance two-wheeled experimental sample 

(HTES) planar motion models formation. The goal is to develop an approach to 

the formation of flat motion models of the HTES as an automatic controlled ob-

ject. The problems: to form a physical model of a holding-balance two-wheeled 

experimental sample; to develop a nonlinear mathematical description of the 

forward and angular HTES motion on the plane using the Lagrangian formalism; 

to make a description of the controlled object in the frequency domain using La-

place transforms; to obtain a linearized mathematical description of the automa-

tic controlled object in the state space; to form graphic models of the HTES as a 

control object using structural diagrams in the time and frequency domains; to 

form the conditions for using mathematical descriptions as mathematical models 

of the automatic control object. The methods applied are: Lagrange method, ana-

lytical linearization, state space, Laplace transformation. The following results 

were obtained: dynamic models of mechanical and electromechanical processes 

of forward and angular HTES movements on a plane were formed. Using the 

Lagrangian approach, a nonlinear mathematical model of the holding-balance 

two-wheeled experimental sample movement was developed. Using the method 

of analytical linearization, a mathematical model of linear approximation in the 

form of differential equations with constant coefficients was obtained. The 

mathematical models of local movements in the frequency domain in the form of 

transfer functions have been formed. A structural diagram of the transformation 

processes in holding-balance two-wheeled experimental sample has been creat-

ed. The possibility of constructing mathematical models in the space of states in 

both vector-matrix form and structural diagrams form for solving specific prob-

lems of analysis and synthesis is shown. Conclusions. The scientific novelty 
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consists in the formation of an approach to obtaining models of translational and 

angular movements of holding-balance two-wheeled experimental sample on a 

plane, which differs from the known ones in the completeness of accounting for 

acting forces and moments. 

Keywords: holding-balance two-wheeled experimental sample (HTES), electric 

engine, automatic controlled object, mathematical models, transfer function, 

state space. 
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