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Запропоновано нову математичну модель, засновану на методі сингу-

лярних інтегральних рівнянь. Досліджено крайову задачу про дифрак-

цію плоских пружних стаціонарних хвиль на жорсткому циліндрично-

му включенні довільного поперечного перерізу, розташованому в не-

скінченному ізотропному середовищі. Отримана система сингулярних 

інтегральних рівнянь вирішується чисельно шляхом механічних квад-

ратур. Використано додаткові умови у інтегральній формі. Для підви-

щення точності результатів застосовано метод розпаралелювання алго-

ритму. Проводиться аналіз напружено-деформованого стану границі 

включення. Досліджено вплив форми контуру включення — проведено 

порівняння результатів для еліптичної та ромбічної форм. Зʼясовано, 

що для різних типів хвиль, які взаємодіють з різними формами гра-

ниці включення, є принципова відмінність у розподілі контурних на-

пружень при набіганні на жорстке включення хвилі розширення-стис-

нення (P-випадок) чи хвилі зсуву (SV-випадок). У P-випадку для еліп-

тичної чи ромбічної форми нормальне контурне напруження досягає 

локальних максимумів в лобовій та тіньовій точках відповідно. У SV-ви-

падку також для обох форм контуру нормальне напруження у цих точ-

ках дорівнює нулю і досягає максимуму в околі точки зісковзуван- 

ня. Дотичне напруження в P-випадку в лобовій і тіньовій точках дорів-

нює нулю, а його максимум досягається поблизу точки зісковзування. 

У SV-випадку нормальне напруження приймає максимальне значення 

в лобовій точці і має локальний максимум поблизу точки зісковзуван-

ня. При збільшенні параметра відносної щільності включення спосте-

рігається збільшення нормального напруження у P-випадку та дотич-

ного — у SV-випадку поблизу лобової точки та їх зменшення в околі 
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тіньової точки. А максимум дотичного напруження у P-випадку та нор-

мального у SV-випадку зміщується з тіньової області в освітлену. Крім 

того, у P-випадку переважає нормальне напруження, а значення пара-

метра відносної щільності  практично не впливає на значення цього 

напруження в точці зісковзування. При цьому спостерігається значний 

вплив форми границі передусім на амплітудні значення. 

Ключові слова: плоскі гармонічні хвилі, дифракція, сингулярні інте-

гральні рівняння, чисельний експеримент, жорстке включення. 

Вступ 

Динамічні задачі математичної фізики для кругових циліндрів різної природи роз-

глянуті в [1]. Дифракція плоских гармонічних хвиль на еліптичній порожнині дослі-

джена в [2]. У разі відбивачів складної геометричної форми ефективний метод інте-

гральних рівнянь [3, 4], яким у [4] вперше досліджено плоску динамічну задачу про 

коливання ізотропного середовища з пружним включенням довільного поперечного 

перерізу. У [5] метод розвинений для системи жорстких нерухомих включень, а 

у даній роботі він поширюється на випадок жорсткого («рухомого», проте абсолют-

но жорсткого) циліндричного включення довільного поперечного перерізу.  

Ця крайова задача математичної фізики виникає як окрема та тестова, коли 

відносна «пружність» матриці та армуючих матеріалів для техніки або конкрецій для 

геодезичної розвідки [6] є значною: 0 / 10   , де 0  — модуль зсуву включення, а 

  — матриці. Адже в [4] зазначено, що запропонований там алгоритм моделювання 

дифракції плоских пружних хвиль завдяки варіантності вихідних параметрів має влас-

тивість не лише теоретичного, а й чисельного розв’язання окремих випадків, коли від-

бивачами є отвори [7, 8], нерухомі [5, 9] або рухомі абсолютно жорсткі включення [3].  

Постановка задачі 

Розглянемо у необмеженому ізотропному середовищі з коефіцієнтами Ламе 

,   та щільністю   нескінченно довгий вздовж осі 3Ox  циліндр, поперечний 

переріз якого обмежений замкненим контуром L  типу Ляпунова. Передбачається, 

що циліндр є абсолютно жорстким тілом зі щільністю 0.  У середовищі, перпен-

дикулярно до осі циліндра, поширюється гармонійна (залежність від часу виража-

ється множником )i te− 
 хвиля розширення-стиснення (P -випадок) 
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або хвиля зсуву ( SV -випадок) 
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де 1c  и 2c  — швидкості поздовжньої та поперечної хвиль у матриці,   — часто-

та коливань, 2 1.i = −  

При взаємодії зі включенням хвиля, що набігає, породжує відбиті поздовжні та 

поперечні хвилі. Їхня сукупність зумовлює напружено-деформований стан середови-

ща, який потрібно визначити. Відповідно до принципу суперпозиції [1, 2] загальне по-

ле амплітуд переміщень і компонент тензора напружень будемо шукати у вигляді 
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де (0) (0),n mnU   та (1) (1),n mnU   — амплітуди компонент вектора переміщень та тензора на-

пружень падаючого і відбитого хвильових полів відповідно, mn  — символ Кронекера. 
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Відбите поле переміщень повинно задовольняти умову випромінювання на 

нескінченності, а також рівняння руху [1]. Крім того, на поверхні жорсткого 

включення повинні виконуватися граничні умови: 

 1 1 0 2 2 0, , ,U B U B i L= −  = +   = +    (4) 

де 1 2,B B  та 0  — амплітуди поступального руху та жорсткого повороту 

включення. 

Метод дослідження 

Представлення амплітуд переміщень відбитого хвильового поля будемо шу-

кати у вигляді потенціалів типу простого шару [3, 4] (підсумовування 1, 2n = ) 

 
(1) ( )( ) ( , ) ( ) , 1, 2,k

n nk
L

U M V M P p s ds k= =   (5) 

де ( )np s  — невідомі функції, ( )k
nV  — компоненти матриці Гріна, що являють со-

бою амплітуди переміщень у точці M  при дії гармонічної сили, прикладеної у 

точці P L  та спрямованої вздовж осі 1Ox  ( 1k = ) або осі 2Ox  ( 2k = ).  

Амплітуди переміщень 
( )k
nV  та відповідних компонентів тензора напружень 

( )k
mn  визначаються із співвідношень ( , , 1, 2k m n= ) 
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де 
(1)

( )jH x  — функція Ханкеля першого роду j -го порядку,   — оператор 

Лапласа. 

При використанні фундаментального рішення ( , )G M P  для комбінацій пе-

реміщень ( )k
nV  отримуємо такі вирази: 
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Аналіз формул (7) показує, що функції 
(1) (2) (2)

1 1 22V iV V− −  та 
(1)

1V +  

(2) (2)
1 22iV V+ −  безперервні в нулі, а функція 

(1) (2)
1 2V iV+  має логарифмічну особ-

ливість. Це означає, що задоволення граничних умов (4) зводить крайову задачу 

до системи інтегральних рівнянь із логарифмічними ядрами, чисельна реалізація 
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яких є ускладненою. Тому з метою отримання сингулярних інтегральних рівнянь 

з ядрами типу Коші граничні умови (4) диференціювалися за дуговою координа-

тою 0s  і записувалися у вигляді 
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де 0  — кут позитивної дотичної до L  в точці 0 0 0i L =  +    з віссю 1,Ox  

1 2z x ix= − . 

Система сингулярних інтегральних рівнянь 

В роботах [3, 4] надано методику розв’язання цієї крайової задачі. Задоволь-

няючи граничні умови (8), приходимо до системи сингулярних інтегральних рів-

нянь першого роду з ядрами типу Коші (підсумовування для 1, 2n = ): 
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1 2 2 2 0sin
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для .SV  

Аналіз ядер системи рівнянь (9) показує, що ядра 11B  та 22B  є сингулярни-

ми, а 12B  та 21B  — неперервними. 

Необхідні для замикання алгоритму три додаткові умови випливають із зако-

нів поступального та обертального рухів абсолютно жорсткого тіла. Для поступаль-

ного руху за другим законом Ньютона отримуємо 

 2 2
1 0 0 1 2 0 0 2, ,

L L

S ds S B S ds S B= −  = −    (10) 

а рівняння, що описує обертальний рух, запишемо у вигляді 

 
2

1 2 2 1 0( ( ) ( )) ,A

L

S a S a ds J− − − = −    (11) 

де 1S  та 2S  — амплітуди компонент вектора напружень на контурі L , 0S  — пло-

ща включення, обмеженого контуром L , AJ  — момент інерції включення від-

носно точки 1 2( , ),A a a  постійні 1B  та 2B  визначаються згідно з (4). 
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Чисельна реалізація 

Для чисельної реалізації алгоритму, як і в [3–5], використовувався метод 

механічних квадратур [10]. Розглянемо як приклад середовище, що містить 

жорстке циліндричне включення та має форму еліпса чи ромба зі скругленими 

кутами [11]: 

 ( ) (sin sin3 ),a  = −   ( ) (cos cos3 ),b  = − +   0 2 ,     (12) 

де при 0,14036 =  контур має форму ромба, а у разі 0 =  — еліптичну форму 

sin , cos , 0 2 .a b =  = −     

На границі включення проводилося обчислення безрозмірних напружень 

 / , / , / ,n n s s ns nsP P P =   =   =   (13) 

де n , ns  — амплітуди нормального та тангенціального напруження на L , s  

визначається із співвідношення 11 22s n + =  + , 1 1( 2 )P =   +   — максималь-

не напруження в P -хвилі (1), 2 2P =     — у разі SV -хвилі (2). 

В роботі [3], де також використано метод [4, 5], наведено чисельні результа-

ти, які дозволяють перевірити достовірність даного алгоритму. Зазначимо, що при 

дифракції поздовжньої (1) або поперечної (2) хвилі на жорсткому включенні з 

граничними умовами (4) та додатковими умовами (10), (11) напруження s  зав-

жди менше n  і повʼязане з ним співвідношенням .
1

s n


 = 
−

 

Треба зауважити, що згідно з рекомендаціями [10] додаткові умови (10), (11) 

можна моделювати як в будь-якій одній точці контуру, так і в інтегральному ви-

гляді. Проте подальші численні дослідження показали, що при збільшенні зна-

чення безрозмірного хвильового числа 1,2a  для P- та SV-хвиль спостерігаються 

суттєві відмінності результатів. Тому використані лише «інтегральні» додаткові 

умови [10]. 

На рис. 1, а, б та 2, а, б наведено розподіл напружень n  і ns вздовж контуру 

еліптичного жорсткого включення (12) у разі набігання P - та SV -хвиль відповідно 

при / 0,5;a b =  1 3,2;a = 0,3. =  Якщо 0 12 / =    — довжина хвилі, що набігає у 

P -випадку, чи 0 22 / =    — у SV -випадку, то безрозмірні хвильові числа 1a =  

2 3,2a= =  відповідають параметрам з [3], де для цих випадків 0 / 2 1,0.a =  Як і 

в [3], криві 1–4 задовольняють значення 0 / 0,5; 1,0; 2,0 =  та 5,0.  

    

Рис. 1 
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Рис. 2 

З метою демонстрації еволюціонування хвильового поля наведемо резуль-

тати дослідження для включення ромбічної форми. Зазначимо, що такого порів-

няння в [3] проведено не було.  

На рис. 3, а, б та 4, а, б наведено розподіл напружень n  і ns  вздовж контуру 

ромбічного жорсткого включення (12) у разі набігання P - та SV -хвиль відповідно 

при / 0,5;a b =  1 3,2;a =  0,3. =  Тут також 1 2 3,2a a = = , що для порівняння 

відповідають параметрам з [3]. Як і в [3], криві 1–4 задовольняють значення 

0 / 0,5; 1,0; 2,0;  = 5,0.  Очевидно, що спостерігається вплив форми контуру не 

лише на загальний вигляд залежностей, а й на амплітуди значень.  

    

Рис. 3 

    

Рис. 4 

На рис. 5, а, б, як і в [3], наведено розподіл максимальних контурних напружень 

n  та ns  у випадку еліптичного включення та P -хвилі залежно від відношення зна-

чень щільності включення та матриці 0 /   при / 0,5;a b =  0,3. =  Криві 1–4 задо-

вольняють значення 1 9,6; 6,4; 3,2;1,3a =  (в [3] це 0 / 2 1/ 3; 0,5;1,0; 2,5a = ). А на 
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рис. 6, а, б наведено розподіл максимальних контурних напружень n  та ns  у випад-

ку ромбічного включення та P -хвилі залежно від тих самих параметрів, що і на рис. 5.  

    

Рис. 5 

    

Рис. 6 

Як видно, всі наведені для порівняння з [3] залежності отримані з використанням 
нового алгоритму. Повний збіг репрезентованих результатів з відповідними результа-
тами роботи [3] показує достовірність застосованих алгоритмів. Нижче наведені за-

лежності параметрів поля напружень від безрозмірного хвильового числа 1, 2 ,a  тоб-

то частоти коливань. Для дослідження питання вірогідності руйнування матеріалу з 
ускладненими властивостями, наприклад, коли включення є армуючим матеріалом, 
цей покажчик більш важливий. В [3] його не досліджено. 

На рис. 7–10 наведено залежності максимальних контурних напружень на 
контурі еліптичного (рис. 7 та 8) та ромбічного (рис. 9 та 10) включень від безроз-

мірного хвильового числа 1, 2a  для P - та SV-хвиль відповідно. Скрізь криві 1–4 

відповідають значенням / 0,5; 0,3a b =  =  та 0 / 1,0; =  2,0; 3,0; 5,0.  

    

Рис. 7 
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Рис. 8 

 

Рис. 9 

 

Рис. 10 

Треба зазначити, що при подальшому збільшенні значення хвильових чи-

сел спостерігається явище, яке можна було б назвати «резонансом». Проте 

спростування описано в [12, с. 298], де зазначено, що внутрішня задача поши-

рення гармонічної хвилі має єдине рішення, якщо частота коливань не дорів-
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         1           2           3           4           
2a  

max
n  

2,6 

2,4 

2,2 

2,0 

1,8 

1,6 

1,4 

0 

1 

4 

2 

3 

а        б 

 

         1           2           3           4           
2a  

max
ns  

2,4 

2,2 

2,0 

1,8 

1,6 

1,4 

0 

1 

2 

3 

4 

          1           2           3           4           
1a  

max
n  

2,2 

2,0 

1,8 

1,6 

1,4 

1,6 

1,4 
0 

1 

4 

2 

3 

         1           2           3           4           
1a  

max
ns  

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

1,6 

1,4 
0 

1 

2 

3 

4 

а        б 

 

         1          2           3          4              
2a  

max
n  

3,5 

3,0 

2,5 

2,0 

1,5 

 

0 

1 

4 

2 

3 

         1           2           3           4           
2a  

max
ns  

4,0 

3,6 

3,2 

2,8 

2,4 

1,4 
0 

1 

2 

3 

4 

а        б 

 



Міжнародний науково-технічний журнал 

Проблеми керування та інформатики, 2024, № 3 41 

зовнішніх задач Діріхле або Неймана не матиме успіху при хвильових числах, 

що відповідають власним значенням відповідних внутрішніх задач. Проте це 

не фізична складність, властива зовнішній задачі, оскільки у зовнішніх зада-

чах не існує власних значень. Проблема повністю обумовлена формулюванням 

задачі через граничні інтеграли. 

В контексті цього пояснення описану задачу можна було б віднести до «зов-

нішньо-внутрішніх», адже дослідження проведено саме на границі різних середо-

вищ, коли існують не лише ті хвилі, що набігають, а й такі, що розповсюджують-

ся у включенні, в якому відбиваються від границі. Завдяки абсолютній жорсткості 

включення хвильові числа мають значення поблизу нуля, тому при збільшенні 

значень хвильових чисел «резонансними» явищами треба нехтувати або застосу-

вати уточнювальні методи з [12]. 

Наведена задача, як зазначено у вступі, є окремим випадком задачі про 

дифракцію гармонічних пружних хвиль на пружному включенні довільної 

форми [4]. Перспективним видається відокремлення у ній внутрішньої задачі, 

коли контур є джерелом коливань, а хвилі, що розповсюджуються у вклю-

ченні, мають хвильові числа, далекі від нуля. Але це питання подальших дос-

ліджень. 

Висновок 

При порівнянні результатів для різних типів хвиль, що взаємодіють з різними 

формами границі включення, можна зробити висновок, що є принципова відмін-

ність у розподілі контурних напружень при набіганні на жорстке включення хвилі 

розширення-стиснення (1) чи зсуву (2).  

У P -випадку для обох форм контуру напруження n  досягає локальних макси-

мумів в лобовій 180 =  та тіньовий 0 =  точках відповідно. У SV -випадку також 

для обох форм контуру напруження n  у цих точках дорівнюють нулю і досягають 

максимуму в околі точки зісковзування ( 90 = ). Напруження ns  в P -випадку в 

лобовій і тіньовій точках дорівнюють нулю, а їх максимум досягається поблизу точки 

зісковзування. У SV -випадку напруження ns  приймає максимальне значення в ло-

бовій точці і має локальний максимум поблизу точки 90 . =  

При збільшенні параметра 0 /   спостерігається збільшення напружень 

n  у P -випадку та ns  — у SV -випадку поблизу лобової точки та їх зменшення 

в околі тіньової точки. А максимум напружень ns  у P -випадку та n  — у SV -ви-

падку зміщується з тіньової області ( 60 90  ) в освітлену ( 90 120  ). 

Крім того, у P -випадку переважають напруження ,n  а значення параметра 

0 /   практично не впливає на значення цього напруження в точці зісковзу-

вання 90 . =  При цьому спостерігається значний вплив форми границі пере-

дусім на амплітудні значення.  

Аналіз залежності максимумів контурних напружень від відносної щіль-

ності показав, що для еліптичного та ромбічного включень зі збільшенням па-

раметра 0 /   всі напруження спочатку зростають, а при досягненні певного 

значення (що залежить від відношення довжини хвилі до осі еліпса чи ромба) 

починають поступово стабілізуватися, що відповідає випадку нерухомого 

включення.  
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Аналіз залежності максимальних контурних напружень від безрозмірного 

хвильового числа 1, 2a  підтвердив, що форма границі має суттєвий вплив пере-

дусім на амплітудне значення максимумів напружень. Для ромбічної форми спо-

стерігається суттєве зростання значень напружень n  та ns  порівняно з еліп-

тичною, адже ромб є більш суттєвим концентратором напружень. Також для еліптич-

ної форми контуру для P -хвиль зі зростанням значення 1a  спостерігається 

певна стабілізація значень ,n  а значення ns  на відрізку 10,5 1,5a    та для 

0 / 3,0; 5,0  =  мають максимум, після якого зменшуються та стабілізуються. Для 

SV -хвиль спостерігається дещо інша закономірність: на відрізку 21 2a    та 

для 0 / 3,0; 5,0  =  максимум мають обидва напруження ( n  і ns ), після якого 

вони також зменшуються і стабілізуються. Для ромба спостерігається практично 

те саме. Але для SV -хвиль та напружень ns  ці закономірності спостерігаються 

вже на відрізку 21 3a    та для 0 / 1,0; 2,0; 3,0; 5,0  = . 
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A new mathematical model based on the method of singular integral equa-

tions is proposed. The boundary value problem of the diffraction of plane 

elastic standing waves on a rigid cylindrical inclusion of arbitrary cross-

section located in an infinite isotropic medium was studied. The resulting 

system of singular integral equations is solved numerically by mechanical 

quadrature. Additional conditions are used in integral form. To increase the 

accuracy of the results, the algorithm parallelization method is used. An 

analysis of the stress-strain state of the inclusion boundary is presented. 

The effect of the shape of the inclusion contour was studied — the results 

for elliptical and rhombic shapes were compared. For example, it was 

found that when comparing the results for different types of waves 

interacting with different forms of the inclusion boundary, it can be 

concluded that there is a fundamental difference in the distribution of 

contour stresses when running into a rigid inclusion of an expansion-

compression wave (P-case) or a shear wave (SV-case). In the P-case for an 

elliptical or rhombic shape, the normal contour stress reaches local maxima 

at the frontal and shadow points, respectively. In the SV-case, also for both 

shapes of the contour, the normal stress at these points is zero and reaches 

a maximum near the slip point. The tangential stress in the P-case at the 

frontal and shadow points is zero, and its maximum is reached near the slip 

point. In the SV-case, the normal stress takes a maximum value at the 
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frontal point and has a local maximum near the slip point. When the pa-

rameter of the relative density of the inclusion increases, there is an in-

crease in the normal stress in the P-case and tangential stress in the SV-case 

near the frontal point and their decrease in the vicinity of the shadow point. 

And the maximum of the tangential stress in the P-case and the normal 

stress in the SV-case shifts from the shadow area to the illuminated area. In 

addition, in the P-case normal stress prevails, and the value of the relative 

density parameter practically does not affect the value of this stress at the 

slip point. At the same time, a significant influence of the shape of the bor-

der is observed, primarily on the amplitude values.  

Keywords: plane harmonic waves, diffraction, singular integral equations, nu-

merical experiment, hard inclusion. 
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