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Разом з прямими методами Л.С. Понтрягіна, правилом екстремального при-

цілювання М.М. Красовського, методом Гамільтона–Якобі–Беллмана–Ай-

зекса (ГЯБА) в теорії динамічних ігор ефективним для досліджень є метод 

розв’язуючих функцій. Останній має широке коло застосувань, включаючи 

задачі з групами учасників (переслідувачів та втікачів) та процеси зі склад-

ною динамікою (рівняння в частинних похідних та з дробовими похідними 

різних типів). У статті розглядаються лінійні конфліктно-керовані процеси з 

інтегральними обмеженнями на керування. В основу досліджень покладено 

ідеї методу розв’язуючих функцій з використанням накопичувального прин-

ципу при побудові вищезгаданих скалярних функцій, які визначають момент 

виведення траєкторії системи на термінальну множину. Вважається викона-

ною певна умова переваги переслідувача над втікачем за ресурсами керуван-

ня — аналог умови Понтрягіна, яка надає можливість будувати гарантовані 

керування переслідувача (вимірні функції) на основі теореми Філіпова–Кас-

тена про вимірний вибір на активному та пасивному проміжках у процесі 

гри. З використанням техніки багатозначних відображень вивчено властиво-

сті розв’язуючих функцій та встановлено достатні умови завершення дифе-

ренціальної гри. Теоретичні результати ілюструються на модельному прик-
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ладі з простими рухами гравців та контрольному прикладі Понтрягіна. Вка-

зана можливість перенесення викладених результатів на випадок більш 

складних інтегральних обмежень на керування. 

Ключові слова: диференціальна гра, інтегральні обмеження, умова Понт-

рягіна, розв’язуюча функція, вимірний вибір, простий рух.  

Вступ 

У теорії диференціальних ігор вже досить давно існує правило, що нові кон-

струкції відпрацьовуються спочатку при так званих геометричних обмеженнях на 

керування [1–4]. Можливо, для дослідника це видається найбільш звичним чи на-

віть більш простим. При перенесенні результатів на інтегральні чи змішані обме-

ження інколи виникають серйозні труднощі математичного характеру. Тому інко-

ли маємо значний проміжок часу між основними результатами для геометричних 

обмежень та їхніми аналогами для інтегральних обмежень. 

Перший прямий метод Л.С. Понтрягіна [1] розвинено в працях М.С. Ніколь-

ського [5–7] при інтегральних обмеженнях на керування. Згодом зазначена задача з ви-

користанням прийому Д. Зонневенда [8], пов’язаного з розтягуванням часу, в рамках 

згаданої техніки вивчалася в [9]. До цієї методики можна віднести дослідження 

А.В. Мезенцева [10], Н.Л. Григоренка [11], А.Я. Азімова та Ф.В. Гусєйнова [12]. 

Правило екстремального прицілювання М.М. Красовського [2] знайшло своє 

втілення при інтегральних обмеженнях у роботах В.Н. Ушакова [13], Б.М. Пше-

ничного та Ю.М. Онопчука [14], а згодом Й.С. Раппопорта [15]. Останній також 

вивчав змішані обмеження на керування. 

Доробок Б.Н. Соколова [16, 17], можливо, слід віднести до ідеології динаміч-

ного програмування. 

У роботі [18] зроблено спробу перевести метод розв’язуючих функцій [3] на 

інтегральні обмеження на керування. Цій же проблемі присвячені праця [19] та роз-

відка [20]. Дана робота продовжує зазначені дослідження, при цьому суттєво вико-

ристовується техніка нелінійного та опуклого аналізу [21–23]. 

Метод розв’язуючих функцій, який є базовим в даній роботі, тісно пов’яза-

ний з функціоналами Мінковського, точніше, з оберненими до них відображення-

ми [6]. Він полягає в оцінці дії переслідувача в кожний момент часу за допомогою 

деякої скалярної функції, сумування значень якої дає інтегральний критерій за-

кінчення гри зближення за відповідний гарантований час. Можливість обчислення 

розв’язуючих функцій в аналітичному вигляді для досить широкого класу задач 

дозволяє робити висновки щодо умов закінчення гри зближення із заданих почат-

кових станів за скінченний час. 

Постановка задачі 

Динаміка гри задається лінійним диференціальним рівнянням 

 ,z Az Bu Cv= + +  
0(0) ,z z=  (1) 

де ,mu R  ,lv R  , ,A B C  — постійні матриці розміру ,n n  ,n m  n l  відповідно. 

Керування гравця-переслідувача та гравця-втікача є вимірними (за Лебегом) 

функціями, які задовольняють інтегральні обмеження 

 
2

0

( ) 1,u d 


  
2

0

( ) 1.v d 


  (2) 

Ці керування будуть називатися допустимими. 

Термінальна множина М є лінійним підпростором .nR  
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Визначення. Вважаємо, що гра може бути закінчена в момент 0( ),T T z=  як-

що для-будь якого допустимого керування гравця, що втікає ( ),v t  існує допусти-

ме керування переслідувача ( ),u t  яке гарантує приведення розв’язку рівняння (1) 

( ),z t  що відповідає керуванням ( ),u t  ( )v t  і початковому положенню 0,z  на тер-

мінальну множину в момент : ( ) .T z T M  Вважаємо, що при побудові керуван-

ня ( )u t  переслідувач в момент t  може використати інформацію щодо реалізова-

ного до цього моменту керування супротивника ( ),v t  [0, ].t   

Позначимо π  оператор проєктування з nR  на підпростір ,L  де L  — допов-

нення до М  в .nR  

Розглянемо припущення на параметри гри, яке можна назвати аналогом умо-

ви Л.С. Понтрягіна [1] для диференціальних ігор з інтегральними обмеженнями. 

Припущення. Існує таке число ,  0 1,    що для всіх додатних t  викону-

ється включення 

 ,At Ate CV e BU    (3) 

де 
2

{ : 1}mU u R u=    і 
2

{ : 1}lV v R v=    — одиничні кулі в просторах ке-

рування. 

Далі вважаємо, що це припущення на параметри гри виконується. 

Допоміжні твердження 

Зафіксуємо початкову позицію 0.z  Введемо допоміжне багатозначне відоб-

раження 

 
20( , , ) { : (1 ) },At A At v e z e Cv v e BU   =   +   −  +   (4) 

де ( , , ) , [0, ).lt v R R R R+ + +    =   Розглянемо допоміжну функцію (так звану 

розв’язуючу функцію [3]): 

 ( , , ) sup ( , , ).t v t v  =    (5) 

Дослідимо властивості допоміжного відображення і цієї функції. 

Лема 1. Мають місце співвідношення 

( , , ) 0t v    для всіх ( , , ) ,lt v R R R+ +     

( , , )t v  = +  при 0 0Ate z =  для всіх ( , ) ,lv R R+    

( , , )t v    при 0 0Ate z   для всіх ( , ) .lv R R+    

Доведення. Для першого твердження досить показати, що 0 ( , , ),t v   

тобто 

 
2

.At Ate Cv v e BU     (6) 

При 0v =  це включення, очевидно, виконується. При 0,v   враховуючи і вклю-

чення 0 ,U  маємо ланцюг включень 

 ,A A A Av
e C e CV e BU e BU

v

          

що означає ( , , ) 0.t v    
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З урахуванням (6) очевидно, що при 0 0Ate z =  включення ( , , )t v   ви-

конується для будь-якого додатного числа .  

Зафіксуємо вектор ( , , ) ,lt v R R R+ +     такий, що 0 0.Ate z   Величина 

норми вектора 
At Ae e Cv +   зростає по   лінійно (при досить великих ),  а 

норма векторів з правої частини включення в (4) обмежена функцією  

 
2

1
(1 ) max A

u
v e Bu


−  +  ,  

яка як функція від   зростає не швидше квадратного кореня. Тому для досить ве-

ликих   включення в (4) виконується, тобто ( , , ) .t v    

Лема 2. Інтервал [0, ( , , )) ( , , )t v t v     для всіх ( , , ) .lt v R R R+ +     

Доведення. Вважаємо, що для деякого додатного числа   виконується включен-

ня 0 ( , , ).t v   Тоді для будь-якого числа ,  0 ,     виконується включення 

20 (1 ) .At A Ae z e Cv v e BU  
 +   −  +  

 
 З включення (6) випливає, що 

2
1 1 (1 ) .A Ae Cv v e BU     
−   − −  +     
    

 Звідси, враховуючи опуклість 

множини ,Ae BU  отримуємо  

 
20 (1 )At A Ae z e Cv v e BU 

 +   −  +  +


 

 
2 2 2

1 (1 ) 1 .A Av e BU v v e BU       
+ −    −  + −      

      
 

Функція 
2

( ) (1 )f v = −  +  є увігнутою, тобто ( ) 0f     при 0.    

Тому для функції f  виконується нерівність [21] 

 
( ) (0) ( ) (0)f f f f −  −


 

 для 0,     

звідси 

 ( ) 1 (0) ( )f f f
  

 + −   
  

 

або 

 
2 2 2

(1 ) 1 ) (1 ) .v v v
  

−  +  + −   − +  
  

 

Тому, так як 0 ,Ae BU  маємо 

 
20 (1 ) .At A Ae z e Cv v e BU  +   − +   

Значить, ( , , )t v   для будь-якого [0, ].   

Лема 3. При 0 0Ate z =  верхня грань у визначенні ( , , )t v   (5) досягається. 

Функція ( , , )t v   вимірна за Борелем за сукупністю змінних ( , , )t v  

.lR R R+ +    
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Доведення. Розглянемо функцію відстані між вектором і компактом з ви-

значення ( , , )t v   (4) 

 
20( , , , ) min (1 ) .At A A

u U
t v e z e Cv v e Bu 


   =  + − −  +   

Ця функція є неперервною на множині .lR R R R+ + +    Включення ( , , )t v   

еквівалентне рівності ( , , , ) 0.t v   =  Значить, визначення (5) означає, що існує 

послідовність чисел ,i  таких, що 

 ( , , , ) 0i t v   =  ( , , ).i i
t v

→
 ⎯⎯⎯→   

Звідси, враховуючи скінченність ( , , )t v   (при 0 0),Ate z   випливає, що 

( ( , , ), , , ) 0,t v t v    =  тобто верхня межа в означенні функції (5) є досяжною. 

Розглянемо множину рівня функції ( , , )t v   

 {( , , ) : ( , , ) }.l
a t v R R R t v a+ +         

Покажемо, що ця множина є відкритою, а значить, і борелівською для будь-якого 

додатного .a  Це і буде означати, що функція ( , , )t v   є вимірною за Борелем [24]. 

Зафіксуємо додатне число a  і візьмемо довільну точку ( , , ) .at v   Зна-

чить, ( , , ),a t v   тобто для цієї точки виконується нерівність ( , , , ) 0.a t v    

Неперервність функції ( )   гарантує існування такого околу   точки ( , , ),t v  

що для всіх ( , , )t v   виконується нерівність ( , , , ) 0,a t v    тобто ( , , )t v a    

для всіх ( , , ) .t v   Це і означає відкритість множини ,a  що і потрібно було 

довести. 

Основна теорема 

Сформулюємо достатні умови гарантованого приведення розв’язку рівнян-

ня (1), (2) на термінальну множину M  з початкового положення 0.z  

Теорема. Має місце умова (3) на параметри гри (1), (2). Якщо існує момент 

0( ),T T z=  такий, що або 
0 0,ATe z =  або 0 0ATe z   і для всіх допустимих ке-

рувань ( )v   виконується нерівність 

 

0

( , , ( )) 1,

T

T T v d −      (7) 

тоді диференціальна гра може бути закінчена в момент .T  

Доведення. Зафіксуємо момент ,T  який задовольняє припущення теореми. 

Спочатку проаналізуємо випадок 0 0.ATe z   

Згідно з лемою 3 розв’язуюча функція ( , , )T v   є вимірною за Борелем і для 

всіх ( , )v 
lR R+   виконується включення 

 
20( , , ) (1 ) ( , , ) .AT A AT v e z e Cv T v v e BU    +   −   +   (8) 

Це включення, вимірне за Борелем, залежить від ( , )v  та неперервне від .u U  
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З теореми щодо вимірного селектора Куратовського і Риль–Нардзевсько-

го [25, 26] випливає, що це включення має вимірний за Борелем селектор, тобто 

вимірне за Борелем відображення ( , ) ,w v U   для якого 

 
2

( , )A Ae Cv v e Bw v      

при всіх ( , )v  .lR R+   

Припустимо, гравець-втікач використовує на інтервалі [0, ]T  довільне, вимірне 

за Лебегом керування ( ),v   яке задовольняє інтегральне включення 

 
2

0

( ) 1.

T

v d    

Згідно з припущенням (7) теореми існує момент 0( , ( )),T T z v =   такий, що 

 

0

( , , ( )).

T

T T v −    (9) 

Тоді керування гравця-переслідувача на інтервалі [0, ]T  

 

2

2

(1 ) ( , , ( ) ( ) ( , , ( )) при [0, ],

( )

( ) ( , ( ) при ( , ] .

T T v v w T T v T

u

v w T v T T






− −  −   +   −   

 = 

−   −   

 (10) 

Такий закон вибору керувань переслідувача є контркеруванням з одним пе-

ремиканням. 

Зазначимо, що суперпозиція борелівської та вимірної за Лебегом функцій бу-

де вимірною за Лебегом функцією [24]. Тому побудоване таким чином керуван-

ня (10) є вимірним за Лебегом для довільного вимірного керування ( ).u   

Покажемо, що при такому виборі керування переслідувача розв’язок (1)  

попаде на термінальну множину в момент .T  

 
0 ( )

0

( ) [ ( ) ( )]

T
AT A Tz T e z e Bu Cv d− =  +   +   =  

0 ( )

0

( )

T
AT A Te z e Bu d



−=  +   +
( ) ( )

T
A T

T

e Bu d


−  
( )

0

( )

T
A Te Cv d−+    =  

20 ( )

0

(1 ) ( , , ( )) ( ) ( , ( ))

T
AT A Te z T T v v e Bw T v d



−=  − −  −  +   −  −  

 
2 ( ) ( )

0

( ) ( , ( )) ( )

T T
A T A T

T

v e Bw T v d e Cv d


− −−    −    +    =   

 0 0 ( )

0

[ ( , , ( )) ( )]

T
AT AT A Te z T T v e z e Cv d



−=  −  −   +  −  
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( ) ( )

T
A T

T

e Cv d


−−   
( )

0

( )

T
A Te Cv d−+    =  

 0 0

0

( , , ( )) 0.

T
AT ATe z T T v d e z



=  −  −     =  

Ця рівність доводить приведення розв’язку на термінальну множину 

( ) .z T M  

Перевіримо, що побудоване таким чином (10) керування ( )u   задовольняє 

інтегральні обмеження (2) 

 
2 2 2

0 0

( ) [(1 ) ( , , ( )) ( ) ] ( , ( ))

T T

u d T T v v w T v d



  = −  −   +  −    + 

 +
2 2 2

0 0

( ) ( , ( )) (1 ) ( , , ( )) ( ) .

T T T

T

v w T v d T T v d v d





  −     −  −   +      

Аналогічно розглядається випадок 0 0.ATe z =  У цьому разі керування пере-

слідувача на інтервалі [0, ]T  

 
2

( ) ( ) ( , ( )).u v w T v = −   −    (11) 

Як і раніше, можна показати, що і у цьому разі керування (11) гарантує приведен-

ня розв’язку (1) на термінальну множину M  в момент T  (для будь-якого довіль-

ного керування ( ))v   i ( )u   задовольняє інтегральне обмеження (2). 

Таким чином, теорему доведено. 

Зауваження. Теорема легко переноситься на більш загальні інтегральні об-

меження на керування 

 
T 2

0

( ) ( ) ,u Gu d



      
T 2

0

( ) ( ) ,v Hv d



      (12) 

де G  i H  — симетричні, додатно-визначені матриці розміру m m  i l l  відпо-

відно, ( )v   i ( )u   — вимірні функції,   і   — додатні числа, а знак T позначає 

транспонування. 

Заміна 

 

1

2
1

,u G u=


 

1

2
1

,v H v=


 

1

2 ,B BG=   

1

2C CH=   

приводить диференціальну гру (1), (12) до початкового вигляду 

 ,z Az Bu Cv= + +  , , ,n m lz R u R v R    
0(0) ,z z=  

 
2

0

( ) 1,u d



    
2

0

( ) 1.v d



    

У такому вигляді теорема повністю переноситься на зазначений загальний випадок. 
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Приклади 

Приклад 1 (Простий рух). Рух переслідувача та втікача описується диферен-

ціальними рівняннями 

 ,x u=  0(0) ,x x=  ,nx R  ,nu R  
(13)

 

 ,y v=  0(0) ,y y=  ,my R  .mv R  

Обмеження мають вигляд 

 
2 2

0

( ) ,u d



     
2 2

0

( ) ,v d



     0.     (14) 

Термінальна множина задається рівністю .x y=  

Зробивши заміну 

 ,z x y= −  ,
u

u =


 ,
v

v =


 

приведемо гру до стандартного вигляду 

 ,z u v=  −   
0 0 0,z x y= −  

 
2

0

( ) 1,u d



    
2

0

( ) 1.v d



    

Термінальна множина {0},M =  оператор   представляє собою тотожне пе-

ретворення. 

Припущення (3) виконується для параметра 1


 = 


: 

 ,D D−    
2

{ : 1}.nD z R z=    

Розв’язуюча функція ( )   знаходиться на багатозначному відображенні 

 
20( , , ) { : (1 ) }t v R yz vv v D  =  −  −  +  =  

 
20 2 2{ : ( ) [(1 ) ] }R yz vv v=  −  −  +  =  

 
2 20 2 0 ( )

{ : ( , ) 2 ( , ) ( ) 0}.
2

v
R F v z v z v v v v

 − 
=   =  −  + − −  

 
 (15) 

Функція ( , )F v  являє собою квадратний многочлен відносно   з додатним 

коефіцієнтом при старшому степені, тому ( )v  (5) є більшим коренем квадратно-

го рівняння ( , ) 0.F v =  

Зазначимо, що (0, ) 0F v   для всіх ,nv R  тому функція ( )v  визначена для 

всіх v  і ( ) 0.v   

Знайдемо вектор ,v  на якому досягається мінімум функції ( ).v  Для цього 

продиференціюємо 

 
0/ 2 2 ( )

0,
/ /

F v z v

v F F

    +   −
= = =

    
 

звідси отримаємо єдиний екстремум функції ( )   
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0.v z 

= −
 −

 

Відповідне v  значення функції ( )   отримаємо з квадратного рівняння ( , ) 0:F v =  

 
2

20

( )
( ) ,v

z

  −
 =  

а значить, 

 0

20
.v z

z

 −
=  

Неважко показати, що (як більший корінь квадратного рівняння) функція  

 
20

( )
( )

v
v

z

  −
  →  при .v →  

Тому єдиний екстремум функції ( )v  є мінімумом. 

Згідно з твердженням теореми час завершення гри визначається співвідно-

шеннями 

 
2

20
0 0

( )
( ( )) ( ) 1,

T T

v d v d T
z

  −
      = =   

звідси  

 

20

2
.

( )

z
T =

 − 
 (16) 

Слід зазначити, що момент T  співпадає з часом першого поглинання [1] для 

гри (13), тобто з першим моментом, коли множина досяжності переслідувача x  

поглине множину досяжності втікача .y  Цей час T  є мінімальним часом гаранто-

ваного завершення гри (13). 

Вкажемо явний вигляд контркерування ( )u v  переслідувача на інтервалі 

[0, T], яке розв’язує задачу зближення. Стратегія переслідувача визначається спів-

відношеннями (8) і (10). 

 0 2(1 ) ,yz v v− = −  +   1,   

 2( ) (1 ) .u v v= − −  +   

Звідси  

 
0

( ) .
z v

u v
−  + 

=


 

Враховуючи заміну ,u u=   v v=   і квадратне рівняння (15), отримуємо 

 
0( ) ( ) ,u v v v z= −   

де  

 

2
2 20 0 0

20

1 ( ) ( )
( ) ( , ) ( , ) .

2 2
v z v z v z v

z

 
  −   −  −    

 = + + + +    
     

 

Таким чином, це керування гарантує розв’язок задачі переслідування (13), 

(14) не пізніше моменту (16). 
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Приклад 2 (Контрольний приклад Л.С. Понтрягіна). Рухи переслідувача 

та втікача задаються рівняннями 

 ,x x u+  =   ,nx R  ,nu R  0(0) ,x x=  0(0)x x=  , 0,    

 ,y y v+ =   ,ny R  ,nv R  0(0) ,y y=  0(0) ,y y=  , 0.    
(17)

 

Інтегральні обмеження мають вигляд (2). Переслідування вважається завер-

шеним, якщо .x y=  

Введемо нові змінні 

 1 ,z x y= −  2 ,z x=  3 ,z y=  3
1 2 3( , , ) .nz z z z R=   

Система рівнянь (17) прийме вигляд 

 1 2 3,z z z= −  0 0 0
1 ,z x y= −  

 2 2 ,z z u= − +  0 0
2 ,z x=  

 3 3 ,z z v= − +  0 0
3 .z y=  

Термінальна множина 3
1 2 3 1{( , , ) : 0}.nM z z z R z=  =  Оператор ортогонального 

проєктування 3: nR L →  задається матрицею ( 0 0 ),n nE=  де E  — одинич-

на матриця порядку ,n  0n  — нульова. Матриці (1) приймуть вигляд 

 

0 0 0

0 0 , , 0 .

00 0

n n n

n n n

nn n

E E

A E B E C

E E

−     
     

= − =  =     
    −     

 

Фундаментальна матриця системи 

 

1 1

0 0

00

t t

At t
n n

t
nn

e e
E E E

e e E

e E

− −

−

−

 − −
− 

  
 

=  
 
 
 
 

. 

Введемо позначення 

 
0 0 0 0

1 2 3
1 1

( ) ,
t t

At e e
a t e z z z z

− −− −
=  = + −

 
 

 ( ) ,Ate B f t E =  ( ) ,Ate C g t E =  

де 

 
1

( ) ,
te

f t
−−

= 


 
1

( ) .
te

g t
−−

= 


 

Згідно з проведеним Л.С. Понтрягіним дослідженням [1] умови на параметри гри 

 ,    
 


 
 (18) 

забезпечують виконання нерівності ( ) ( )g t f t   для всіх 0,t   де  =  

max , 1.
  

=  
  
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Значить, при наявності нерівності (18) для цього значення   виконується 

припущення (3): 

 ( ) ( ) ,At Ate CV g t D f t D e BU = −   =   
2

{ : 1}.nD U V u R u= = =    

Тоді множина (4) має вигляд 

 
2

( , , ) { : ( ) ( ) (1 ) ( ) }t v R a t g v v f D  =   −   −  +  =  

 
2 2 2{ : ( ) ( ) [(1 ) ] ( )}R a t g v v f=   −   − +  =  

 { : ( , , , ) 0},R F t v=      

де 

 
2 22 2 2(1 )

( , , , ) ( ) 2 ( )( ( ), ) ( ( ) ( )).
2

F t v a t g t a t v v f g
− 

  =  −  + −   −  
 

 

Функція F  — многочлен другого ступеня по   з додатним старшим коефі-

цієнтом, тому розв’язуюча функція ( , , ) max ( , , )t v t v  =    є більшим коренем 

квадратного рівняння ( , , , ) 0.F t v  =  

Оцінимо нижче розв’язуючу функцію ( , , ).t v   Для цього скористаємося 

властивостями градієнта неявної функції. Знайдемо корінь 

 2 22 ( ) ( ) 2 ( ( ) ( )) 0,
F

g a t v f g
v


= −   −   −  =


 

звідси отримаємо єдиний екстремум функції ( , , )t v   

 
2 2

( )
( )

( ) ( )

g t
v a t

f g

 
= −

  − 
 

і 

 
2

2 2 2

2 2

( )
( , , , ) ( ) (1 ) ( ) 0,

( ) ( )

f
F t v a t f

f g

 
  =  −  −  =

  − 
 

а значить, 

 
2 2

2

(1 )( ( ) ( )
( , , ( , )

( )

f g
t v t

a t

 −   − 
   =


 і 

2

(1 ) ( )
( , ) ( ).

( )

g t
v t a t

a t

 −
 =


 

Можна стверджувати, що для будь-якого nv R  виконується нерівність 

 ( , , ) ( , , ( , )).t v t v t       

Тоді, застосовуючи нерівність ( ) ( ),g f     отримаємо співвідношення  

 
2 2

2
0 0

1
( , , ( )) ( ( ) ( ))

( )

T T

T T v d f T g T d
a T

−
 −      −  − −  


   

 
2 2 2 2

2

2 2 2
0

(1 ) (1 ) 1 1
( ) 2

2( ) ( )

T T Te e
f d T

a T a T

  −  −  − −
   = − + 

    
 . 

Так як функція 
2

( )a T  обмежена, то цей інтервал зростає необмежено зі 

зростанням T  і буде більше одиниці для досить великого числа .T  
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Таким чином, якщо виконані умови (18), то побудоване в теоремі керування 

гарантує розв’язок задачі переслідування (17) зі всіх початкових положень 

0 0 0 0( , , , )x y x y  за деякий скінченний час 0( ).T T z=  

Вкажемо явний вигляд керування ( )u t  переслідувача на інтервалі [0, ],T  

який розв’язує задачу зближення [0, ]T  ( ).v t  Припустимо, що гравець, який тікає, 

застосовує на інтервалі [0, ]T  допустиме керування ( ).v t  Момент переключення 

програм контркерування 0( , ( ))T T z v =   визначається співвідношенням (9) 

 

0

( , , ( )) 1,

T

T T v d



 −    =  

де 

 2

2

1 (1 )
( , , ) ( )( ( ), ) ( )

2( )
T v g a T v f

a T

 −
  =  +  +


 

 

2
2 2 22 2 2(1 )

( )( ( ), ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) .
2

g a T v f a T a T v f g
− 

+  +  + +   −   
  

 

Керування має вигляд 

 

( , , ( )) ( ) ( ) ( )
при [0, ],

( )
( )

( ) ( )
при [ , ].

( )

T T v a T g T v
T

f T
u

g T v
T T

f T





 −   + −  
−  − 

 = 
−  − 

 − 

 

Висновок 

Досліджуються конфліктно-керовані процеси, що описуються лінійними ди-

ференціальними рівняннями, за умови інтегральних обмежень на керування про-

тидіючих сторін. Базовим обрано метод розвʼязуючих функцій, які чисельно оці-

нюють якість керування переслідувача у процесі гри. При цьому сповідується на-

копичувальний принцип, який визначають розвʼязувальні функції. Досягнення в 

сумі цих функцій певного порогового значення означає кінець гри. Керування пе-

реслідувача будується на основі теорем вимірного вибору типу Філіпова–Кас-

тена на активному та пасивному проміжках. Цю процедуру забезпечує класична 

умова Понтрягіна. У результаті з використанням техніки багатозначних відо-

бражень отримано достатні умови виведення траєкторії конфліктно-керованого 

процесу на задану термінальну множину. Аналітичні результати проілюстрова-

но на модельних прикладах ігрових задач з простим рухом та контрольному 

прикладі Понтрягіна. 
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Alongside Pontryagin’s Direct methods, Krasovskii’ Extreme Targeting rule 

and the HJBI (Hamilton-Jacobi-Isaacs) method, in the dynamic games theo-

ry an effective method is the Method of Resolving Functions. This method 

has a wide range of applications that includes problems with groups of par-

ticipants (both pursuers and evaders) and complex dynamic processes (vari-

ous type equations with partial and fractional derivatives).  In this paper we 

deal with the linear conflict-controlled process under integral constraints on 

controls. The study is based on the Method of Resolving Functions and uses 

the cumulative principle in constructing the above mentioned scalar func-

tions. Such function determinates the moment of the system trajectory hit-

ting the terminal set. We consider that certain condition of the pursuer ad-

vantage over the evader in control resources is fulfilled. This condition is 

the analog of Pontryagin’s condition. It’s fulfillment makes it possible to 

build (on the basis of the Filippov-Castaing theorem on measurable choice) 

the guaranteed pursuer controls in the form of measurable functions, on the 

active and the passive intervals in the game course. Using the technique of 

set-valued mapping we derive the properties of resolving functions and es-

tablish sufficient conditions of the differential game termination. Theoreti-

cal results are illustrated on the model example with «simple motions» and 

on Pontryagin’s Testing Example. The possibility of transferring presented 

results to the case of more complicated constraints on controls is indicated.  

Keywords: differential game, integral constraints, Pontryagin’s condition, re-

solving function, measurable choice, simple motion.  
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