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Рассмотрена задача о проникновении магнитного поля в высокотемпературный сверхпроводник вто-
рого рода, который находится в режиме вязкого течения потока во внешнем магнитном поле. Получены 
аналитические формулы для глубины и скорости проникновения магнитного поля в сверхпроводник в 
зависимости от значений параметра задачи — от показателя степени n, характеризующего скорость про-
никновения вихрей в сверхпроводящее полупространство. 
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Изучение динамики эволюции магнитного потока 

вглубь сверхпроводника с нелинейной вольт-амперной 
характеристикой в режиме крипа потока является важ-
ной задачей технической сверхпроводимости. Матема-
тически задача исследования может быть сформулиро-
вана на основе системы нелинейных эволюционных 
уравнений для электромагнитного поля с учетом нели-
нейного соотношения между полем и током в сверх-
проводнике [1–14]. Теоретические исследования зако-
номерности проникновения магнитного потока в 
режиме крипа потока со степенной вольт-амперной 
характеристикой и связанная с ним быстрая релакса-
ция тока в сверхпроводниках проведены в классиче-
ских работах [10–14]. Закономерности проникновения 
магнитного поля в режиме вязкого течения потока 
изучены в [2]. Динамика проникновения магнитного 
потока исследована в [2] в предположении, что диффе-
ренциальное сопротивление не зависит от магнитного 
поля. Подробный анализ этих процессов в режиме 
крипа потока с нарастающим с постоянной скоростью 
магнитным полем для сверхпроводников второго рода 
с различными типами вольт-амперных характеристик 
проведен в [6–10]. В настоящей работе рассматривает-
ся диффузионная задача о проникновении магнитного 
потока в сверхпроводник с учетом нелинейной вольт-
амперной характеристики сверхпроводников, справед-
ливой в области малых эклектических полей и в режи-
ме крипа потока. Получено точное аналитическое ре-
шение, описывающее пространственную и временную 

эволюции проникновения магнитного и электрического 
полей и плотность тока. Определена скорость распро-
странения фронта намагниченности при заданной 
средней скорости изменения по времени внешнего 
магнитного поля на границе образца.  

Для моделирования процесса эволюции возмуще-
ний электромагнитного поля в пространстве и времени 
используется система уравнений макроскопической 
электродинамики [15]. Взаимосвязь между магнитной 
индукцией B , электрическим полем E и плотностью 
транспортного тока j устанавливается уравнениями 
Максвелла:  

 4πrot 
c

=B j, (1) 

 1rot d
c dt

= −
BE . (2) 

Движение вихревых нитей со скоростью v приводит 
к возникновению электрического поля 

 v
c

=E B . (3) 

Согласно теории Андерсона [16, 17], термоактива-
ционное движение вихрей может быть описано соот-
ношением 
 0 exp ( / )Bv v U k T= − , (4) 

где v0 — скорость вихрей при T = 0, U — энергия актива-
ции при тепловом движении вихрей, которая зависит от 
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механизмов пиннинга, T — температура и kB — постоян-
ная Больцмана. Энергия активации ( ) ( , , )U j U j B T=  
зависит от температуры T, индукции магнитного поля 
B  и плотности тока j. Для простого случая она может 
быть описана хорошо известной формулой Кима–Ан-
дерсона [17]: 

 0
0

( ) 1 ,
c

jU j U
j

 
= − 

 
 (5) 

где U0 — характерный масштаб энергии активации, 
0cj  — критическая плотность тока при Т = 0. В режиме 

коллективного крипа зависимость активационной энер-
гии от плотности тока является логарифмической [18, 19]: 

 0
0( ) ln .сjU j U

j
 

=  
 

 (6) 

С учетом равенств (4) и (6) получим феноменологиче-
скую формулу для функции E в виде  

 0
0

,
n

c

jv
j

 
=  

 
E B  (7) 

где показатель экспоненты n зависит от механизма 
пиннинга [18]. Для зависимости ( )cj B  существуют раз-
личные модели и для простоты воспользуемся степен-
ной моделью [20]: 

 0
0( )c

B
j B j

B

γ
 =  
 

, (8) 

где 0j  и 0B  — характеристические значения плотности 
тока и индукции магнитного поля, γ — безразмерный 
параметр, характеризующий пиннинг, 0 < γ < 1. Другая 
возможная модель для зависимости ( )cj B  имеет экс-
поненциальную форму [21]: 

 0
1

( ) exp Bj B j
B

γ
 

= − 
 

, (9) 

где 1B  — параметр, связанный с пиннингом. Сформу-
лируем основные уравнения, описывающие динамику 
развития тепловых и электромагнитных возмущений 
для простого случая — сверхпроводящего плоского 
полубесконечного образца x ≥ 0. Предполагаем, что 
внешнее магнитное поле (0, 0, )eB=B  направлено по 
оси z и скорость магнитного поля является постоянной 

consteB = . Согласно уравнению Максвелла (2), в образ-
це имеется вихревое электрическое поле (0, , 0)eE=E . 
Здесь eB  — амплитуда внешнего магнитного поля, eE  — 
амплитуда фонового электрического поля. Из концеп-
ции критического состояния непосредственно следует 
параллельность плотности тока и электрического поля 
j E . Для такой геометрии пространственная и вре-
менная эволюции индукции магнитного поля B  опи-
сываются следующим диффузионным уравнением: 

 
1

1
n

ndb d db dbb
dt dt dt dt

−
γ +

 
=  

  
. (10) 

В уравнение введены следующие безразмерные пара-
метры: 0/b B B= , 0 0 0/px j x B= µ , 0/t t= τ , 0/j j j= , 

0 0ε = /E v j , 0 0 0 0τB j v= µ . Запишем необходимые гра-
ничные и начальные условия относительно переменной 
b для рассматриваемой одномерной геометрии. Ниже 
ограничимся исследованием краевой задачи со степен-
ным граничным режимом [7] 

 0(0, )b t b tα= . (11) 

Возрастание поля по закону (11) происходит на конеч-
ном интервале времени, а затем оно стабилизируется, 
таким образом, 

 ( ,0) 0pb x = , (12) 

где px  — положение фронта магнитного потока. Тогда 
задача (10) с начальным распределением  

 ( ,0) 1b x dx =∫  (13) 

моделирует эволюцию магнитного потока в сверхпро-
воднике. Искомое распределение индукции магнитного 
поля найдем в классе автомодельных решений [22, 23], 
используя групповые свойства дифференциального урав-
нения (10) с соответствующими граничными (11), (12) 
и начальным (13) условиями. Для решения задачи 
(10) – (13) используем инварианты вида [23] 

 ( , ) ( / )b x t t f x tα β= . (14) 

Здесь параметры α и β  удовлетворяют соотношению 
1 ( 1)n n nα + = β+α γ + + α +β . Используя соотношение 

для закона сохранения потока типа (13), получим точ-
ное выражение для параметра 1/ (2 1)n nα = β = + γ + , 
которое предполагает существование решения типа [23] 

 1/(2 1) 1/(2 1)( , ) ( ),n n n nb x t t f z z xt+γ + + γ += = . (15) 

Подставляя решение (15) в уравнение (10), получим 
следующее дифференциальное уравнение для новой 
функции f(z): 

 1 1 0
2 1

n
nd df d dff z

dz dz n n dz dz
γ +

   + =   + γ +    
. (16) 

Решение уравнения (16) должно удовлетворять гра-
ничным условиям задачи 

 0(0, )=1,   ( ,  )=0f t f z t . (17) 

Таким образом, полученное решение описывает 
профиль распространения индукции магнитного поля в 
сверхпроводнике. Дальнейшее интегрирование урав-
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нения (16) с учетом граничных условий (17) приводит 
к следующему решению задачи: 

 
1/( 1)( 1)/

0 0( ) ( ) 1 ( / ) n nf z f z z z
γ++ = −  , (18) 

где  
1/( 1)1/1

0
0

1( )
1 2 1

nnz
f z n

n n n

γ+
+  γ + =    + + γ +  

. 

Положение фронта индукции магнитного потока z0 мо-
жет быть найдено подстановкой (18) в равенство (13): 

(2 1)/( 1)
0

n nz +γ + γ+ =  

1/( 1)1/
2 1

1 1 2 1 1
1 2 12

1 1

n
n F

n
n

n n nn
n

γ+
  γ +

+    + γ +  γ +    =    + + γ + γ +      Γ Γ   γ + +   

. 

Последнее уравнение в старых переменных имеет вид 

 

1/( 1)( 1)/

0( , ) 1
n n

p

xb x t b
x

γ++   = −      

, (19) 

где  
1/( 1)1/1

01/(2 1)
0

1(0, )
1 2 1

nn
n n z

b t t n
n n n

γ+
+

− + γ +
  γ + =    + + γ +  

. 

Положение фронта магнитного потока может быть 
представлено в виде –1/(2 + γ +1)

0
n n

px x t= . Тогда нетрудно 
определить скорость фронта магнитного поля:  

 – (2+ γ) / (2 + γ +1)
0

n n n
pv v t≈ . (20) 

Как видно, скорость фронта магнитного потока умень-
шается линейно с течением времени. Полученное реше-
ние (20) описывает проникновение магнитного потока 
вглубь сверхпроводника в интервале 0 < х < хр в режиме 
крипа потока со степенной вольт-амперной характери-
стикой, определяемой соотношением (7). 

Таким образом, изучена задача о проникновении 
магнитного поля в высокотемпературный сверхпро-
водник второго рода, который находится в режиме 
крипа потока во внешнем магнитном поле. Показано, 
что магнитное поле на границе сверхпроводника воз-
растает с течением времени в режиме с обострением. 
Получено уравнение типа диффузии, которое описыва-
ет распределение магнитной индукции в режиме вяз-
кого течения потока при проникновении магнитного 
потока вглубь сверхпроводника. Получены аналитиче-
ские формулы для глубины и скорости проникновения 
магнитного поля в сверхпроводник в зависимости от 
значений параметров задачи, а именно от показателя 
степени n, характеризующего скорость проникновения 

вихрей в сверхпроводящее полупространство. Отличи-
тельной особенностью решений является их самопо-
добность, т. е. возникающие при крипе диссипативные 
магнитные структуры являются инвариантными отно-
сительно преобразований пространственных и времен-
ных масштабов [23]. 
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Динаміка проникнення магнітного потоку 
у надпровідник зі степеневою вольт-амперною 

характеристикою 

Н. А. Тайланов, Б. І. Хамдамов 

Розглянуто задачу про проникнення магнітного поля у 
високотемпературний надпровідник II роду, який знаходиться 
у режимі в’язкої течії потоку в зовнішньому магнітному полі. 
Отримано аналітичні формули для глибини та швидкості 
проникнення магнітного поля у надпровідник в залежності 
від значень параметра задачі — від показника степеня n, 
який характеризує швидкість проникнення вихорів у надпро-
відний напівпростір. 

Ключові слова: проникнення магнітного потоку, надпровідний 
напівпростір, високотемпературний надпро-
відник другого роду. 

The dynamics of magnetic flux penetration 
into superconductors with power-law current-voltage 

characteristics 

N. A. Taylanov and B. I. Hamdamov 

We consider the problem of the penetration of a magnetic 
field into a high-temperature type-II superconductor, which is in 
the regime of a viscous flow in an external magnetic field. Ana-
lytical formulas are obtained for the depth and rate of penetration 
of a magnetic field into a superconductor depending on the values 
of the problem parameter, namely, on the exponent n characteriz-
ing the rate of penetration of vortices into the superconducting 
half-space. 

Keywords: magnetic flux penetration, superconducting half-
space, high-temperature type-II superconductor. 

 


