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Представлен детальный анализ решений уравнения Ландау–Лифшица, описывающих солитоны в фи-
зически выделенной доменной структуре двухосного ферромагнетика. Исследованы строение и свойства 
новых типов солитонов, сильно связанных с доменной структурой. Рассмотрено поведение солитонов 
вблизи границ области их существования. Проведен сравнительный анализ солитонных ядер в доменных 
структурах легкоосного и двухосного ферромагнетиков. Установлена их связь с солитонами в однородно 
намагниченной среде. 
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1. Введение

При сильных внешних воздействиях на ферромагне-
тики с однородным основным состоянием в них возбуж-
даются не только спин-волновые моды, которым сопо-
ставляют квазичастицы линеаризованной теории [1, 2], 
но и частицеподобные солитоны, которым нет аналога 
в теории линейных волн [3, 4]. Если цуги спиновых волн 
расплываются из-за дисперсии, то солитоны являются 
долгоживущими состояниями. Поэтому на больших вре-
менах именно они определяют основные динамические, 
кинетические и термодинамические свойства сильно 
возбужденных сред [5]. Модель Ландау–Лифшица [6, 7] 
является базовой при описании ферромагнетиков. Ее 
квазиодномерные уравнения при учете основных взаи-
модействий — обменного и энергии кристаллографи-
ческой анизотропии — допускают представление в 
форме условия совместности вспомогательной систе-
мы линейных дифференциальных уравнений (имеют 
U–V-пару). Это открывает принципиальную возмож-
ность детального анализа сильно нелинейных коллек-
тивных возбуждений в ферромагнетиках. В настоящее 
время методами обратной задачи рассеяния и Хироты, 
непосредственным интегрированием уравнений Лан-
дау–Лифшица подробно изучены одномерные солито-
ны на фоне однородных распределений намагниченно-
сти в изотропном ферромагнетике и ферромагнетиках 
с одноосной и двухосной магнитной анизотропией [3, 4]. 

В то же время подавляющее большинство реальных 
магнитных материалов всегда имеет неоднородное ос-
новное состояние — доменную структуру. В простей-
шем случае это полосовая доменная структура: перио-
дически повторяющиеся протяженные полосы почти 
однородной намагниченности, разделенные узкими пе-
реходными слоями — доменными стенками. Доменная 
стенка сама является топологическим солитоном. В ее 
пределах осуществляется резкий разворот намагничен-
ности от равновесного значения в одном домене к аль-
тернативному и тоже равновесному значению в сосед-
нем домене полосовой структуры. Полное изменение 
намагниченности в доменной границе порядка намаг-
ниченности насыщения. В настоящее время с помощью 
модели Ландау–Лифшица исследованы структура ти-
пичных доменных стенок и многообразие фазовых пе-
реходов в магнетиках [8–10]. Следующий практически 
важный этап развития теории состоит в изучении пол-
ного набора принципиально новых нелинейных мод, 
которые определяют динамические и термодинамиче-
ские свойства, явления переноса и процессы перемагни-
чивания в магнетиках с доменной структурой в области 
сильных внешних воздействий на среду. Ключевую 
роль при этом играют солитоны, неразрывно связан-
ные с доменной структурой. Можно сказать, что речь 
идет об изучении солитонов в решетке из топологиче-
ских солитонов. Из-за существенной нелинейности и 
пространственной неоднородности такого класса задач 
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для их исследования первостепенную роль приобрета-
ют оправданные упрощения и построение принципи-
ально новых аналитических решений. 

В работе [11] для упрощения динамики ферромагне-
тика с полосовой структурой доменные стенки пред-
полагались бесконечно тонкими и плоскими, а их откло-
нения от равновесных положений малыми. С помощью 
эффективного потенциала взаимодействия ближайших 
стенок теоретическое описание солитонов продольной 
деформации доменной структуры (размер солитона 
много больше периода структуры) сведено к анализу 
решений интегрируемой континуальной модели Бусси-
неска для ангармонической струны. Все найденные 
солитоны оказались движущимися со скоростями, пре-
вышающими предельную скорость отдельной домен-
ной стенки. Можно сказать, что доменная структура 
стремится избавиться от таких модуляций. 

В работах [12–14] для построения новых решений 
уравнений Ландау–Лифшица одноосного и двухосного 
ферромагнетиков использована нестандартная схема 
сведения интегрируемого уравнения к обобщенной за-
даче Римана. Предложенный подход по заданной ак-
сиоматике редукций позволяет строить множество поч-
ти периодических (конечнозонных) решений уравнения 
Ландау–Лифшица в терминах многомерных тэта-функ-
ций. Вырождением многомерных тэта-функций можно 
получать частные решения уравнения Ландау–Лифшица, 
которые соответствуют солитонам на фоне кноидаль-
ной волны или периодической структуры. Однако с 
физической точки зрения такая схема количественного 
анализа солитонов в доменной структуре малоэффек-
тивна, так как включает малоизученные многомерные 
тэта-функции и содержит сложные трансцендентные 
уравнения на параметры солитонов. 

В работах [15, 16] для построения и анализа солито-
нов в доменной структуре ферромагнетика c анизотро-
пией типа «легкая ось» развита более удобная техника 
интегрирования модели Ландау–Лифшица с помощью 
задачи Римана на торе. Риманова поверхность, тополо-
гически эквивалентная тору, появляется из-за наличия 
полосовой доменной структуры. Преимущество под-
хода в том, что он позволяет исследовать солитоны, 
сильно связанные с доменной структурой, в терминах 
хорошо изученных эллиптических функций. Заметим, 
что при использовании модели легкоосного ферромаг-
нетика в уравнении Ландау–Лифшица пренебрегают 
магнитостатическими силами, полагая что их основной 
вклад учтен заданием периода доменной структуры 
[16, 17]. Это приближение лучше описывает полосовые 
структуры с блоховскими доменными границами, ко-
торые не создают магнитостатических полей. В отсут-
ствие магнитостатических сил спектр линейных мод 
полосовой структуры имеет только одну нейтрально 
устойчивую ветвь активационных мод. Вторая ветвь 
продольных колебаний структуры в линейном при-

ближении неустойчива. Однако инкременты ее времен-
ного нарастания чрезвычайно малы. В работах [16, 17] 
показано, что в такой ситуации нелинейные взаимо-
действия и закон сохранения проекции полной намаг-
ниченности среды на ось анизотропии приводят к ста-
билизации доменной структуры и формированию в ней 
структурно устойчивых солитонов. Солитоны могут 
быть движущимися и неподвижными, внутридомен-
ными и протяженными — захватывающими несколько 
доменов структуры. «Разрушение» солитонов вблизи 
границ области их существования происходит по двум 
сценариям. При первом из них солитоны с параметра-
ми вблизи нейтрально устойчивой ветви спектра ли-
нейных мод трансформируются в протяженные цуги 
спиновых волн в доменной структуре. Если же пара-
метры солитонов приближаются к значениям, харак-
терным для неустойчивой ветви линейных мод, то та-
кие солитоны описывают процессы апериодического 
перемагничивания группы доменов или слаболокали-
зованные «всплески» сильных модуляций доменной 
структуры. В этом случае нелинейные коллективные 
возбуждения доменной структуры напоминают соли-
тоны Перегрина над неустойчивыми состояниями, ко-
торые с превосходной точностью воспроизводятся в 
лабораторных экспериментах по изучению экстре-
мальных модуляций в оптоволокнах и водных бассей-
нах [18]. В общем случае такие магнитные солитоны 
движутся с неограниченно большими скоростями и 
являются аналогами солитонов продольной деформа-
ции в ангармонической цепочке доменных стенок [11]. 

В настоящей работе исследуются солитоны, встро-
енные в доменную структуру, с учетом магнитостати-
ческих взаимодействий в рамках более реалистичной 
модели квазиодномерного ферромагнетика с двухос-
ной анизотропией. Анализ малых колебаний намагни-
ченности около равновесных положений в полосовой 
доменной структуре двухосного ферромагнетика при-
водит к важному выводу. Доменная структура блохов-
ского типа будет устойчива относительно возбуждения 
в ней линейных мод только при условии, что ее период 
превышает некоторое критическое значение. Поясним 
утверждение. 

Плотность энергии ферромагнетика с квадратичной 
по намагниченности анизотропией записывается в сле-
дующем виде [6, 8, 9]: 

 ( )1 1= ( ) ( ) ( ),
2 2 2

m
i i aw Kα

∂ ⋅∂ − ⋅ − ⋅M M M M H M  

где > 0α  — константа обменного взаимодействия, 
1 2 3= diag ( , , )aK K K K     — постоянные кристаллографи-

ческой магнитной анизотропии. Внутреннее магнитное 
поле ( )mH  определяется уравнениями магнитостатики: 

 ( ) ( )rot = 0, div ( 4 ) = 0.m m + πH H M  (1) 
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В дальнейшем рассматриваются одномерные возбуж-
дения вдоль оси Ox в безграничном образце. Тогда 

= ( , )x tM M , где x  — пространственная координата, 
t — время. В этом случае уравнения магнитостатики (1) 
имеют явное решение: ( )

1= 4 ( , )m M x t− πH e, = (1,0,0)e  
(приближение Винтера [19]). Вклады энергии магнитной 
анизотропии и размагничивающего поля объединяются 
в эффективную плотность магнитной анизотропии, ха-
рактеризующуюся постоянными eff

1 2 3= diag ( , , )K K K K , 
1 1= 4K K − π , 2,3 2,3=K K . Предположим, что 1 2 3< <K K K . 

Тогда нелинейная динамика ферромагнетика будет 
описываться уравнением Ландау–Лифшица [6, 7]: 

 2 eff 2 2
0= ( ) , = ,t x K M ∂ −γ × α∂ + M M M M   

где γ  — гиромагнитное отношение. В безразмерных 
переменных 0= M−M S, 0 3 1= ( )t M K K t′ γ − , =x′  

3 1= ( ) /x K K− α  оно принимает вид 

 
2 2

eff
1 2 3 3 1

= ( ) , = 1,

= diag ( , , ) = / ( ),

t x J

J J J J K K K

′ ′ ∂ × ∂ + 
−

S S S S
 (2) 

1 2 3< <J J J . Ниже опущены штрихи над новыми пе-
ременными. 

Модель (2) допускает формирование статичной до-
менной структуры. В параметризации 

 = (sin cos , sin sin , cos )Θ Φ Θ Φ ΘS  (3) 

полосовой доменной структуре с «блоховскими» домен-
ными стенками соответствует следующее решение урав-
нения (2) [20–22]: 

0= / 2 = const, = 1; ( ) = = / 2 am ( , );kΦ νπ ν ± Θ χ θ π − χ

 3 2 0

0 0

= / ; sin = cn ( , ),
cos = sn ( , ), = dn ( , )

x J J k k
k kχ

χ − θ χ

θ χ ∂ θ − χ
 (4) 

(см. рис. 1). Использованы стандартные обозначения 
am ( , )kχ , sn ( , )kχ , cn ( , )kχ , dn ( , )kχ  для эллиптической 
амплитуды Якоби и эллиптических функций Якоби с 
модулем 0 1k≤ ≤  [23, 24]. Величина k  задает период 

3 24 /Kk J J−  доменной структуры; = ( )K K k  — пол-
ный эллиптический интеграл первого рода. Доменные 
стенки полосовой структуры сами по себе сильно не-
линейны. Они представляют узкие области шириной 

3 22 / [ ]K k J J′ π −  ( = ( )K K k′ ′ ; 2= 1k k′ −  — дополни-
тельный модуль эллиптических функций Якоби), в пре-
делах которых вектор намагниченности совершает раз-
ворот от одного равновесного положения = (0,0,1)S  
к другому = (0,0, 1)−S . 

Исследуем устойчивость полосовой структуры (4) 
относительно малых возмущений. Для этого введем 

новое векторное поле m: = DS m, где D  — ортого-
нальная матрица: 

 
0 0

0 0

= , = diag ( , , 1), = 1,
1 0 0

= 0 cos sin .
0 sin cos

D FT F

T

ν ν ν ±

 
 θ θ 
 − θ θ 

  

В таком представлении доменной структуре отвечает 
вектор = (0,0,1)m . Малые колебания намагниченности 
вблизи структуры описываются комплексным полем 

( , )x tΨ  (| |<< 1Ψ ): 

 2
1 2 3= , = 1 | | /2.m im m+ Ψ − Ψ   

В линейном приближении из (2) для ( , )x tΨ  получаем 
уравнение 

2 2
2 2 2 2 *

2
1( 2 sn ) 1 ( ) = 0,
2t

ki k k
k χ

  κ ∂ Ψ+ ∂ + − χ Ψ+ − Ψ+Ψ    κ     
 

  (5) 

где 3 2= J Jκ −  (0 < 1κ ≤ ). Общее решение уравне-
ния (5) записывается в терминах функций Ламе 

( , )uΛ ± χ  [25]: 

 
2

( )

=1
( , ) = ( ) ( , ) e

K
i u ts

s s
sK

x t d u u
′

− ω

′−

Ψ α Λ χ +∑∫ v   

 
*( )* *( ) ( , ) ei u tss su u ω 

+ β Λ χ 


, (6) 

где 

 ( ) ( 2 )( , ) =
( ) ( 2 )

u u Ku
iK iK K

σ χ − σ χ − +
Λ χ ×

′ ′σ χ + σ χ + +
  

 1
3exp ( ) 2 .

u Z u
K

η χ × + χ + η χ  
  

Здесь 1 =u iv, 2 =u i K+v , сигма-функции Вейерштрасса 
имеют периоды [4 ,2K iK ′], и ( ) = ( , )p u iZ u kΛ  — квазиим-
пульс функции Ламе: ( , 4 ) = ( , ) exp [4 ( )]u K u Ki p uΛΛ χ + Λ χ ; 

( , )Z u k  — зета-функция Якоби с модулем k. 
Возможные частоты ( )suω  линейных мод 

 
2 2 2

2
2( ) = dn ( , ) dn ( , )s s s

ku u k u k
k
κ − κ ω +  κ 

  

Рис. 1. Полосовая доменная структура и угол 0θ  разворота 
намагниченности. 
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вещественны только при 2 2k ≥ κ . Спектральные плот-
ности ( )suα , ( )suβ  связаны между собой: 

 
2 2 2

2 2
2( ( ) dn )

( ) = ( ) 1 .s s
s s

k u u
u u

k
 ω − κ

β α − 
− κ 

  

Вследствие магнитостатического взаимодействия сред-
няя плотность энергии, приходящаяся на один период 
доменной структуры 

 
2

21= [ ( ) ],
2

w E k k K
k
κ  ′− 

 
  

уменьшается с ростом k  (при 2 2k ≥ κ ). Рассмотрим 
случай 3 2= =k J Jκ −  ( = xχ ). Тогда все формулы 
упрощаются: 

 
2

2
1 1 2

dn ( , )1 < ( ) = dn ( , ) = < ,
cn ( , )

ku u k
k
′

ω ∞
′

v
v

  

2 2
2 2

2 2 1,22
cn ( , )0 < ( ) = dn ( , ) = < , ( ) 0.

dn ( , )
k ku u k k u

k
′ ′

′ω β ≡
′

v
v

 

  (7) 

Таким образом, в модели ферромагнетика с двухос-
ной магнитной анизотропией доменная структура со 
значением 1/2

3 2 3 1 3 2= = [ ) / ( )] =k K K K K J Jκ − − −  ус-
тойчива относительно возбуждения в ней спиновых 
волн. Важно, что ее период 02 = 4 ( )L K κ  (см. рис. 1) 
фиксируется магнитостатическим взаимодействием. 

В отличие от легкоосного ферромагнетика линейный 
спектр полосовой структуры двухосного ферромагне-
тика с периодом 02L  имеет две нейтрально устойчивые 
ветви. Одна из них соответствуют активационным 
(внутридоменным), а вторая — бесщелевым (внутри-
граничным) колебаниям доменной структуры [21, 22]. 
В то же время стабилизировавший солитоны легкоос-
ного ферромагнетика закон сохранения проекции пол-
ного магнитного момента теперь разрушается ромби-
ческой анизотропией. 

Интересно и важно, что доменная структура двух-
осного ферромагнетика с периодом 02L  (при =k κ ) 
выделена не только с физической, но и с математиче-
ской точки зрения. Ее риманова поверхность конгру-
энтна римановой поверхности операторов вспомога-
тельной линейной системы. В этом случае солитоны в 
доменной структуре двухосного ферромагнетика выра-
жаются в терминах хорошо изученных и табулирован-
ных эллиптических функций. В настоящей работе про-
веден сравнительный анализ солитонов в полосовых 
структурах легкоосного и двухосного ферромагнетиков. 

Формирование солитонов в доменной структуре все-
гда изменяет граничные условия задачи [16, 17]. По-
этому решение модели (2) ищем при следующих гра-
ничных условиях: 

 
(0)

0 02
(0)
1

( , ) = (0, sin , cos ), ,

( , ) = (0, sin , cos ), ,

x t x

x t x∆ ∆

→ ν θ θ → +∞

→ ν θ θ → −∞

S S

S S
 (8) 

где = / 2 am ( , )k∆θ π − χ + ∆ . Макроскопический сдвиг ∆ 
далее свяжем с параметрами солитонов. 

Статья организована следующим образом. Раздел 2 
содержит основные формулы для солитонов в полосо-
вой структуре двухосного ферромагнетика. Показано, 
как и в легкоосном случае, прецессирующие солитоны 
двухосного ферромагнетика являются элементарными 
переносчиками макроскопических трансляций домен-
ной структуры и зародышами ее перемагничивания. 
Локальный сдвиг доменов из-за образования и движе-
ния солитона определяется строением ядра солитона. 
Ядро локализовано в области, не превышающей  пери-
од доменной структуры. В ядре солитона намагничен-
ность совершает сложные колебания и прецессионное 
движение вокруг энергетически наиболее выгодной 
оси ромбической анизотропии. Установлено, что в по-
лосовых структурах легкоосного и двухосного ферро-
магнетиков с отношением длины домена к толщине до-
менной границы порядка 5,5–9,5 солитоны почти во 
всей области их существования имеют близкие по 
форме ядра. В то же время ромбическая анизотропия 
усиливает тенденцию к продольным колебаниям ядер 
солитонов относительно доменной структуры. Мало-
амплитудные колебания структуры слева и справа от 
ядра солитона могут захватывать от одного до не-
скольких доменов. 

Качественное отличие солитонов легкоосного и 
двухосного ферромагнетиков наиболее ярко проявля-
ется при значениях их параметров вблизи спектра бес-
щелевых линейных мод полосовой структуры (разд. 3). 
В этом случае неподвижные солитоны двухосного фер-
ромагнетика описывают процессы перемагничивания 
группы доменов из-за смещений доменных границ и 
вращений намагниченности в соседних доменах, а дви-
жущиеся солитоны представляют собой протяженные 
частицеподобные модуляции структуры с большой ам-
плитудой и конечной скоростью распространения. 

2. Прецессирующий солитон в доменной структуре 
двухосного ферромагнетика 

Уравнение Ландау–Лифшица для двухосного ферро-
магнетика (2) эквивалентно условию совместности сле-
дующей вспомогательной линейной системы [26]: 

 
3

=1

1= ,
2x w S Uα α α
α

∂ Ψ − σ Ψ ≡ Ψ∑   

 [ ]( )
3

=1

1= ,
2t xw a S Vα α α αα
α

∂ Ψ − ×∂ + σ Ψ ≡ Ψ∑ S S  (9) 

где ασ  — матрицы Паули, коэффициенты wα  удовле-
творяют алгебраическим связям: 

 2 2 = , , = 1, 2, 3,w w J Jα β α β− − α β  (10) 

и коэффициенты aα  получаются из соотношения 
1 2 3=a iw w  циклической перестановкой индексов. Для 
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физически выделенной доменной структуры алгебраи-
ческую кривую (10) удается униформизовать эллипти-
ческими функциями с тем же модулем =k κ , что и 
полосовую структуру: 

 1 2 3= dn( , ), = cn( , ), = sn( , ),w i u k w ik u k w k u k  (11) 

где u  — спектральный параметр. Именно это обстоя-
тельство позволяет с помощью представления (9) ис-
следовать солитоны, встроенные в доменную структуру, 
в терминах хорошо изученных эллиптических функций. 

Построение решений линейной системы (9) произ-
водится с помощью техники, развитой для легкоосного 
ферромагнетика [15, 16]. Обсуждение математических 
вопросов интегрирования уравнений (2), (9) для описа-
ния солитонов и волн в физически выделенной домен-
ной структуре двухосного ферромагнетика выходит за 
рамки данной статьи. Необходимые расчеты выпол-
нены и подробно изложены в [27]. Решение уравнения 
Ландау–Лифшица (2), описывающее солитон в полосо-
вой доменной структуре двухосного ферромагнетика, 
имеет вид 

 

2 2 * *

3 2 2
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* 3( ) = ( ) ( )e xm x m x m x η≡ 

     . Здесь ( )uσ  и ( )uζ  — сигма- и 
дзета-функции Вейерштрасса с периодами [4 ,2K iK ′]; 

= ( )K K k′ ′ ; 2= 1k k′ − ; ( , )Z u k  — зета-функция Якоби; 

трансформационные свойства функций Вейерштрасса 
определяются вещественным параметром 1 = (2 )Kη ζ  и 
мнимым параметром 3 = ( )iK ′η ζ  [23, 24]; 0y , 0γ  — ве-
щественные константы интегрирования. Солитон (12) 
параметризуется комплексным параметром = iµ ρ+ θ 
(0 < < Kρ , | |< K ′θ ); = snsρ ρ, = cncρ ρ, = dndρ ρ, 

= sn ( )s iθ θ , = cn ( )c iθ θ , = dn ( )d iθ θ , = sns x  , = cnc x  ; 

= / 2x x + ∆ . Макроскопический сдвиг структуры вы-
ражается через вещественную часть µ: = 4∆ ρ. Здесь и 
далее все эллиптические функции имеют модуль k. Для 
коэффициентов a±, b± справедливы тождества 
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С их помощью непосредственной проверкой можно 
убедиться, что решение (12) удовлетворяет граничным 
условиям (8). 

Функция ( , , )A tµ χ  линейна по x , t : 

 2= [ ( ) ( )] / 2,A q x V t i x t− − + η −ω   
 = 2Re ( ) > 0, = 2Im ( ),q Z Zµ η µ   

 1 2 2
2 = Im (dn ), = Re (dn ).V q−− µ ω µ   

Здесь η и ω — волновое число и частота прецессии 
намагниченности в ядре солитона, 

2 2 2 2 2 2 2 2 2=
(1 )[ (1 ) ( , )]

is c d s c d
V

k s s k s c d s k s s Z k
ρ ρ ρ θ θ θ

ρ θ ρ ρ ρ θ ρ θ

−
− − − ρ

 

— скорость движения солитона как целого. Направление 
скорости задается знаком мнимой части µ: 2sign =V  
= sign Im µ . Индекс «2» позволяет отличить скорость 
солитона в двухосном ферромагнетике при наличии 
полосовой структуры от скорости 1V  солитона легкоос-
ного ферромагнетика в структуре и скорости 0V  солито-
на в двухосном ферромагнетике на однородном фоне 
(см. далее). Величина 1q−  определяет характерный размер 
области наиболее существенных изменений в солитоне. 

Согласно формулам (8), солитон (12) сдвигает поло-
совые домены на величину = 4Re∆ µ. Детальный ана-
лиз показывает, что макроскопический сдвиг локализо-
ван в области шириной ∆. Будем называть эту область 
ядром солитона в доменной структуре. Как и дислокация 
в кристалле [28, 29], солитон (12) служит элементарным 
переносчиком макроскопического сдвига доменной 
структуры. Однако, в отличие от случая дислокации, 
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сдвиг = 4∆ ρ (0 < < Kρ ) зависит только от размера ядра 
солитона, но не от периода 4 ( )K k  доменной структуры 
(параметры ρ и k  независимы). Как и в [15], можно по-
казать, что упругие парные столкновения солитонов в 
доменной структуре двухосного ферромагнетика сопро-
вождаются не только изменениями начальных фаз и 
сдвигами центров тяжести солитонов, но и локальными 
макроскопическими трансляциями доменной структуры. 

Области резких изменений намагниченности слева и 
справа от ядра солитона имеют протяженность 1=l q−

 . 
Величина l характеризует длину области вблизи ядра 
солитона, где пульсации ядра вызывают осцилляции 
доменной структуры. В работе оценивается результи-
рующий размер солитона в доменной структуре как 

2l∆ + . Здесь = 4∆ ρ — размер ядра, 2l  — протяжен-
ность области осцилляций намагниченности в домен-
ной структуре, сдвинутой ядром. Величина l  может 
меняться в широких пределах: от ширины одной до-
менной стенки до размера нескольких доменов. Мак-
симальные значения l  получаются при 0ρ→  и Kρ→ . 

На рис. 2 заштрихованные области соответствуют 
особому поведению солитонов, когда их параметры при-
ближаются к границам спектра спин-волновых мод. По-
ведение и строение солитонов в этих областях обсудим 
отдельно. В средней области (abcd) солитоны неподвиж-
ны только при = 0θ  и = K ′θ ± . При фиксированном ρ с 
увеличением | |θ  от 0 до K ′ максимальная скорость 
солитона 2V  сначала возрастает, а затем снова обраща-
ется в нуль при = K ′θ . В окрестностях угловых точек 

= iK ′µ ±  солитоны становятся чрезвычайно узкими — 
нарушается континуальное приближение. Поэтому на 
рис. 2 окрестности этих точек радиусом 1/ 2mδ ≈  ис-
ключаются и далее не рассматриваются. Значение 

1/ 2mδ ≈  получается из условия совпадения ширины 
солитона с шириной двух доменных стенок. 

В легкоосном ферромагнетике вещественный пара-
метр k  и комплексный µ независимо определяли пери-
од полосовой структуры и строение ядра солитона в 
ней. Для полученных решений двухосного ферромаг-
нетика параметр k  задает не только период доменной 
структуры, но и соотношение констант анизотропии. 
Из-за изменения эффективной анизотропии меняются 
некоторые свойства, установленные для солитонов 
легкоосного ферромагнетика. Таким образом, в двухос-
ном ферромагнетике строение и свойства солитонов в 
доменной структуре регламентируются двумя парамет-
рами: k  и µ. 

Солитон на фоне однородного основного состояния 
двухосного ферромагнетика имеет следующий вид [3, 4]: 
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2 =dn cnkα µ + µ , где 0= x tϕ ϕ −η +ω , 
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= snsρ ρ, = cncρ ρ, = dndρ ρ, = sn( )s iθ θ , = cn( )c iθ θ , 
= dn( )d iθ θ ; 0 0,y ϕ  — произвольные вещественные 

постоянные. Его параметризация здесь согласована по 
обозначениям с таковым в доменной структуре. Парамет-
ры ρ, θ в решении (14) меняются в тех же пределах, что 
и для солитона (12). Параметр k задает соотношение кон-
стант анизотропии: 2

3 2 3 1 3 2= ( ) / ( ) =k K K K K J J− − − ; 
0 < 1k≤ . 

В ядре солитона (14) прецессия намагниченности 
вокруг оси Oz  сопровождается относительными коле-
баниями стенок ядра [3], амплитуда которых растет с 
уменьшением k . При Kρ→  скорость 0V  солитона (14) 
стремится к величине: 

 
2

0 ( , ) = .
k is

V K
c d

θ

θ θ

′
θ −   

В точках = 0θ , = K ′θ  эта величина равна нулю. 
Максимальное значение 0V  достигается при = / 2K ′θ  и 
совпадает с предельной скоростью изолированной до-
менной стенки: 0 ( , / 2) = 1V K K k′ − . Соответствующее 

Рис. 2. Диаграмма динамических состояний солитона в плос-
кости ρ–θ. 
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решение описывает апериодический распад солитона 
на две доменные границы, между которыми пробегает 
слаболокализованная пульсация. 

В общем случае солитон (12) в доменной структуре 
двухосного ферромагнетика наследует многие черты со-
литона в доменной структуре легкоосного ферромагне-
тика. В работах [16, 17] дан анализ характерных свойств 
последнего при значении параметра 2 = 0,9994k k≡  

2[ ( ) = 4,75K k ], что соответствует условию 0 0/ 9,5L l ≈ . 
При теоретическом описании солитонов в полосовой 
структуре легкоосного ферромагнетика использован тот 
же параметр = iµ ρ+ θ, что и в настоящей работе для 
двухосного ферромагнетика. Поэтому солитоны в домен-
ных структурах легкоосного и двухосного ферромагне-
тиков можно анализировать единообразно и сравнивать 
их с солитоном (14) на фоне однородного распределе-
ния намагниченности. При значениях k , близких к еди-
нице, ядра солитонов в доменных структурах легкоос-
ного и двухосного ферромагнетиков почти совпадают 
в широкой области значений комплексного параметра µ. 
Поэтому обсудим вначале общие свойства солитонов 
при 1k   в зависимости от размера их ядер. В полосо-
вых структурах обоих ферромагнетиков ширина ядра 
солитона определяется выражением = 4∆ ρ, где пара-
метр ρ меняется в пределах от 0 до K . Отсюда следует, 
что допустимая ширина солитонных ядер не превышает 
периода 4 ( )K k  доменной структуры. При < / 2Kρ  размер 
ядра солитона оказывается меньше длины домена 2 ( )K k . 
Когда в двухосном ферромагнетике такой солитон по-
падает внутрь домена, его ядро хорошо аппроксими-
руется выражением (14) для солитона на однородном 
фоне. Прецессия намагниченности вокруг орторомби-
ческой оси Oz  в ядре солитона (14) при значениях па-
раметра 1k   будет почти круговой, как в легкоосном 
ферромагнетике. Пульсации компоненты 3S  имеют раз-
мах порядка 2( )O k ′ , потому малоразличимы. Прохож-
дение ядра солитона через очередную доменную гра-
ницу сопровождается сложными колебаниями намагни-
ченности. При этом солитон «перетекает» в следующий 
домен с инверсией проекции 3S , но с сохранением своей 
формы относительно равновесного направления намаг-
ниченности в очередном домене. Когда размер ядра со-
литона приближается к размеру домена или превышает 
его, пульсации ядра порождают локализованные на со-
литоне колебания соседних доменных стенок полосовой 
структуры. В двухосном ферромагнетике это проявля-
ется в снижении скорости солитона. Отличия движения 
солитонов в доменных структурах легкоосного и двух-
осного ферромагнетиков обсудим позднее. А пока вер-
немся к сравнительному анализу внутренней динамики 
ядер солитонов в полосовых структурах. Напомним, 
что в случае однородного основного состояния среды 
отличительная особенность солитонов (14) двухосного 
ферромагнетика в относительных колебаниях границ 
их ядер, амплитуда которых растет с уменьшением 

параметра k . Однако в решении (12), описывающем 
солитон в полосовой структуре двухосного ферро-
магнетика, параметр k определяет не только характер 
анизотропии, но и размер доменов структуры. При 
уменьшении k  размеры доменов начинают прибли-
жаться к ширине границ между ними, а это равносильно 
исчезновению доменной структуры. Предельное значе-
ние k , при котором еще сохраняется доменная струк-
тура, составляет 1 = 0,97k k≡  ( 1( ) = 2,83K k ). При этом 

0 0/ 5,5L l ≈ . В интервале значений 1 2k k k≤ ≤  числен-
ные значения некоторых из физических характеристик 
солитона (12) существенно меняются. Так, например, 
частота прецессии намагниченности в неподвижном 
солитоне (12), когда = / 2Kµ , при возрастании k  от 1k  
до 2k  уменьшается в 2 2

1 2(1 ) / (1 ) = 7,02k k− −  раз, при 
том, что период структуры возрастает всего в 

2 1( ) / ( ) = 1,68K k K k  раза. Вместе с тем даже при значе-
нии 1=k k  солитоны для легкоосного и двухосного фер-
ромагнетиков в доменной структуре качественно схо-
жи вне области вырождения — для значений µ внутри 
прямоугольника abcd  на рис. 2. Численные значения 
параметров одного решения отличаются от таковых 
для другого решения не более чем на 20 %. 

Обсудим свойства солитонов со значениями пара-
метра µ из левой заштрихованной полосы на рис. 2. 
Напомним, что из этой полосы исключены малые сек-
торы радиуса = 1/ 2mδ  с центрами в точках = iK ′µ − , 
так как в них солитоны становятся настолько узкими, 
что нарушается применимость континуального при-
ближения. В то же время левее линии ad  все солитоны 
трансформируются в протяженные цуги спиновых 
волн. На однородном фоне и в полосовой структуре 
легкоосного ферромагнетика такие возбуждения под-
робно проанализированы в работах [3, 16, 17]. Поэтому 
приведем лишь солитонное возбуждение при = iµ ε + θ 
(0 < << 1ε ), описывающее «обрезанную» малоампли-
тудную активационную спиновую волну в полосовой 
структуре двухосного ферромагнетика: 

 
* 2 2 2 2

1 2
* *

= 2 sh (2 ) e e ,

= , = ,

γ − γ
+ − + −

− + − +

− + −

−

i im m y a b a b

a a b b
  

 2 2
02 = 2 2 ,Ey x d ik t s c y

K θ θ θ
  ε − − +    

 (15) 

 1
12 = ( ) ( 2 )

η θ ′ ′γ −ζ θ + + ζ − θ+ −η + +  

ii x i iK iK i K
K

  

 2
02 .θ+ + γtd   

При 1 2k k k≤ ≤  ее протяженность 1−ε , амплитуда ε  
и частота при любых θ практически совпадают с тако-
выми для аналогичной спиновой волны в доменной 
структуре легкоосного ферромагнетика. Частоты пуль-
саций солитона /c d kθ θ  в легкоосном и 2dθ  в двухосном 
ферромагнетике оказываются близки в силу того, что в 
рассматриваемом интервале значений k: 1cosc d −

θ θ≈ ≈ θ. 
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Основное отличие этих слаболокализованных волн в 
том, что они имеют разные скорости, которые совпа-
дают лишь при малых | |< 0,2K ′θ , а при больших зна-
чениях 0,2 | | mK K ′≤ θ ≤ − δ  существенно различаются, 
поскольку в пределе K ′θ →  скорость 1V →∞ , а ско-
рость 2V  остается конечной. Различие скоростей моно-
тонно возрастает с увеличением θ, и на границе спек-
тра около точки = iK ′µ  составляет: 

 1 2
=0, =

2
| 1.K m

V V
V ′ρ θ −δ
−

≈   

Проанализируем изменения скоростей движения 
солитонов в доменных структурах легкоосного и двух-
осного ферромагнетиков, а также изменение скорости 
солитона (14) на однородном фоне в зависимости от зна-
чений параметра = iµ ρ+ θ, конкретизирующего форму 
солитонных ядер. Все обсуждаемые солитоны непод-
вижны только при = 0θ  и | | = K ′θ . При фиксированном ρ 
с увеличением | |θ  от 0 до K ′ скорость любого из них 
сначала возрастает, а затем снова обращается в нуль 
при | |= K ′θ . 

На рис. 2, 3 сплошные линии соответствуют значени-
ям V1, пунктирные — значениям V2, штрихпунктирные — 
значениям 0V . Для солитона в доменной структуре двух-
осного ферромагнетика линия ( )θ ρ  в плоскости пара-
метров ρ–θ, на которой скорость солитона максималь-
на, на всем интервале значений 1 2k k k≤ ≤  в точности 
совпадает с таковой для солитона в легкоосном ферро-
магнетике на фоне структуры (см. рис. 2). Обе эти линии 
качественно схожи с линией ( )θ ρ  для солитона (14) на 
однородном фоне. Все три линии сближаются при ма-
лых < 0,1Kρ . При > 0,1Kρ  максимальное значение 
скорости для солитона в доменной структуре двухос-
ного (легкоосного) ферромагнетика при фиксированном 
значении ρ достигается при несколько бóльших значе-
ниях θ. На рис. 2 отклонение ∆θ линий 1,2V  от линии 0V  

вдоль оси θ возрастает с уменьшением k и составляет 
величину порядка 0,02 0,05K ′− . При mρ→ ρ : 2max | |V ≈

1max | | 2V≈ ≈ . В безразмерных переменных значение 2 
совпадает с предельной фазовой скоростью спиновых 
волн в доменной структуре. 

Зависимости (0)
max ( )V ρ  для двухосного ферромагнетика 

на однородном фоне и (2)
max ( )V ρ  в структуре (см. рис. 3) 

качественно схожи. График (2)
max ( )V ρ  лежит несколько 

выше графика (0)
max ( )V ρ  на величину порядка 0,4 при 

1=k k  и 0,2 при 2=k k . Значения (2)
max ( )V ρ  для двухосно-

го и (1)
max ( )V ρ  легкоосного ферромагнетиков в структуре 

при 00,1 < <K Kρ − ε  ( 0 0,1Kε ≈ ) на всем интервале 
1 2k k k≤ ≤  практически совпадают, а при больших зна-

чениях ρ существенно различаются. При 0> Kρ − ε  
скорость (2)

max ( )V ρ  имеет конечный предел, в то время 
как скорость (1)

max ( )V ρ  стремится к бесконечности. При 
mρ→ ρ  скорость (2)

max ( )V ρ  может значительно превос-
ходить предельную скорость (1 )k−  изолированной до-
менной стенки. 

Реальные частота, размер и скорость солитона по-
лучаются из безразмерных значений этих величин ум-
ножением на множители: 0 3 1( )M K Kγ − , 3 1/ ( )K Kα − , 

0 3 1( )M K Kγ α −  соответственно. Параметры магнит-
ных материалов могут меняться в широких пределах. 
Для оценок воспользуемся материальными параметрами 
железа и кобальта [21, 22]: 3

0 10M   Гс, 710γ   Гц/Гс, 
2

3 1 10K K−  , 2
3 1/ ( ) 10K K aα −  , где 810a −

  см — 
постоянная решетки. Тогда: 

12
0 3 1( ) 10M K Kγ −   Гц, 6

0 3 1( ) 10M K Kγ α −   см/c. 

Отсюда, в частности, следует, что безразмерной пре-
дельной скорости изолированной доменной стенки 

2(1 ) 10k −−   соответствует размерная величина: 

2
0 3 1(1 ) ( ) 10M k K Kγ − α −   м/c. 

3. Динамика солитонов вблизи границы спектра 
бесщелевых мод доменной структуры 

Даже на однородном фоне солитоны (14) двухосного 
ферромагнетика в пределе 1k →  трансформируются в 
слабосвязанные комплексы из доменных стенок. В до-
менных структурах при значениях параметра µ из за-
штрихованной правой полосы на рис. 2 (вблизи спектра 
внутриграничных мод полосовой структуры) наблюда-
ется сходная тенденция — формирование слаболокали-
зованных солитонов большой амплитуды. В этой об-
ласти коллективные возбуждения описывают сложные 
процессы протяженных модуляций и перемагничиваний 
доменной структуры, которые качественно различны в 
легкоосном и двухосном ферромагнетиках. 

Правее линии bc  при = K iµ + θ− ε, 0 < << 1ε  и спе-
циальном выборе постоянной интегрирования, 4 0e =y

= ( ) / ( )d kc d kcθ θ θ θ+ − , решение (12) представляет про-
тяженный «полиномиально-эллиптический» солитон: 

Рис. 3. Зависимость предельной скорости солитона max ( )V ρ  от 
параметра = / 4ρ ∆ , ∆  — макроскопический сдвиг доменной 
структуры. 
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Солитон (16) описывает модуляцию структуры боль-
шой амплитуды, движущуюся с конечной скоростью 

20 ( , ) < (1 ) ( )V K k A≤ θ − θ . В безразмерных переменных 
величина (1 )k−  представляет предельную скорость уеди-
ненной доменной границы; 2,8 ( ) 3,1A≤ θ ≤  при 1=k k , 
4,7 ( ) 4,8A≤ θ ≤  при 2=k k . Полная протяженность со-
литона 1 2 2 18 ( )K EK k d− − −

θ′−  слабо зависит от θ и со-
ставляет порядка 5 6−  периодов доменной структуры 
при 1=k k  и 9 10−  периодов структуры при 2=k k . За-
метим, что при 0, K ′θ ≠  решение для легкоосного фер-
ромагнетика в структуре имело иной характер и опи-
сывало модуляцию структуры неограниченно большой 
протяженности 1−ε , движущуюся с неограниченно 
большой скоростью 1−ε . 

В заштрихованной полосе правее линии bc  на рис. 2 
особый интерес представляют два неподвижных соли-
тона ( = 0, K ′θ ), так как их легче диагностировать и 
наблюдать экспериментально. Для первого из них в пре-
деле = 0K iK ′µ + −  из (12) получаем выражение 
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описывающее апериодические смещения доменной 
структуры двухосного ферромагнетика в области про-
тяженностью 28 /K E , что составляет 5,3 периода 
структуры при 1=k k  и 9,5 периодов при 2=k k . Для 

1 2k k k≤ ≤  при конечных временах t  оно почти в точ-
ности совпадает с таковым для легкоосного ферромаг-
нетика в доменной структуре. Однако при >> 1t  домен-
ная структура двухосного ферромагнетика стремится к 
равновесному положению (8) по закону 2t− , в то 
время как возврат в исходное положение доменной 
структуры легкоосного ферромагнетика происходит 
быстрее — по закону 4t− . Второе отличие проявля-
ется в случае, когда центр возбуждения лежит в сере-
дине домена ( 0 =x K ). В области центрального домена 
0 < < 2x K  в легкоосном ферромагнетике траектория 
движения вектора S по поверхности сферы 2 = 1S  име-
ла сердцевидную форму с выколотой угловой точкой; 
ей соответствовали моменты времени =t ±∞. В случае 
двухосного ферромагнетика (17) траектория имеет фор-
му эллипса. 

Второй неподвижный солитон получаем из (12) в 
пределе = 0Kµ − : 
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∫   

Положение его центра определяется константой 0x . 
Решение (18) описывает периодические колебания струк-
туры в области локализации солитона, которые суще-
ственным образом отличаются от апериодических ко-
лебаний предельного солитона в легкоосном ферро-
магнетике [16, 17]. 

На рис. 4 центр возбуждения (18) совпадает с се-
рединой одной из доменных стенок структуры ( 0 = 0x ). В 
центре доменной стенки намагниченность ( = 0) =xS  
= (0, ,0)−ν  не зависит от времени. При > 0x  ( < 0x ) с 
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ростом 0 < <t T , где 2= 2 /T k ′π  — период колебаний, 
намагниченность разворачивается на 360° по (против) 
часовой стрелки. Разворот происходит преимущест-
венно вокруг оси Oz . На рис. 4 сплошной линией изо-
бражена проекция (0)

3 = sn S x, соответствующая фоно-
вой структуре, штриховой — значения (18) при = 0t , 
штрихпунктиром — значения при = / 2t T . Конусы 
прецессии указывают направление разворота намагни-
ченности в проекции на плоскость Oxy ; цифры в кру-
жочках нумеруют доменные стенки. 

В области локализации возбуждения происходит 
перемагничивание части структуры, прилегающей к 
центральной доменной стенке в результате вращений 
намагниченности, смещения доменных стенок следую-
щих доменов и сужения доменов в непосредственной 
близости от центральной стенки. Домены, прилегающие 
к центральной доменной стенке, сужаются, а следую-
щие за ними удлиняются (и наоборот). В отличие от 
аналогичного возбуждения в легкоосном ферромагнети-
ке, в котором происходило апериодическое смещение 
доменных стенок только с четными номерами, в двух-
осном ферромагнетике вдоль структуры попеременно 
смещаются все доменные стенки. При 0 < < / 2t T  c рос-
том t  доменные стенки с нечетными номерами (с цен-
трами в точках = 2mx Km , где m — нечетное), сдвига-
ются по направлению к началу координат = 0x  на 
величину mδ  (см. рис. 4). При / 2 < <T t T  они возвра-
щаются в исходные положения и одновременно с этим 
сдвигаются к началу координат стенки с четными но-
мерами (с центрами в точках = 2mx Km , где m — чет-
ное). Сдвиги убывают по мере удаления от центра; 
при 1=k k : 1 1,83Kδ ≈ , величина 2 0,23Kδ ≈  составляет 
порядка 0,05 от периода структуры; 3 0,17Kδ ≈ , 

4 0,1Kδ ≈ ; при 2=k k : 1 1,72Kδ ≈ , 2 0, 4Kδ ≈ , 
3 0, 27Kδ ≈ , 4 0,18Kδ ≈ . В обоих случаях значения 3S  в 

точках экстремумов вблизи центра возбуждения = 0x  
составляет 0,25± . Полная протяженность солитона 

1 2 18 ( )K EK k− −′−  составляет порядка 6,3 периода 
структуры при 1=k k  и 9,5 периода при 2=k k  и по по-
рядку величины близка к таковой для аналогичного 
солитона в полосовой доменной структуре легкоосного 
ферромагнетика. 

Заключение 

Найдены и проанализированы солитоны в полосовой 
доменной структуре двухосного ферромагнетика при 
учете магнитостатических полей в приближении Винте-
ра. Учет магнитно-дипольных сил приводит к конечности 
скорости движения солитонов во всей области их суще-
ствования в полосовой структуре, включая ближайшие 
окрестности спин-волнового спектра. Отличительной 
особенностью солитонов является их неразрывная связь с 
решеткой доменных стенок. Солитоны не имеют жесткой 
формы и характеризуются не только поступательным 
движением. Это сильно коррелированные состояния на-
магниченности с внутренними степенями свободы. Ядра 
солитонов, оставаясь локализованными, меняют свое 
внутреннее строение при движении вдоль доменной 
структуры. Интенсивный энергообмен между ядром и 
доменными стенками полосовой структуры проявляется в 
локализованных на солитоне колебаниях доменной 
структуры и процессах перемагничивания небольшой 
группы соседних доменов. Солитон, встроенный в до-
менную структуру, служит элементарным переносчиком 
локального макроскопического сдвига структуры. Вели-
чина сдвига определяется внутренним строением ядра 
солитона и не превышает период доменной структуры. 
Как и в однородно намагниченной среде, парные столк-
новения солитонов в доменной структуре остаются упру-
гими. Однако теперь они сопровождаются не только при-
ращениями координат центров тяжести и фаз внутренней 
прецессии у ядер солитонов, но и трансляциями домен-
ной структуры. В работе [27] показано, что в рассматри-
ваемой модели существует замечательное разделение 
переменных, при котором интегралы движения любого 
локализованного распределения намагниченности в 
сильно нелинейной и неоднородной полосовой структуре 
двухосного ферромагнетика записываются в виде сумм 
независимых вкладов от солитонов и квазичастиц непре-
рывного спектра спиновых волн. Отсюда следует, что 
изучение полного набора нелинейных нормальных мод 
доменной структуры позволяет распространить концеп-
цию идеального газа из квазичастиц спектра спиновых 
волн и набора долгоживущих солитонов на теоретиче-
ское описание динамических, термодинамических и ки-
нетических свойств магнетиков с доменной структурой 
при сильных внешних воздействиях. Интересно, что для 
рассмотренных нами моделей ферромагнетика наличие 
серии сохраняющихся величин проявилось в локализа-
ции и стабилизации даже неустойчивых линейных мод 
доменной структуры. К настоящему времени метод об-
ратной задачи рассеяния позволил установить универ-
сальную природу нелинейного насыщения неустойчиво-
стей во многих моделях модуляционно неустойчивых 
сред [30–32]. 

Работа выполнена в рамках государственного задания 
Минобрнауки РФ (тема «Квант», номер АААА-А18-
118020190095-4). 

Рис. 4. Процессы перемагничивания доменной структуры 
в области локализации солитона (18). 
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Динаміка солітонів у доменній структурі двовісного 
феромагнетика 

В. В. Кисельов, А. А. Расковалов 

Представлено детальний аналіз рішень рівняння Ландау–
Ліфшиця, які описують солітони у фізично виділеної домен-
ної структурі двовісного феромагнетика. Досліджено будову 
та властивості нових типів солітонів, які сильно пов’язані з 
доменною структурою. Розглянуто поведінку солітонів по-
близу межі області їх існування. Проведено порівняльний 
аналіз солітонних ядер в доменних структурах легковісного 
та двовісного феромагнетиків. Встановлено їх зв’язок з солі-
тонами в однорідно намагніченому середовищі. 

Ключові слова: доменна структура, солітони, рівняння Лан-
дау–Ліфшиця, двовісний феромагнетик. 

Dynamics of solitons in the domain structure biaxial 
ferromagnet 

V. V. Kiselev and A. A. Raskovalov 

We give a detailed analysis of the solutions of the Landau–
Lifshitz equation, describing solitons in the physically selected 
domain structure of a two-axis ferromagnet. We investigate the 
structure and properties of the new types of solitons, strongly 
connected with the domain structure. We consider the behavior of 
solitons near the boundaries of their existense. We make compar-
ative analysis of the soliton cores in the domain structures of an 
easy-axis and two-axis ferromagnets and establish their relation 
with solitons against the homogeneous background. 

Keywords: domain structure, solitons, Landau–Lifshitz equation, 
two-axis ferromagnet.
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