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Рассчитаны топологические заряды для ряда точных трехмерных аналитических решений уравнения 
Ландау–Лифшица, которые описывают распределения векторных полей векторов антиферромагнетизма 
и намагниченности антиферромагнетика. Показано, что в случае образцов с размерами, сравнимыми с 
характерными масштабами топологических объектов полей векторов антиферромагнетизма и намагни-
ченности, возникают модифицированные характеристики, которые зависят не только от топологических 
свойств этих объектов, но и от геометрии образца. Такие модифицированные характеристики в образцах 
конечных размеров могут принимать нецелочисленные значения. 
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1. Введение

В последнее время доменные стенки в ферро- и анти-
ферромагнитных наноразмерных образцах являются ак-
туальным объектом исследований как перспективные 
носители битов информации для применений в устройст-
вах магнитной памяти [1]. Среди широкого многообразия 
магнитных топологических объектов выделяют следую-
щие: хопфион, скирмион, вихрь и антивихрь, бимерон, 
блоховская линия, блоховская точка. Эти состояния мо-
гут реализоваться как уединенные объекты или в качест-
ве «строительных блоков» во внутренней структуре до-
менных стенок. Обычно рассматриваются достаточно 
простые решения, топологическая структура которых 
может быть определена из простых и наглядных сообра-
жений. Однако для уравнений Ландау–Лифшица в ан-
тиферромагнетике известен класс достаточно общих 
трехмерных решений, которые в предельных случаях 
описывают целый ряд различных строительных блоков в 
доменной стенке [2,3], но для которых топологическая 
классификация затруднительна. В данной работе получе-
ны обобщения указанных трехмерных решений [2,3] на 
случай двухподрешеточного антиферромагнетика с од-
ноосной магнитной анизотропией и со взаимодействием 
Дзялошинского–Мория и исследованы топологические 
свойства этих решений. 

Математический анализ топологических неоднород-
ностей (солитонов) для данного поля параметра поряд-
ка базируется на введении так называемых топологи-
ческих зарядов, которые определяется размерностью 
того пространственного многообразия, на котором задан 
параметр порядка [4–7]. Для АФМ параметром порядка 
является единичный (нормированный) вектор антифер-
ромагнетизма (АФМ вектор) n, который задан на дву-
мерной сфере (spin)

2S  2 1=n  (сфере в трехмерном спи-
новом пространстве , ,x y zn n n ). Для солитонов в маг-
нетиках сейчас используется различная терминология 
и вводятся различные целочисленные характеристики: 
индекс Хопфа H, индекс доменной границы (winding 
number) N, полярность (polarity) 1λ = ± , спиральность 
(helicity) χ, хиральность (chirality) C =χλ  [8–14]. Для 
анализа распределений вектора n общего вида полезно 
сопоставить эти характеристики со строгими матема-
тическими определениями топологических зарядов.  

Если состояние локализовано в конечной области 
трехмерного пространства, то пространство эквивалент-
но трехмерной сфере 3S  и описывается топологическим 
зарядом 3π . Для вектора n этот заряд определяется ин-
вариантом Хопфа и солитоны называются хопфионами 
[5,8,15]. Двумерное пространственное многообразие 
(сфера 2S ) может возникать как при описании нелока-
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лизованных солитонов типа блоховских точек (ежей), 
так и для двумерных локализованных состояний, кото-
рые сейчас принято называть скирмионами. В этих 
двух случаях возникает топологический заряд 2π , ко-
торый определяется как [10]  

 2
1

4 i ig dAπ =
π ∫ , (1) 

где интегрирование осуществляется по двумерной по-
верхности (например, поверхности сферы, окружающей 
топологический объект, или плоскости, на которой рас-
положен скирмион). Компоненты поля плотности заряда 
(гировектора ig ) имеют вид [11]:  

 1 [ ]
2i ijk j kg = ε ⋅ ∂ ×∂n n n , (2) 

где n — единичный АФМ вектор. Для плоского (дву-
мерного) распределения вектора ( , )x y=n n  с фиксиро-
ванным направлением АФМ вектора вдали от солитона 
плоскость xy  эквивалентна двумерной сфере 2S . В 
этом случае выражение (2) упрощается и топологиче-
ский заряд определяется по формуле 

 2
1

4
dxdy

x y
 ∂ ∂

π = ⋅ × π ∂ ∂ ∫
n nn . (3) 

Это же выражение используется для анализа вне-
плоскостной структуры магнитных вихрей [16]. Для 
магнитных скирмионов заряд 2π  называют также заря-
дом скирмиона. 

Магнитные вихри в ферромагнетиках или антифер-
ромагнетиках характеризуются наличием неоднородно-
сти вектора n вдали от центра вихря, где вектор n лежит 
в легкой плоскости магнетика (ее можно выбрать усло-
вием HAne , где вектор HAe  параллелен трудной оси маг-
нетика). В этом случае основной топологической харак-
теристикой вихря является топологический заряд 1π , 
который определяется поведением вектора n на удален-
ном замкнутом контуре (сферы 1S ) [4,6,7]. Для заряда 1π  
можно использовать формулу 

 1
1 ( [ ])

2 HA dα απ = ⋅ ×∇
π ∫ e n n l , (4) 

где d αl  — элемент длины вдоль этого контура.  
Единичный вектор векторного поля удобно записать в 

сферической системе координат через полярный угол θ и 
азимутальный угол ϕ , (sin cos , sin sin , cos ).= θ ϕ θ ϕ λ θn  
Для двумерных распределений удобно использовать по-
лярные координаты ,r ′χ  для плоскости xy . В этом слу-
чае выражение (3) можно упростить и записать в виде  

 
2

1
0

1
2

d
π
∂ϕ ′π = χ
′π ∂χ∫ . (5) 

Для образцов конечных размеров введено опреде-
ление дробных топологических дефектов, которые за-
ключены в пределах границ магнетика [1], с топологи-
ческим зарядом 

 ( )q dτ= − ∇ ϕ−ϕ∫ l 



, (6) 

где τϕ  — это угол локального тангенциального на-
правления вдоль границ системы. 

С учетом полярности λ [13] в ряде случаев углы θ и 
ϕ  представимы через индекс доменной границы N  и 
спиральность χ в виде [13]: 

 ( ) ( ),r Nθ = θ ϕ = α + χ . (7) 

Для магнитных скирмионов заряд скирмиона 2π  сов-
падает с индексом доменной границы N (“winding 
number”). 

2. Теоретическая модель 

Рассмотрим двухподрешеточный антиферромагнетик 
с одноосной магнитной анизотропией, взаимодействием 
Дзялошинского–Мория (ДМ) и намагниченностью под-
решеток 1 2,M M , 1 2 0M= =M M , где абсолютные зна-
чения намагниченности обеих подрешеток равны 

0 const.M =  Магнитная энергия одноосного антиферро-
магнетика перед ДМ взаимодействием имеет вид [17,18] 

 ( ) ( )2 22 2
0 2 2 2

W M dV
′δ α α= + ∇ + ∇ +

∫ m l m   

 [ ]2 21 2
0 ,

2 2z zl m
β β + + + × − 


d m l mh  (8) 

где δ  — постоянная однородного обмена, α, ′α  — по-
стоянные неоднородного обмена, 1β , 2β  — постоянные 
одноосной магнитной анизотропии, d — вектор Дзя-
лошинского–Мория, направленный параллельно оси Z 

декартовой системы координат, 0
0

0

2
M

=
H

h , 0H  — внеш-

нее магнитное поле, интегрирование в (8) берется по объ-

ему антиферромагнетика, 1 2

02M
+

=
M M

m , 1 2

02M
−

=
M Ml . 

Если 2 2<<m l  и dβ << << δ, 0 0H M<< δ  и частота ω 
удовлетворяет условию 0 0Mω << µ δ , то уравнения 
Ландау–Лифшица можно упростить, и намагничен-
ность можно представить в виде [17] 

 [ ] ( )0 0
0

2 1 1 1
gM t

∂ = × + × − ⋅ + δ ∂ δ δ δ 

lm l d l l h l h . (9) 

Пространственными производными вектора m 
можно пренебречь в уравнениях Ландау–Лифшица в 
том же приближении. Используя (9), получаем уравне-
ние динамики антиферромагнитного вектора в двух-
подрешеточном антиферромагнетике со взаимодейст-
вием Дзялошинского–Мория [17]: 
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( )

( )
2

02 2
00

4 4
gM ttgM

  ∂ ∂  × α∆ − + ⋅ −
   δ ∂∂δ  

l ll l l h   

 ( )[ ] ( )[ ]0
1

0

2 1
z zgM t

∂
− −β ⋅ × + ⋅ × +
δ ∂ δ

h
l e l e d l d l   

 [ ] [ ]( )0 0 0
1 1 0 + × × − × ⋅ = δ δ

l h d l h l h . (10) 

Уравнение динамики вектора антиферромагнетизма 
(10) можно записать через угловые переменные, кото-
рые вводятся стандартным способом:  

 sin cos , sin sin , cosx y zl l l= θ ϕ = θ ϕ = θ , (11) 

где θ  и ϕ  — полярный и азимутальный углы вектора 
антиферромагнетизма, xl , yl , zl  — декартовы коор-
динаты вектора антиферромагнетизма. Если вектор 
ДМ и внешнее магнитное поле направлены вдоль оси 
OZ, то уравнение (10) имеет вид [17] 

____________________________________________________ 

 
( )

( )

22 2
22 2 2

0 12

2 2 2

sgn sin cos 0,

div sin sin 0,

Н

H
Н

dc c
tt

c
t t t

   ∂ θ ∂ϕ  ∆θ− −  ∇ϕ − −ω −ω +β  θ θ =    ∂ δ   ∂   
 ∂ω∂  ∂ϕ  θ∇ϕ − θ −ω + =   ∂ ∂ ∂  

 (12) 

где 0 0
2H

g M h
ω = , 0

2
g M

c
αδ

= , 
2 2

2
0 1

c d
ω = +β

α δ
. 

_______________________________________________

Нетрудно показать, что система уравнений (10) 
имеет решение на основе результатов работ [3,19–22]. 
В частности, можно получить следующее решение: 

 
( )( )1

tg ,
2 dn , , ,

b

a C P X Y Z k

θ  = 
 

  

 ( ), , ,H t Q X Y Zϕ = ω +  (13) 

если 1 0
4

C− < < , где 1 2 1 4
2

C Ca
C

+ + +
= , 

1 2 1 4
2

C Cb
C

+ − +
= ,  1

2 1 4
1 2 1 4

Ck
C C

+
=

+ + +
,  

а также уравнениям (12) удовлетворяет решение 

 
( )( )
( )( )

1
2 2

1
2 2

1 sn , , ,
tg ,

2 1 sn , , ,

k P X Y Z k

k P X Y Z k

−

−

−θ  = 
  +

  

 ( ), , ,H t Q X Y Zϕ = ω +  (14) 

где 2 1/ 1 4k C= +  при C > 0. Здесь и в формуле (13) 
sn( , )u k  и dn( , )u k  являются эллиптическими функция-
ми Якоби с эллиптическим модулем k . Функции 
( ), ,P X Y Z  и ( ), ,Q X Y Z  могут быть выбраны в виде  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2

2 2

1 2

, , 1 , ,

, , 1 , ,

d vP X Y Z Z f X Y
c

d vQ X Y Z Z g X Y
c

    
= Θ − +β ⋅ − +       δ     

    
= Θ +β ⋅ − +       δ     

 (15) 

где сопряженные гармонические функции ( ),f X Y  и 
( ),g X Y  в решении (15) имеют вид 

____________________________________________________ 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0 2 2 2
0

( )
( ) ( )

2 2 0 3
0

2, ln cos sin ,

2, ln cos sin .

i
i in

i i i i n i n in
i i i n i

i
i in

i i i i n i n in
i i i n i

A
f X Y n k K k n C B n C n

A
g X Y k K k n n C C n B n


= − + ⋅ α + + α + α

π −



= − ⋅ − + α + + + α − α π −

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ∑∑

r r
r r

r r
r r



 



 

 (16) 

_______________________________________________
Здесь введены следующие обозначения: r —дву-
мерный вектор с координатами на плоскости XOY  

( ),X Y=r , ( )0 0 0,i i iX Y=r , 0iX , 0iY  — безразмерные 

постоянные, 0

0
tg i

i
i

Y Y
X X
−

α =
−

, i , n, in , in  являются це-

лыми числами, ( )Θ ξ  — функция Хевисайда и ( )K k  — 
полный эллиптический интеграл первого рода: 

 ( ) ( )
2

2 2
0

0, 0
,

1, 0 1 sin

dK k
k

π

ξ ≤ ξ
Θ ξ = = ξ > − ξ

∫ .  
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Общее решение (16) содержит нетривиальную зави-
симость от пространственных координат, а также зави-
симость от времени в виде прецессии с частотой Hω  
вокруг избранной оси магнетика. Прецессионные со-
литоны в антиферромагнетиках исследовались рядом 
авторов (см. [23,24] и недавний обзор [25]), но эти со-
литоны характеризовались гораздо более простой ко-
ординатной зависимостью.  

3. Результаты и дискуссия 

Рассмотрим топологические свойства указанного 
выше класса решений уравнения Ландау–Лифшица в 
одноосном двухподрешеточном антиферромагнетике 
со взаимодействием ДМ. Инвариант Хопфа для любого 
из частных решений уравнения Ландау–Лифшица класса 
(13)–(16) равен нулю, то есть указанные решения не от-
носятся к хопфионам. Также сразу понятно, что эти ре-
шения не обладают сингулярностью и не содержат топо-
логических особенностей типа ежа (блоховской точки). 
Поэтому остановимся на применении топологических 
зарядов 2π  и 1π . Класс решений (13)–(16) описывает объ-
екты с произвольной полярностью 1λ = ± , спирально-
стью χ и хиральностью C = χλ. 

Решения (13)–(16) включают в себя частное решение: 

2 2 2
1

cos sn ln / , ,Z n C k k n n
R

 
θ = + + ϕ = α + χ 

 

r
 (17) 

для легкоосного антиферромагнетика, когда 
2

1 0d 
+β <  δ 

 и v c< , n — целое число, обозначающее 

индекс доменной границы N  в (7). Решение (17) справед-

ливо и тогда, когда 
2

1 0d 
+β >  δ 

 и v c> . 2C  — произ-

вольная постоянная в (17). Решение (17) описывает, на-
пример, антиферромагнитную доменную стенку со 
скирмионоподобной структурой в длинной цилиндриче-
ской нанооболочке с внутренним радиусом 1R  и внешним 

радиусом ( )( )2 1 2 2exp 2R R k K k= . Также решение (17) 
описывает скирмион в тонком антиферромагнитном 
нанокольце с внутренним радиусом 1R  и внешним ра-

диусом ( )( )2 1 2 2exp 2R R k K k= . Если модуль эллипти-

ческой функции 2 1k = , то решение (17) можно преоб-
разовать в решение с произвольным характерным 
масштабом R : 

 cos th lnZ n
R

 
θ = + 

 

r
,   n nϕ = α + χ. (18) 

Решение (18) описывает как антиферромагнитный 
скирмион с характерным размером R  в тонкой антифер-
ромагнитной пластине толщиной значительно меньшей 
0l  (в этом случае можно пренебречь зависимостью от 

координаты Z  в (17) и (18)), так и антиферромагнитную 

доменную стенку со скирмионоподобной структурой 
в длинной антиферромагнитной нанопроволоке. Реше-
ние типа (18) рассмотрено в [26] для описания вихрево-
го состояния антиферромагнетика без взаимодействия 
ДМ. Для вычисления топологического заряда 2π  по 
формуле (1) для решений (17), (18) удобно выбрать 
замкнутую поверхность, которая охватывает указанный 
топологический объект в форме бесконечно длинного 
цилиндра радиуса r. Тогда справедливо следующее вы-
ражение для топологического заряда 2π  для решения 
(18), описывающего скирмион в доменной стенке: 

 2 nπ = ± . (19) 

Так как решения (17), (18) имеют явно выраженную 
анизотропию вдоль оси OZ, то интересно также рас-
смотреть двумерный топологический заряд 2π  соглас-
но формуле (3). Из формулы (3) следует, что топологи-
ческий заряд 2π  для решений (17), (18) может быть 
записан в виде 

 ( ) 2
1

2 cos ,
2

r R
r R

n Z r =
=

π = − θ . (20) 

Рассматривая решение (18) как скирмион в анти-
ферромагнетике в форме тонкой пластины, пластины, 
положим 0Z =  и пределы интегрирования в (20) 1 0R = , 

2R = ∞ . В этом случае топологический заряд 2π  для 
решения уравнений Ландау–Лифшица (18) является 
целым числом и имеет вид 

 2 nπ = − . (21) 

Топологический заряд 2π  для решения (17) для ан-
тиферромагнетика в форме цилиндрической нанообо-
лочки зависит от того, какие значения угол θ принима-
ет на ее границах. Если рассмотреть решение (17), 
которое описывает скирмион в тонком антиферромаг-
нитном нанокольце с внутренним радиусом 1R  и внеш-
ним радиусом ( )( )2 1 2 2exp 2R R k K k= , и 0Z = , то то-
пологический заряд 2π  согласно формуле (3) 

 2 nπ = ± . (22) 

Знаки «+» или «–» в предыдущей формуле опреде-
ляются полярностью скирмиона. Для произвольных 1R  и 

2R  решение (17) в тонком антиферромагнитном кольце 
характеризуется в общем случае нецелым топологиче-
ским зарядом 2π : 

 ( ) ( ){ }2 2 1sn ln sn ln
2
n n R n Rπ = − − . (23) 

Интересно отметить, что для решения уравнений 
типа (14) при 2 1k =  и при выборе цилиндрически не-
симметричных функций в выражении (14), например,  

 
( )

( )

cos
, ,

sin
, ,

n n
n

n n
n

A B n
f X Y

r
A B n

g X Y
r

 α
=




− α
=



 (24) 
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топологический заряд 2π  не является конечным: 

 
( )

2

2 2
0 0

1
4 ch cos

npdp d
p n

∞ π

π = − α
π α∫ ∫ . (25) 

4. Выводы 

Аналитически рассчитаны индекс доменной грани-
цы, топологический заряд, индекс Хопфа для опреде-
ленного класса полученных в данной работе 3D точных 
решений уравнений Ландау–Лифшица в одноосном 
двухподрешеточном антиферромагнетике со взаимодей-
ствием Дзялошинского–Мория. При этом показано, что 
индекс Хопфа для данного класса магнитных текстур 
равен нулю, и рассмотренные топологические объекты 
не относятся к хопфионам.  

Для тех из найденных в настоящей работе 3D лока-
лизованных неоднородностей поля вектора антифер-
ромагнетизма в бесконечном антиферромагнетике, для 
которых полярный угол для вектора антиферромаг-
нетизма, зависит только от радиальной и z-координат 

( ),r zθ = θ , а азимутальный угол для вектора антифер-
ромагнетизма зависит только от азимутального угла 
радиус-вектора ( )ϕ = ϕ α , индекс доменной границы и 
топологический заряд равны целым числам n± .  

Для тех 3D локализованных неоднородностей поля 
вектора антиферромагнетизма в бесконечном антифер-
ромагнетике, для которых полярный и азимутальный 
углы для вектора антиферромагнетизма зависят как от 
радиальной координаты, так и от азимутального угла 
радиусa-вектора ( ),rθ = θ α , ( ),rϕ = ϕ α , индекс домен-
ной границы и топологический заряд могут быть опре-
делены (например, см. формулу (25)). Также расчет 
топологических зарядов не дает целых чисел в общем 
случае для всех выше указанных решений в образцах 
конечных размеров, когда топологический объект 
представляет собой поверхностный дефект. В этом 
случае, может получиться любое, в том числе и ирра-
циональное число, а не только полуцелое, как это рас-
сматривалось для поверхностных дефектов в образцах в 
форме нанополос в работе [1]. Таким образом, для по-
верхностных магнитных текстур индекс доменной грани-
цы и топологический заряд не являются чисто топологи-
ческими характеристиками, так как для поверхностных 
магнитных структур из-за их пересечения с границами 
материала область интегрирования не содержит целый 
локализованный топологический объект. Это приводит 
к появлению модифицированных характеристик — в 
общем нецелочисленных значений типа «числа обмоток 
поверхностных магнитных дефектов» и «топологиче-
ского заряда поверхностных магнитных дефектов». Эти 
модифицированные характеристики могут возникать 
не только для распределений векторного поля, полу-
ченных в данной работе, но и для других локализован-
ных распределений векторных полей в образцах конеч-

ных размеров. Эти характеристики также несут инфор-
мацию о форме и размерах образца аналогично тому, 
как, например, в работе [1] индекс доменной границы 
поверхностных дефектов связывается с количеством 
отверстий в образце. 

В связи с тем что, на сегодняшний день исследования 
магнитных материалов как элементной базы магнитной 
памяти сфокусированы главным образом на наноразмер-
ных образцах, то изучение топологии поверхностных 
магнитных текстур и введение их модифицированных 
характеристик является особенно актуальным.  
 ________  
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Топологічні характеристики будівельних блоків 
у доменній стінці антиферомагнетика 
зі взаємодією Дзялошинського–Морія 

О.Ю. Горобець, Ю.І. Горобець 

Розраховано топологічні заряди для низки точних тривимі-
рних аналітичних розв’язків рівняння Ландау–Ліфшиця, які 
описують розподіл векторних полів векторів антиферома-
гнетизму та намагніченості антиферомагнетика. Показано, що 
в разі зразків з розмірами, порівняними з характерними масш-
табами топологічних об’єктів полів векторів антиферомагне-
тизму та намагніченості, виникають модифіковані характерис-
тики, які залежать не тільки від топологічних властивостей 
цих об’єктів, а й від геометрії зразка. Такі модифіковані харак-

теристики в зразках скінченних розмірів можуть приймати 
нецілочисельні значення. 

Ключові слова: топологічний заряд, антиферомагнетик, 
взаємодія Дзялошінського–Морія, скірміон, 
доменна стінка. 

Topological characteristics of building blocks 
in the domain wall of an antiferromagnet 
with Dzyaloshinskii–Moriya interaction 

O.Yu. Gorobets and Yu.I. Gorobets 

Topological charges are calculated for a number of exact three-
dimensional analytical solutions of the Landau–Lifshitz equation, 
which describe the distribution of the vector fields of the vectors of 
antiferromagnetism and magnetization of an antiferromagnet. It is 
shown that the modified characteristics arise in the case of samples 
with sizes comparable to the characteristic scales of topological ob-
jects of the fields of the vectors of antiferromagnetism and magneti-
zation that depend not only on the topological properties of these 
objects, but also on the geometry of the sample. Such modified char-
acteristics may take non-integer values in samples of finite sizes. 

Keywords: topological charge, antiferromagnet, Dzyaloshinskii–
Moriya interaction, skyrmion, domain wall.
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