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Дана классификация состояний равновесия одноподрешеточных магнетиков со спином s = 3/2 и SU(4) 
симметрией обменного взаимодействия. Работа основана на концепции квазисредних и принципе оста-
точной симметрии вырожденных состояний равновесия. Используя трансформационные свойства маг-
нитных степеней свободы, получена система уравнений для параметров порядка и даны их решения. 
Равновесная структура указанных степеней свободы представлена в терминах параметров генератора ос-
таточной симметрии. 
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Магнетики, структурные элементы которых облада-

ют спином s > 1/2, являются областью высокого науч-
ного интереса и внимания современной физики. В таких 
многочастичных системах возможны новые типы маг-
нитного упорядочения [1–4], в частности квадрупольное 
упорядочение и состояния спинового нематика. Такие 
состояния объясняют дополнительными магнитными 
степенями свободы — интегралами движения, появле-
ние которых связано с SU(n) (n > 2) симметрией обмен-
ного взаимодействия [5–9]. Это находится в полном 
соответствии с известным описанием магнетиков со 
спином s = 1/2 в терминах векторов спина и антифер-
ромагнетизма [10–12]. Другой механизм расширения 
набора степеней свободы — возможность нарушения 
унитарной симметрии состояния равновесия, обуслов-
ленная несколькими параметрами порядка [13,14]. 
В [15,16] изучены магнетики со спином s = 3/2 на ос-
нове гамильтонианов негейзенберговского типа с маг-
нитными степенями свободы, отвечающими чистым 
квантовым состояниям. Данная работа посвящена ис-
следованию состояния равновесия магнетиков со спи-
ном s = 3/2 и SU(4) симметрией обменного взаимодей-
ствия и учитывает степени свободы смешанных кван-
товых состояний. Основа рассмотрения — концепция 
квазисредних [17] и принцип остаточной симметрии 

состояния равновесия, которые устанавливают равно-
весную структуру параметров порядка [18–22]. 

Гамильтониан обменных взаимодействий ˆ̂H  рас-
сматриваемой физической системы обладает SU(4) 

симметрией ˆˆ ˆˆ , 0H Gµν
  =  

. Магнитные степени свободы 

одноподрешеточного магнетика со спином s = 3/2, сле-
дуя [23], заданы в базисе Вейля с помощью 4×4 неэр-
митового и бесследного оператора: 

( )3ˆ ˆˆ ˆG d xgµν µν= ≡∫ x  

 ( ) ( ) ( ) ( )3 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ / 4d x + +
µ ν µν σ σ ≡ ψ ψ −δ ψ ψ ∫ x x x x . (1) 

Его плотность представлена в терминах ферми-операто-
ров рождения и уничтожения. Буквы второй половины 
греческого алфавита пробегают значения , ,... 1, 2, 3, 4µ ν = . 
Для операторов ( )ˆ̂gµν x  справедлива квантовая алгебра 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ' ' .g g g gµν ρσ µσ ρν ρν µσ  = δ − δ δ − x x x x x x   

  (2) 
Свяжем матричные элементы ( )ˆ̂gµν x  с эрмитовыми 

операторами, которые отвечают наблюдаемым магнит-



Принцип остаточной симметрии вырожденных состояний равновесия и классификация параметров порядка 

Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2020, т. 46, № 8 905 

ным величинам. Введем операторы спина и квадру-
польной матрицы равенствами 

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ,s i gα αβγ βγ≡ εx x  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 / 3 / 2q g g gαβ αβ βα αβ γγ= + − δx x x x   

(буквы начала греческого алфавита принимают значе-
ния , , ,.. 1, 2, 3α β γ = ), а также два векторных и скаляр-
ный операторы соотношениями 

( ) ( ) ( )( )4 4
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,u i g gα α α≡ −x x x   ( ) ( ) ( )4 4

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆv g gα α α≡ +x x x , 

( ) ( )44
ˆ ˆˆ ˆ .g g≡x x   

Набор пяти типов магнитных интегралов движения 

( )3ˆ ˆˆ ˆ ,S d xsα α≡ ∫ x      ( )3ˆ ˆˆ ˆ ,Q d xqαβ αβ≡ ∫ x   

( )3ˆ ˆˆ ˆ ,U d xuα α≡ ∫ x    ( )3ˆ ˆˆ ˆ ,V d xvα α≡ ∫ x    ( )3ˆ ˆˆ ˆG d xg≡ ∫ x  

  (3) 

эквивалентен генератору симметрии (1). Средние зна-
чения трех последних плотностей интегралов движения 
задают u-, v-, g-магнитные степени свободы. Для инте-
гралов движения (3), используя (2), получены комму-
тационные соотношения  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,i S S Sα β αβγ γ
  = −ε  

  ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,i S Q Q Qα βγ αβδ δγ αγδ δβ
  = −ε − ε  

 

(ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,i Q Q Sαβ γη λ λβγ αη λαγ βη
  = − ε δ + ε δ +  

 

) / 4λβη αγ λαη βγ+ ε δ + ε δ  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,i S U Uα β αβγ γ
  = −ε  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,i S V Vα β αβγ γ
  = −ε     

 4 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, 2 ,
3

i U V G Qα β αβ αβ
   = δ −     

 (4) 

( )ˆˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2 / 3 / 2,i U Q V V Vα βγ αβ γ αγ β βγ α
  = δ + δ − δ  

( )ˆˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2 / 3 / 2,i V Q U U Uα βγ αβ γ αγ β βγ α
  = − δ + δ − δ  

  

ˆˆ ˆˆˆ ˆ, ,i U G Vα α
  = −  

 ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,i V V Sα β αβγ γ
  = −ε    

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,i U U Sα β αβγ γ
  = −ε  

 ˆˆ ˆˆˆ ˆ, .i V G Uα α
  =    

Эти соотношения задают трансформационные свойства 
операторов магнитных величин. 

Введем в рассмотрение генератор SO(4) симметрии 
соотношением 

( ) ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ 4L i G Gµν νµ µν
 ≡ − 
 

. 

Его матричные элементы связаны с операторами спина 
ˆ̂Sα 

и вектора ˆ̂Uα  выражениями ˆ ˆˆ ˆ / 2,S Lα αβγ βγ≡ ε
 

4
ˆ ˆˆ ˆ .U Lα α≡  Матричные элементы генератора SO(5) сим-

метрии ( )ˆ̂ 5abL  ( , 1, .., 5 , 5a b = = µ ) определим равенст-
вами 

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ5 4L Lµν µν= , 5 5
ˆˆ ˆˆˆ ˆ ,L V Lα α α≡ = − 45 54

ˆˆ ˆˆˆ ˆL G L≡ − = − . 

Генераторы SO(4) и SO(5) симметрии удовлетворяют 
квантовой алгебре 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .ab cd bc da bd ac ac db ad bci L L L L L L  = −δ − δ + δ + δ  
 

Алгебра операторов ˆ̂Sα, ˆ̂Uα , 
ˆ̂

Vα , ˆ̂G  совпадает с комму-

таторами операторов ˆ̂Sα, ˆ̂Uα , ˆ̂Vα , ˆ̂G  (4), за исключени-
ем соотношения 

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ,i U V Gα β αβ
 

= δ 
 

. 

Нормальные состояния равновесия магнетика со 
спином s = 3/2 описываем статистическим оператором 

Гиббса ( )( )0
ˆˆ ˆˆ exp ,w Y Y H= Ω −  где 1

0T Y −=  — темпера-

тура. Магнитная SU(4) симметрия этих состояний сов-

падает с симметрией гамильтониана ˆˆ ˆˆ , 0w Gµν
  =  

. 

В случае SO(5) симметрии обменного взаимодействия 
справедливы равенства 

ˆ ˆˆ ˆ, 0,abH L  =  
     ˆˆ ˆˆ , 0abw L  =  

. 

Для вырожденных состояний статистический оператор 
Гиббса имеет вид 

( ) ( )( )0
ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆˆ exp .w Y H Fν νθ = Ω − −ν θ

 
Источник  

( ) ( ) ( )( )3ˆ ˆˆˆ ˆˆ ˆtr , h.c.F d x fθ = θ ∆ +∫ x x  

— линейный функционал оператора параметра поряд-

ка ( )ˆ̂∆ x , который нарушает магнитную симметрию нор-

мальных состояний равновесия ( ) ˆˆ ˆˆ , 0w G θ ≠  
. Мат-

ричная функция ˆ ˆ( , )f θx  зависит от дополнительных 

термодинамических параметров θ̂. В магнетиках с од-
ной подрешеткой магнитные интегралы движения и 
операторы параметра порядка совпадают. В табл. 1 
приведена магнитная симметрия и соответствующие 
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степени свободы одноподрешеточных магнетиков со 
спином s = 3/2. 

В базисе Вейля очевиден переход к подгруппам сим-
метрии SU(2) ~ SO(3), SU(3) и SU(2)×SU(2) ~ SO(4). 
Генератором подгруппы SO(3) симметрии является опе-

ратор спина ˆ̂Sα, подгруппе SU(3) соответствуют два 

интеграла движения: ˆ̂Sα и ˆ̂Qαβ . Подгруппа симметрии 

SU(2)×SU(2) также состоит из двух интегралов движе-

ния: ˆ̂Sα и ˆ̂Uα  или ˆ̂Sα и ˆ̂Vα . Операторы ˆ̂Sα, ˆ̂Uα , 
ˆ̂

Vα , ˆ̂G  
образуют подалгебру группы SO(5). 

Классификация вырожденных состояний равновесия 
магнетика со спином s = 3/2 основывается на принципе 
остаточной (ненарушенной) симметрии [20–22] 

 ( ) ( )ˆˆ ˆ ˆˆˆ , 0w T θ θ =  
. (5) 

Генератор этой симметрии ( )ˆ ˆT̂ θ
 
представляет собой ли-

нейную комбинацию интегралов движения, по отноше-
нию к которым симметрия состояния равновесия на-
рушена: 

 ( ) ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆT S Q U V Gα α αβ βα α α αθ ≡ θ + θ + θ + θ + θ . (6) 

Действительные величины ( ) ( )ˆ , , , ,α α αβαθ ≡ θ θ θ θ θ
 
за-

дают магнитную анизотропию состояния равновесия и 
являются дополнительными термодинамическими пара-
метрами. Из (4)–(6) получим уравнения, классифици-
рующие состояния равновесия магнетика: 

( )2 0,s q u vαβγ α γ αρ ργ γ α γαε θ + θ + θ + θ =  

( ) 2 8 / 3 0,u s q v v gαβγ α γ γ α αβ αβ α β βαε θ + θ − θ + θ − θ + θ =  

( ) 2 8 / 3 0,v s q u u gαβγ α γ α γ αβ αβ α βα βε θ + θ + θ − θ + θ − θ =   

 0v uα α ααθ − θ = ,  

( ) ( )2 q q sα αγβ βρ αρβ βγ α βρ αβγ βγ αβρθ ε + ε + θ ε + θ ε − 

 ( ) ( ) 0.v v u uγ ρ ρ γ γ ρρ γ− θ + θ + θ + θ =   

  (7) 
Нетрудно показать, что средние значения магнит-

ных параметров порядка для случая нарушения SO(5) 
симметрии удовлетворяют уравнениям классификации: 

 ( ) 0,s u vαβγ α γ γ α γαε θ + θ + θ =   0,u vα α ααθ − θ =    

 ( ) 0,u s v gαβγ α γ γ β βαε θ + θ + θ + θ =  (8) 

 ( ) 0.v s u gαβγ α γ α γ β βε θ + θ − θ − θ =   

Получим решения уравнений (7), (8), соответствующие 
этим подгруппам симметрии. 

Случай 1. SO(3) симметрия обменного взаимодей-

ствия, ( ) ˆˆ ˆT̂ Sα αθ ≡ θ . Ищем ненулевые решения, отве-
чающие только одному типу магнитных интегралов 
движения. Из (7) следует, что векторы , ,s u vγ γ γ  колли-

неарны направлению γθ . Последнее уравнение имеет 

два решения: 
a) «легкая ось» 

( )2/ / 3 ,q qβρ ∗ ρ β γ βρ= θ θ θ − δ  

где q∗ — постоянная величина, и 
b) «легкая плоскость» 

( )/ 3 ,q q e eβρ ∗ ρ β βρ= − δ  

где вектор eγ  
удовлетворяет соотношениям 0eγ γθ =

 и 2 1eα = . Возможны ферро-, квадрупольные- и u-, v-, 
g-магнитные состояния. 

Случай 2. SU(3) симметрия обменного взаимодей-

ствия, ( ) ˆ ˆˆ ˆ ˆT̂ S Qα α αβ αβθ ≡ θ + θ . Параметры генератора 

остаточной симметрии заданы равенствами 

1 2 3 ,m n lα α α αθ = θ + θ + θ  
( ) ( )1 2/ 3 / 3 ,m m n nαβ α β αβ α β αβθ = Θ −δ +Θ −δ  

где векторы ( ), ,m n lα α α α= ×m n  образуют ортонорми-
рованный репер. Приведем решения уравнений клас-
сификации при 0u v gα α= = =  [22]: 

 1 2 3 ,s A m A n C lα + α − α + α= θ + θ + θ   

 ( ) ( )2
1/ 3 / 3 / 2q A m mαβ ∗ α β γ αβ − α β αβ= ∆ θ θ − θ δ +Θ −δ + 

 ( )2 / 3 / 2A n n+ α β αβ+ Θ −δ . (9) 

Параметры порядка представимы в терминах двух не-
зависимых амплитуд 0∆ , ∗∆ : 

Таблица 1. Одноподрешеточные магнетики. Симметрия и вырожденные магнитные состояния со спином s = 3/2 

Симметрия 
обменного взаимодействия 

Магнитные интегралы движения 
(параметры порядка) 

Состояние Число степеней 
свободы 

SO(3) Sα  Ферромагнетик 3 
SU(3) ,Sα  Qαβ Ферро-квадрупольный магнетик 8 

SO(3)×SO(3) ~ SO(4) , ;S Uα α  
( ),S Vα α  Ферро- , ( )u v  магнетик 6 

SO(5) , , ,S U V Gα α α  Ферро- , ,u v g  магнетик 10 
SU(4) , , , ,S Q U V Gα αβ α α  Ферро- , , ,q u v g  магнетик 15 
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( ) ( )0 1 2 1 21 / 2 ,A d d d d± ∗≡ ∆ + + ± ∆ −    

( ) ( )1 2/ 2 .C A A d d+ − ∗≡ + − ∆ +  

Решение (9) описывает ферро-квадрупольные состояния 
и существует при произвольных αθ , αβθ . 

Случай 3. Обменное взаимодействие имеет 

SO(3)×SO(3) симметрию, ( ) ˆˆ ˆˆˆ ˆ .T S Uα α ααθ ≡ θ + θ  Решение 

первой пары уравнений при ˆ0v g qα = = =  имеет вид 

( ) ( ) ,s A Bα α αα α= θ + θ + θ − θ   

( ) ( ) ,u A Bα α αα α= θ + θ − θ − θ  

где A, B — произвольные постоянные. Приведем ре-
шения оставшихся уравнений при некоторых ограни-
чениях: если для параметров порядка в состоянии рав-
новесия справедливы значения 

a) 0vγ ≠ , 0qβγ = , 0g = , 
b) 0vγ ≠ , 0qβγ ≠ , 0g = , 
c) 0vγ ≠ , 0qβγ = , 0g ≠ , 
d) 0vγ ≠ , 0qβγ ≠ , 0g = , 
e) 0vγ ≠ , 0qβγ = , 0g ≠ , 

то нетривиальные решения или отсутствуют, или сво-
дятся к случаю 1. 

Если 0,vγ =  0,qβγ ≠  0g ≠ , то возможны состояния, 
где структура квадрупольной матрицы совпадает с рас-
смотренным случаем 1 и ее модуль связан со скалярным 
параметром порядка соотношением 2 .q g∗ =  Ненуле-
вые решения существуют, если параметры генератора 
удовлетворяют соотношениям γ γθ = θ . 

Случай 4. SO(3)×U(1) симметрия обменного взаи-

модействия, ( ) ˆ ˆˆ ˆ ˆT̂ S Gα αθ ≡ θ + θ . При 0s q gγ βγ= = =  
найдены решения: 

a) если 2 0θ =  , то 

,u Aβ α= θ  ;v Bβ α= θ  

b) если 2 2
γθ = θ , то  

( )2 ,u A Bβ γ βργ ρ β γ βγ σ γ= ε θ + θ θ − δ θ

( )( )2 /v A Bβ β σ β αβγ γ α= θ − θ − ε θAθ θ θ . 

Векторы ,A Bγ γ 
ортогональны .αθ  Эти решения описы-

вают u v−  магнитные состояния. 
Случай 5. SO(5) симметрия обменного взаимодей-

ствия, ( ) ˆˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆT S U V Gα α α α αθ ≡ θ + θ + θ + θ : 

a) если 0u vα α= = , то ненулевые решения ,s Aα α= θ  
2/g A αβγ α β σγ= ε θ θ θ θ  существуют для параметров гене-

ратора остаточной симметрии, удовлетворяющих соот-
ношениям 22 ,α αθ = θ  0α αθ θ = ; решение описывает фер-

ро-g  магнитные состояния; 

b) если 0s vα α= = , то ненулевые решения 
/ 0u gα α= − θ θ ≠  существуют для параметров генерато-

ра остаточной симметрии, удовлетворяющих соотноше-
ниям ,αβγ α γ βε θ θ = θθ  0α αθ θ = , и описывают u–g маг-
нитные состояния. 

Выводы 

В случае SU(4) симметрии обменного взаимодейст-
вия нормальные и вырожденные состояния равновесия 
одноподрешеточных магнетиков со спином s = 3/2 ха-
рактеризуются пятью типами магнитных степеней сво-
боды, имеющими смысл аддитивных интегралов дви-
жения. Концепция квазисредних и принцип остаточной 
симметрии состояния равновесия позволяют сформу-
лировать уравнения классификации для пяти типов па-
раметров порядка. Для состояний, где нарушена SU(4) 
симметрия или ее подгруппы, дан анализ возможных 
магнитных состояний равновесия. Если нарушены SО(3) 
и SU(3) симметрии, то нетривиальные решения с одним 
типом параметров порядка существуют при произволь-
ных значениях параметров генератора остаточной сим-
метрии. При нарушении SО(3)×SО(3) и SО(5) симметрий 
найдены условия на параметры генераторов остаточной 
симметрии, при которых сосуществуют два или три не-
нулевых параметра порядка. 
 ________  
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Принцип залишкової симетрії вироджених станів 
рівноваги та класифікація параметрів порядку 
однопідграткових магнетиків зі спіном s = 3/2 

М.Ю. Ковалевський, С.В. Пелетмінський 

Класифіковано стани рівноваги однопiдграткових магне-
тиків зі спіном s = 3/2 та SU (4) симетрією обмінної взаємо-
дії. Роботу засновано на концепції квазісередніх та принципі 
залишкової симетрії вироджених станів рівноваги. Викорис-

товуючи трансформаційні властивості магнітних ступенів сво-
боди, отримано систему рівнянь параметрів порядку та надано 
їх рішення. Рівноважну структуру зазначених ступенів сво-
боди представлено у термінах параметрів генератора залиш-
кової симетрії. 

Ключові слова: однопiдгратковий магнетик, параметр порядку, 
принцип залишкової симетрії, обмінна взає-
модія. 

The principle of residual symmetry of degenerate 
equilibrium states and the classification of order 

parameters of single-sublattice spin s = 3/2 magnets 

M.Y. Kovalevsky and S.V. Peletminsky 

The classification of equilibrium states of single-sublattice 
magnets with spin s = 3/2 and SU(4) symmetry of the exchange 
interaction have been given. The work is based on the concept of 
quasiaverages and the principle of residual symmetry of degener-
ate equilibrium states. Using transformation properties of magnet-
ic degrees of freedom, a system of equations for the order para-
meters is obtained and their solutions are found. The equilibrium 
structure of these degrees of freedom is presented in terms of 
parameters of residual symmetry generator. 

Keywords: single-sublattice magnet, order parameter, principle 
of residual symmetry, exchange interaction. 
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