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В даний час на низьких орбітах розгортаються і плануються до розгортання супутникові системи, 

кожна з яких складатиметься з сотень супутників. Окрім того відбувається поповнення існуючих супутни-

кових систем. З'явилася тенденція до розробки модульних супутників, що приведе до розробки зручних в 

обслуговуванні космічних апаратів, що складаються з багатьох невеликих структурних модулів зі станда-

ртизованими інтерфейсними механізмами. Для збільшення терміну існування всіх цих систем та змен-

шення витрат на підтримку їхнього функціонування є доцільним створення системи їх технічного обслу-

говування. Незважаючи на відносно велику кількість робіт, що присвячені задачі зустрічі на орбіті, в них 

ця задача розглядається в дещо спрощеній постановці порівняно з тим, що потрібно для обслуговування 

космічних апаратів на низьких орбітах. Як правило, обмежуються компланарними задачами зустрічі в 

імпульсній постановці. У реальних умовах маневри зустрічі на низьких орбітах мають нетривіальний 

характер. Як відомо, орбітальні параметри низьких орбіт космічних апаратів можуть суттєво відрізнятися 

і досягати за довготою висхідного вузла (ДВВ) десятків і навіть сотень градусів. Це призводить до непри-

пустимо великих для сучасних сервісних космічних апаратів (СКА) енергетичних витрат для повороту 

площини їх вихідної орбіти. Зменшення енергетичних витрат на поворот площини вихідної орбіти СКА 

можна досягти за рахунок використання прецесії лінії вузлів внаслідок нецентральності гравітаційного 

поля Землі. Маневр очікування СКА на вдало обраній орбіті дозволяє усунути неузгодженість ДВВ орбіт 

очікування та призначення СКА і тим самим суттєво скоротити енергетичні витрати для реалізації міжор-

бітального перельоту СКА. Однак за рахунок тривалого очікування СКА на орбіті суттєво зростає час 

виконання міжорбітального перельоту. Метою статті є розробка математичної моделі двокритеріальної 

оптимізації перельоту СКА з двигуном малої постійної тяги між низькими близькими до  кругових орбі-

тами з істотно відмінними ДВВ. Методами розв'язку задачі є усереднення рівнянь динаміки за швидким 

параметром та генетичний алгоритм глобальної Парето-оптимізації. Новизна отриманих результатів поля-

гає у формулюванні двокритеріальної задачі оптимізації та розробці математичної моделі для вибору оп-

тимальної орбіти очікування СКА. Розроблена математична модель може бути використана при плану-

ванні перельотів СКА між низькими близькими до кругових орбітами з істотно відмінними ДВВ. 

Ключові слова: оптимізація, орбіта очікування, границя Парето, орбітальне сервісне обслугову-

вання, мала тяга, метод усереднення. 

At present, satellite systems, each comprising hundreds of satellites, are, and are to be, deployed in low or-

bits.  In addition, existing satellite systems are replenished. There has appeared a trend towards the development 

of modular satellites, which will lead to the development of easy-to-maintain spacecraft consisting of many small 

structural modules with standardized interface mechanisms. To extend the life of all these systems and reduce 

their maintenance cost, it is advisable to develop a system for their maintenance. Despite the relatively large num-

ber of works on the rendezvous problem, this problem is considered in a somewhat simplified formulation, which 

is not sufficient for spacecraft servicing in low orbits. As a rule, the consideration is limited to coplanar rendez-

vous problems in an impulse formulation. In real conditions, rendezvous maneuvers in low orbits are nontrivial. 

As is known, the orbital parameters of low-orbit spacecraft may differ significantly: the difference in the longitude 

of ascending nodes (LAN) may reach tens and even hundreds of degrees.  Because of this, the energy consump-

tion for an orbital plane change becomes unacceptably high for modern service spacecraft.  This energy consump-

tion can be reduced by using the precession of the line of nodes due to the non-centrality of the Earth's gravita-

tional field. A waiting maneuver of a service spacecraft in a well-chosen orbit makes it possible to eliminate the 

mismatch between the LANs of the service spacecraft’s parking and destination orbits, thus significantly reducing 

the orbital transfer energy consumption. However, the long wait time of the service spacecraft in its parking orbit 

significantly increases the total orbital transfer time. The aim of this article is to develop a mathematical model of 

bicriteria optimization of a transfer of a service spacecraft with a low constant thrust engine between low near-

circular orbits with significantly different LANs.  This problem is solved by averaging the service spacecraft’s 

dynamics equations over a fast parameter and using a genetic algorithm of global Pareto optimization. The novel-

ty of the results obtained lies in a formulation of a bicriteria optimization problem and the development of a math-

ematical model for choosing an optimal service spacecraft parking orbit. The mathematical model developed may be 

used in planning service spacecraft transfers between low near-circular orbits with significantly different LANs.  

Keywords: optimization, parking orbit, Pareto front, on-orbit servicing, low thrust, averaging method. 

Вступ. Однією із центральних задач технічного обслуговування косміч-

них апаратів (КА) на низьких орбітах є балістична частина цієї задачі. Вона 
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включає в себе вибір орбіти очікування сервісного КА (СКА), визначення 

часу очікування перельоту і визначення параметрів перельоту СКА з орбіти 

очікування на орбіту призначення. У принциповому плані ці задачі є класич-

ними задачами зустрічі, різні варіанти яких розглядалися, наприклад, у робо-

тах [1 – 7]. Незважаючи на відносно велику кількість робіт за даною темати-

кою, задачу зустрічі в них розглянуто в дещо спрощеній постановці порівня-

но з тим, що потрібно в задачі обслуговування КА на низьких орбітах. Їхнє 

застосування, як правило, обмежене компланарними задачами зустрічі в ім-

пульсній постановці. У реальних умовах маневри зустрічі на низьких орбітах 

мають нетривіальний характер. Як відомо, орбітальні параметри низьких ор-

біт КА можуть суттєво відрізнятися і досягати за довготою висхідного вузла 

(ДВВ) десятків і навіть сотень градусів. Це призводить до неприпустимо ве-

ликих для сучасних СКА енергетичних витрат на поворот площини їх вихід-

ної орбіти. Зменшення енергетичних витрат на поворот площини вихідної 

орбіти СКА можна досягти [8, 9] за рахунок використання прецесії лінії вуз-

лів внаслідок нецентральності гравітаційного поля Землі. Маневр очікування 

СКА на вдало обраній орбіті дозволяє усунути неузгодженість ДВВ орбіт 

очікування та призначення СКА і тим самим суттєво скоротити енергетичні 

витрати на реалізацію міжорбітального перельоту СКА. Однак, за рахунок 

тривалого перебування на орбіті очікування суттєво зростає час виконання 

міжорбітального перельоту СКА. Лише відносно невелика кількість із відо-

мих робіт  містить аналіз перельоту СКА з орбіти очікування на орбіту приз-

начення в імпульсній постановці при великій різниці в їх ДВВ. Робіт з анало-

гічної тематики для СКА з двигунами малої тяги існує значно менше. 

У зв'язку із цим в даний час існує потреба в удосконаленні існуючих і ро-

зробці нових математичних моделей для багатокритеріальної оптимізації 

схем перельоту СКА з двигуном малої тяги між низькими орбітами очіку-

вання і призначення з ДВВ, що істотно відрізняються. 

Постановка задачі. Розглядається задача виконання міжорбітального 

перельоту СКА з електричним ракетним двигуном постійної тяги між низь-

кими близькими до кругових орбітами очікування і призначення з невеликою 

різницею нахилів і з довготами висхідних вузлів, що суттєво відрізняються. 

Орбіти очікування та призначення мають наступні параметри: великі півосі – 

очa , прa , нахили – очi , прi  та довготи висхідних вузлів – оч , пр . У задачі 

передбачається, що СКА перебуває на орбіті в режимі очікування запиту на 

обслуговування. На момент надходження запиту визначається початкова різ-

ниця ДВВ орбіт очікування і обслуговування СКА. Якщо початкова різниця 

ДВВ орбіт очікування і обслуговування СКА більше зміни різниці ДВВ за 

час перельоту СКА між цими орбітами, то СКА продовжує політ по орбіті 

очікування до початку міжорбітального перельоту, який починається в мо-

мент, коли різниця ДВВ орбіт очікування і призначення СКА дорівнює зміні 

різниці ДВВ за час  перельоту СКА. 

Якщо початкова різниця ДВВ орбіт  очікування й призначення СКА 

менше або дорівнює зміні різниці ДВВ за час перельоту СКА між цими орбі-

тами, то СКА відразу починає переліт між орбітами очікування і призначен-

ня. В роботі не береться до уваги дія гравітаційних збурювань більш високо-

го порядку, ніж ті, що пов'язані із впливом другої зональної гармоніки. Не 
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беруться до уваги і збурювання за рахунок впливу атмосфери Землі, тяжіння 

інших планет і сонячного тиску. 

Метою статті є розробка математичної моделі двокритеріальної оптимі-

зації перельоту СКА з двигуном малої постійної тяги між низькими близьки-

ми до  кругових орбітами з істотною відмінністю ДВВ. 

Усереднені рівняння динаміки КА із двигуном малої тяги. У припу-

щенні нульового ексцентриситету орбіти міжорбітального перельоту наведе-

мо систему рівнянь динаміки КА з урахуванням впливу другої зональної гар-

моніки геопотенціалу Землі в зручному для проведення аналітичних дослі-

джень вигляді рівнянь в орбітальних елементах [5, 10]. 
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де a  – велика піввісь, i  – нахил,   –  довгота висхідного вузла, u  – аргу-

мент широти, m  – маса СКА, T  – тяга двигуна СКА,   – кут рискання тяги, 

ЗR  – екваторіальний радіус Землі,  – гравітаційний параметр Землі, 2J – 

друга зональна гармоніка Землі. 

На орбіті перельоту КА керування здійснюється двигуном постійної ма-

лої тяги при нульовому куті тангажа за рахунок зміни величини й напрямку 

кута рискання тяги
 
  і параметра  . Керуючий кут рискання β змінює знак 

кожні пів-обороту орбіти при значеннях аргументу широти u  рівних  і 
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На орбіті очікування КА двигун виключений і тяга дорівнює нулю. 

Для коротких міжорбітальних перельотів КА із ракетними двигунами по-

стійної малої тяги зменшенням маси за рахунок витікання робочого тіла, як 

правило, можна знехтувати. Прискорення   СКА за рахунок тяги постійно і 

має вигляд (6) 
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Дотримуючись методики [5, 10] усереднимо систему рівнянь динаміки (1) 

– (4) по швидкому параметру – аргументу широти u . У результаті усереднен-

ня, за умови (5), отримаємо наступну систему усереднених рівнянь динаміки  

 



~

cos
3

2
a

dt

da
, (7) 

 


 sin
~

sin
a

dt

di 2
,  (8) 

 iR
a

J
i

a

dt

d
З coscos

sin

~
sin 2

72
2

32 









, (9) 

  14
2

312 22

723









 iR

a
J

ai

a

dt

du
з coscossin

tan

~

, (10) 

з початковими умовами 0a , 0i , 0 , 0u . 

 При значенні параметра 2  
система рівнянь (7) – (10)  спрощується 

до вигляду (11) – (14) 
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Рівняння (11) і (12) мають аналітичні розв'язки (15) і (16) 
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Розв'язок рівняння (13) визначається числовим інтегруванням з викорис-

танням (15) і (16) і має вигляд (17) 
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На орбітах очікування тяга і прискорення КА   дорівнюють нулю. У си-

лу цього рівняння (7) – (9) для орбіт очікування суттєво спрощуються і мають 

аналітичні розв'язки (18) – (20): 

   0ata  , (18) 

   0iti  , (19) 

   tt  0 , (20) 

де – постійна за величиною швидкість прецесії ДВВ обчислюється за фор-

мулою (21) 

 
 

0
2

7
0

2
2

3
iR

a
J З cos


 . (21) 

При значеннях 0  або   і 2
~

 система рівнянь (7) – (10) має ви-

гляд (22) – (24): 

 0
dt

da
, (22) 

 0
dt

di
 , (23) 

 iR
a

J
i

a

dt

d
З cos

sin

2

72
2

312 






 . (24) 

Рівняння (22) і (24) мають аналітичні розв'язки (25) – (27): 
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Визначення параметрів міжорбітального перельоту. Орбіта перельоту 

СКА може складатися з однієї або двох частин. На першій частині орбіти пе-

рельоту усуваються неузгодженості між великими півосями і нахилом орбіт 

очікування і призначення СКА і змінюється ДВВ. Політ СКА по першій час-

тині орбіти перельоту здійснюється при значенні керуючого парамет-

ра 21  . 

З використанням (15), (16)  сформулюємо крайову задачу для визначення 

керуючого параметра 1
~

 й часу 
1
перt

 
польоту по першій частині орбіти пере-

льоту у вигляді системи трансцендентних рівнянь (28), (29) : 
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cos
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







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
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очпр t
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~

coslog
~

tan
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
















 1

11 1
2

пер
оч

очпр t
a

ii  (29) 

де очa , очi  велика піввісь і нахил орбіти очікування СКА, а  прa , прi – велика 

піввісь і нахил орбіти призначення СКА. 

Система трансцендентних рівнянь (28), (29) має аналітичний розв'язок 

(30) 
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де  

 
 

.logarctan*
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Час польоту 
1
перt  по першій частині орбіти перельоту визначається формулою 

(31) 

 













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


 оч
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a

a

a
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1 1

~
cos . (31) 

Довгота висхідного вузла СКА 1  наприкінці першої частини орбіти пе-

рельоту відповідно (17) має вигляд (32)  

     ,cos




1

0

1
2

7

1
2

211
2

3
перt

Зочоч dttitaRJ  (32) 

де 1 – зміна ДВВ СКА  за час польоту по першій частині орбіти перельоту, 

а  ta1  і  ti  розраховуються за наступними формулами 

      
2

1 1


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~
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


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a
iti оч
оч

~
coslog

~
tan 1

2
.  

Необхідність у реалізації другої частини орбіти перельоту виникає при на-

явності неузгодженості між ДВВ СКА 1  наприкінці першої частини орбіти 

перельоту і ДВВ пр  орбіти призначення СКА. Політ СКА на другій частині 

орбіти перельоту здійснюється при значенні керуючих параметрів 02   або 

  і 22 
~

.  За час польоту по другій частині орбіти перельоту велика пів-
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вісь і нахил орбіти СКА відповідно (22) і (23) не змінюються. Значення ДВВ у 

кінці другої частини орбіти перельоту відповідно (24)  має вигляд (33) 
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721
2

312
перпрЗ

прпр

пр
пр tiR

a
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
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



 



 cos

sin
 . (33) 

Час перельоту 2
перt  по другій  частині орбіти перельоту  отримано з ви-

користанням (33). Він має вигляд  (34) 

  
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2
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
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кпр

пр
прпер iR

a
J

i

a
t cos

sin
 . (34) 

Спільний час перельоту визначається наступною формулою 

               
21
перперпер ttt 

 . 

Для обчислення маси робочого тіла m , що необхідно для виконання 

перельоту, використано формулу (35)  

 перt
c

T
m  , (35) 

де c – швидкість витікання робочого тіла, T – тяга двигуна. 

Визначення тривалості очікування перельоту. Використання орбіти 

очікування  дозволяє за рахунок різниці швидкостей прецесії ДВВ для орбіти 

очікування й орбіти призначення СКА усунути суттєву неузгодженість ДВВ 

цих орбіт. Тривалість маневру очікування зростає з ростом різниці ДВВ орбі-

ти очікування і орбіти призначення СКА і зменшується  зі зростанням різниці 

між висотами орбіт очікування й призначення. На рисунку 1 наведено графі-

ки залежності швидкості прецесії ДВВ для близьких до кругових орбіт з різ-

ними висотами і нахилом. 

 
Рис. 1 –  Швидкість прецесії довготи висхідного вузла взалеж-

ності від висоти і нахилу орбіти, °/доба ( i  – нахил орбіти) 
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За умовами задачі початкова неузгодженість ДВВ орбіт очікування і при-

значення СКА 0  повинна дорівнювати сумі змін неузгодженостей ДВВ 

орбіт очікування й призначення СКА за час польоту СКА по орбітах очіку-

вання й перельоту. Сформулюємо це у формульному вигляді  (36) 

 пероч 0  , (36) 

де оч  й пер  – відповідно зміни неузгодженостей ДВВ СКА за час  його 

польоту по орбітах очікування й перельоту. 

 З використанням (36) отримуємо формулу (37) для визначення оч  

 пероч  0  . (37) 

Початкова неузгодженість 0
 
ДВВ орбіт очікування й призначення 

СКА визначається в залежності від значень оч , пр , оч  і пр ,  де оч , 

пр і оч , пр   – відповідно ДВВ і швидкості прецесії орбіт очікування і 

призначення. 

 
Рис. 2 –  Схема маневру очікування 

 

На рисунку  2 наведено один з можливих варіантів схеми маневру очіку-

вання. Всього можливо чотири варіанти співвідношення оч , пр , оч  і 

пр . 

 .1   проч  ,  проч  . 

 .2   проч  ,  проч  . 

 .3   проч  ,  проч  . 

 .4   проч  ,  проч  . 

Швидкості прецесії орбіт призначення пр  й очікування оч  з враху-

ванням (21) мають вигляд (38) і (39): 
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 

очЗ

оч

оч iR
a

J cos2

72
2

3 
 . (39) 

У формулах (40) – (43) наведено отримані в результаті аналізу варіантів 

1–4 формули для визначення початкової неузгодженості по ДВВ 0  орбіт 

очікування й призначення  

 прочпрочпрноч таякщо  ),(20 ,     (40)  

 прочпрочочпр таякщо  ),(0 , (41) 

 прочпрочпроч таякщо  ),(0 , (42) 

 прочпрочочпр таякщо  ),(20 . (43) 

Час очікування перельоту очt
 
з урахуванням (37) визначається форму-

лою (44) 

    перочt 0 ,  (44) 

де  пер – зміна неузгодженості ДВВ орбіт очікування й призначення СКА 

за час польоту по орбіті перельоту визначається формулою (45) 

 1
1 перочпер t .  (45) 

  обчислюється за формулами  (46) або (47)  

 прочпроч якщо  , , (46) 

 прочочпр якщо  , . (47) 

Сумарна тривалість польоту t  по орбіті очікування і орбіті перельоту ви-

значається за формулою (48) 

 пероч ttt  . (48) 

Вибір оптимальної висоти орбіти очікування СКА. За умовами задачі 

потрібно знайти оптимальну висоту орбіти очікування СКА 
*
очh , яка задово-

льняє системі обмежень max
*

min hhh оч  , де maxh  і  minh – відповідно, мак-

симальна і мінімальна припустимі висоти орбіти очікування СКА. У якості 

критеріїв оптимальності прийнято два суперечливі критерії: тривалість мане-

вру очікування очt  і витрати робочого тіла m  для виконання міжорбіталь-

ного перельоту. Суперечливість критеріїв обумовлена тим, що зі зростанням 

різниці між висотами орбіт очікування і призначення тривалість очікування  

перельоту зменшується, а витрати робочого тіла зростають. За умовами зада-

чі відомі висота прh
 
і нахил прi

 
орбіти призначення СКА, а також  нахил ор-

біти очікування
 очi . 

Розглянута задача є двокритеріальною задачею оптимізації, яка має на-

ступне математичне формулювання 
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      max
*

minmin,, hhhhmht очочочоч  .   

Вектор критеріїв є оцінкою допустимих рішень (альтернатив). Векторна 

оцінка альтернативи містить повну інформацію про цінність (корисність) цієї 

альтернативи. Порівняння будь-яких двох результатів замінюється порівнян-

ням їх векторних оцінок. Якщо обидва критерії досягають максимуму в одній 

точці, то кажуть, що задача має ідеальний розв’язок. Випадки існування ідеа-

льного розв’язку в багатокритеріальній задачі дуже рідкісні. У разі відсутно-

сті "ідеального розв’язку " шукається компромісний розв’язок. 

У задачі багатокритеріальної оптимізації альтернатива називається опти-

мальною за Парето, якщо не існує іншої альтернативи, яка була б кращою. 

Альтернативи, оптимальні за Парето, утворюють передню сторону Парето 

(множину невдосконалюваних альтернатив). Передня сторона Парето харак-

теризується тим, що для її елементів жоден критерій не може бути покраще-

ний без погіршення іншого. 

Для розв'язку розглянутої задачі оптимізації  визначено передню сторону 

Парето [11, 12]. Подальший вибір оптимального розв'язку задачі проведено  з 

елементів передньої сторони Парето з використанням додаткових умов. В 

розглянутій задачі для побудови передньої сторони Парето використано ге-

нетичний алгоритм глобальної оптимізації, який реалізовано у пакеті прик-

ладних програм Scilab. 

Ілюстративний приклад. Наведемо приклад Парето-оптимізації висоти 

орбіти очікування СКА для перельоту з орбіти очікування з нахилом 

 60очi
 
на орбіту призначення з висотою 500 êìï ðh , нахилом  60прi  

і ДВВ  40пр . Про оптимальну орбіту очікування відомо, що її ДВВ 

 20оч , а висота орбіти очікування *
очh  повинна задовольняти обмежен-

ням 600 1000*êì êì î ÷h . У якості критеріїв оптимальності прийнято два 

суперечливі критерії: тривалість маневру очікування очt  і витрати робочого 

тіла m  для виконання міжорбітального перельоту. За умовами задачі відо-

мо, що СКА має рушійну установку з чотирма стаціонарними плазмовими 

двигунами СПД–140 із сумарною тягою НT 430  ,  і швидкістю витікання 

робочого тіла 2000  9.81м/с.  СКА має власну початкову масу 1500 кг і  масу 

вантажу 500 кг. 

Результати проведеної оптимізації наведено у графіках на рисунках 3 і 4. 

На рис. 3 наведено графік передньої сторони Парето.  В якості додаткової 

умови використано обмеження, що тривалість маневру очікування не повин-

на перевищувати 40 діб. З використанням графіка на рис. 3 в якості оптима-

льного допустимого розв’язку обрано точку зі значеннями критеріїв 

  40* ä³áî ÷t h ,     15* êã î ÷m h , оскільки вона відповідає мінімуму ви-

трати робочого тіла для заданої тривалості маневру очікування. 
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Рис. 3 –  Передня сторона Парето 

 

Оптимальну висоту орбіти перельоту визначено з графіка на рис. 4 для 

 * 40 ä³áî ÷t h . Вона дорівнює * 771êìî ÷h .  

 
Рис. 4 –  Залежність висоти орбіти очікування від часу очікування 

Висновки. Для СКА із двигуном малої постійної тяги з використанням 

методу усереднення по швидкому параметру розроблено математичну мо-

дель просторового перельоту між низькими близькими до кругових орбітами 

з суттєвою різницею довгот висхідних вузлів. Аналітично вирішено крайову 

задачу міжорбітального перельоту. Визначено програмні керування і оцінено 

витрати робочого тіла для реалізації перельоту. Розроблено двокритеріальну 

математичну модель вибору оптимальної висоти орбіти очікування СКА. Ви-

користання розробленої математичної моделі проілюстровано прикладом оп-

тимізації висоти орбіти очікування СКА. Отримані результати можуть бути 

корисні при плануванні перельотів СКА між низькими близькими до круго-

вих орбітами з істотною відмінністю довгот висхідних вузлів.  
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