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Розглянуто математичні підходи до визначення величини крупності частинок при замкнутих циклах 

подрібнення корисних копалин. Показано особливості обчислення середніх розмірів частинок різних кла-
сів крупності з урахуванням кінетики подрібнення. Запропоновано алгоритми обчислення крупності час-
тинок одержаних продуктів у всьому діапазоні класів крупності матеріалу. Особливу увагу приділено ви-
значенню виходу класів скільки завгодно малих частинок. Показано спосіб визначення крупності частинок 
на основі використання функції розподілу, що виражена за допомогою логнормального закону. Вибір ма-
тематичного підходу здійснюється з урахуванням технологічних вимог виробництва. 

Основою безконтактного контролю дисперсності матеріалу в потоці є акустичний моніторинг проце-
су та встановлені зв'язки розміру частинок з акустичними характеристиками. Встановлено залежності амп-
літуди сигналів від технологічних режимів подрібнення та розмірів частинок при транспортуванні матеріа-
лу в потоці енергоносія та струминному подрібненні. В роботі для визначення фракційного складу суміші 
розглянуто частотні характеристики акустичних сигналів та їх зміни при транспортуванні вузьких фракцій 
і сумішей матеріалів. Аналіз амплітудно-частотних характеристик сигналів акустичного моніторингу про-
цесу пневмотранспортування вузьких фракцій матеріалів у потоці стисненого повітря в каналах струмин-
ного млина підтвердив наявність сигналів із частотами, характерними для кожної фракції. Експеримента-
льно встановлена залежність дисперсії цих частот від крупності частинок та розміру фракції у суміші. Ці 
дослідження створюють основу безконтактного методу визначення гранулометричного складу матеріалу у 
потоці повітря, зокрема, при струминному подрібненні. Результати можуть бути використані для інженер-
них та технологічних розрахунків при підготовчих процесах збагачення корисних копалин, розробці тех-
нологічного обладнання хімічної, будівельної, гірничо-металургійної промисловості. 

Ключові слова: закон розподілу, клас подрібнення, акустичний сигнал, частота, дисперсія. 

Mathematical approaches to particle size determination in closed grinding cycles are considered. The fea-
tures of average particle size calculation for different fractions with account for the grinding kinetics are shown. 
Particle size calculation algorithms for the entire fraction range are proposed. Particular attention is paid to output 
determination for fractions of arbitrarily small particles. A particle size determination method based on a log-
normal distribution function is shown. In choosing the mathematical approach, the process requirements are taken 
into account.  

The basis of in-flow noncontact particle size control is the acoustic monitoring of the process and the estab-
lished relationships between the particle size and the acoustic characteristics. The signal amplitude during  material 
transportation in the energy carrier flow and jet grinding was found as a function of the particle size and grinding 
conditions. In order to determine the fractional composition of a mixture, the frequency characteristics of acoustic 
signals and their variation during the transportation of narrow fractions and mixtures were considered. The analy-
sis of the amplitude-frequency characteristics of acoustic signals during the compressed-air transportation of nar-
row fractions in the jet mill channels confirmed the presence of signals with frequencies characteristic for each 
fraction. These frequencies were experimentally related to the particle size of a fraction in a mixture. These studies 
form a basis for a noncontact method of determining the particle size distribution of a material in an air flow, in 
particular in jet grinding. The results may be used for engineering and technological calculations in mineral dress-
ing and the development of process equipment for the chemical industry, construction, mining, and metallurgy. 

Keywords: distribution law, size grade, acoustic signal, frequency, dispersion. 

Вступ. Процеси подрібнення широко використовуються для попередньо-
го збагачення корисних копалин та підготовки мінеральної сировини у бага-
тьох галузях промисловості. На збагачувальних фабриках процеси подріб-
нення призначені для розкриття (роз'єднання) зерен, що зрослися між собою, 
різних мінералів корисної копалини. Чим повніше відбувається розкриття 
зерен корисних копалин в результаті подрібнення, тим ефективніше відбува-
ється його подальше збагачення. Різні види млинів застосовуються у гірській, 
хімічній, будівельній промисловості, у виробництві скла, пластмас, порошко-
вої металургії, кераміки, вибухових речовин, твердих палив, лікарської про-
дукції та інших видів тонкодисперсних матеріалів. Однак, процеси подріб-
нення дуже енергоємні, тому важливою та актуальною проблемою є вибір 
оптимального режиму подрібнення за продуктивністю, енергоспоживанням 

 К. В.Тернова, О. В. Прядко, Л. В. Музика, 2024 

 83 
Техн. механіка. – 2024. – № 1. 

https://doi.org/10.15407/itm2024.01.0
mailto:ternovayakaterina@gmail.com


та отримання продукту необхідної крупності. Контролювати крупність, а, 
значить, якість продукту подрібнення необхідно постійно і без зупинки тех-
нологічного процесу. Визначити крупність можна теоретично з промисловою 
верифікацією, або необхідно розвивати безконтактні методи. 

Важливим напрямом удосконалення технології струминного подрібнення 
є розвиток методів своєчасного визначення середньої крупності готового 
продукту та контролю наявності частинок класу, який більший за контроль-
ний, при цьому висувається вимога – визначення крупності без зупинки про-
цесу подрібнення. Тому актуальним завданням є дослідження зв'язків круп-
ності частинок в потоці матеріалу з амплітудно-частотними характеристика-
ми сигналів при акустичному моніторингу процесу. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Відомо досить багато експе-
риментальних та теоретичних робіт, присвячених дослідженню процесів под-
рібнення у технологічних апаратах [1]. Однак, незважаючи на те, що основні 
положення фізики подрібнення, механіки руйнування за останні десятиліття 
не змінилися, сам технологічний процес подрібнення недостатньо вивчений. 
Це зумовлено складними технологічними процесами, які мають випадковий 
характер. Тому основне завдання процесу подрібнення, що полягає у встано-
вленні зв'язку між витраченою енергією і досягнутою дисперсністю матеріа-
лу, вирішувалося різними шляхами. Для теоретичного аналізу закономірнос-
тей процесів руйнування та формування функції розподілу частинок за роз-
мірами раніше використовували середньоарифметичну величину класу круп-
ності частинок. Використання методів статистичного моделювання механіч-
них сумішей дозволяє описувати сукупні характеристики ансамблю частинок 
та встановлювати зв'язки цих характеристик із законами розподілу індивідуа-
льних властивостей частинок [2, 3]. 

Для технологічних процесів подрібнення часом достатньо знати середню 
величину класів крупності частинок, розміром менше заданої технологічної 
величини, або відсоток частинок з крупністю, що більше тієї ж величини. Це 
визначається практично методами гранулометричного аналізу. Наявність дрі-
бних частинок, розміром близьких до нуля, істотно впливає на процеси збага-
чення. Інформацію про відносний вихід цих класів можна отримати в резуль-
таті седиментаційного аналізу. Однак, такий аналіз є надзвичайно трудоміст-
кою операцією, що, як правило, відсутня. Тому важливо визначити правило 
обчислення розподілу частинок за розмірами або крупністю, що частіше зу-
стрічається в попередніх процесах збагачення корисних копалин. 

Останнім часом акустичний аналіз широко використовується для вивчен-
ня стану поверхонь (при руйнуванні) [4], стану суспензій і двофазних потоків 
[5 – 7] тощо. Для аналізу крупності можливо використовувати активні та па-
сивні методи, що включають: методи проходження, відображення, комбіно-
вані (які використовують як проходження, так і відображення), імпедансні та 
методи власних частот. 

В Інституті технічної механіки Національної академії наук України і 
Державного космічного агентства України розробили акустичний метод ви-
значення крупності частинок в потоці при струминному подрібненні [8]. Це 
дозволяє контролювати якість продукту без зупинки технологічного процесу. 

Мета дослідження. Розробка алгоритмів визначення крупності частинок 
у всьому діапазоні їх розподілу при замкнутих циклах тонкого подрібнення 
без зупинення процесу. 
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Результати дослідження. Технологія скорочення крупності сировини 
стикається з кількома труднощами. З одного боку, необхідно отримати час-
тинки заданої крупності, що визначається гранулометричним складом або 
питомою поверхнею продукту. З іншого боку, необхідно запобігти перепод-
рібненню матеріалу у зв'язку з тим, що ефективність збагачення може значно 
змінюватись в залежності від крупності частинок, а видалення з циклу части-
нок максимально можливої крупності зменшує вартість подрібнення. Тому 
скорочення крупності матеріалу зазвичай досягається кількома послідовними 
кроками технологічного ланцюжка, і процес подрібнення знаходиться у тіс-
ному зв'язку з класифікацією матеріалу, яка дозволяє виводити з технологіч-
ного процесу цільові фракції матеріалу, не допускаючи його переподрібнення 
і зайвої витрати енергії, що підводиться. 

Опис зміни крупності матеріалу у замкнутому циклі подрібнення. 
Після першого проходу матеріалу через млин та класифікатор кількість 

матеріалу на доподрібнення (повернення) становить:  

 )1( 101  qq ,   (1) 

де  – кількість фракції заданого класу крупності на початку процесу по-

дрібнення;  – вихід продукту після класифікатора. 
0q



Другий прохід матеріалу включає повернення матеріалу після класифіка-
тора та нову порцію вихідного матеріалу, тобто 
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Аналогічно після N проходів до млина надходить кількість матеріалу 
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Розглянемо вихід продукту після класифікатора. Нехай відома сепара-
ційна характеристика класифікатора та функція розподілу частинок продукту 
подрібнення, тобто крива гранулометричного складу. Тоді вихід продукту 
можна визначити за співвідношенням: 
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Дослідження показали, що при подрібненні в замкнутому циклі вихід на 
перехідному періоді не істотно змінюється, тому можна припустити, що 

. Тоді послідовність многочленів у (2) є геомет-

рична прогресія зі знаменником 
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S . Отже, при 

встановленому робочому режимі кількість матеріалу, що надходить на подрі-
бнення, становитиме: 
 . (4) 0/Nq = q
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Дослідження крупності продукту подрібнення 

Розглянемо якісний склад подрібненого продукту [9]. 
Спочатку розглянемо випадок, коли необхідно знати середньо-

інтегральні величини, зокрема, середню крупність подрібненого продукту d. 
З рівняння кінетики подрібнення отримуємо: 

 ,  (5) 0= exp( )d d kt

де k – константа подрібнення; t – час подрібнення; d0 – вихідна крупність ма-
теріалу. 

Нехай розглядається стабільна робота млина з відомим часом подрібнен-
ня . Тоді після першого кола подрібнення середня крупність стане t t

1 0 0exp( )  kt d Ad d , де -ktA = e
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 – відома величина. Після другого 

кроку маємо . Аналогічно після n-кроку середня круп-
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Кількість виходу продукту визначається виходом  , тоді вихід всього по-
току матеріалу з млина можна визначити виходом циркулюючого наванта-
ження . Якщо використовувати середньозважену формулу, то вихідна 

крупність млина визначається на другому проході як 
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Аналогічно знаходимо крупність матеріалу на наступних проходах, тоді на n 
- кроці крупність визначається 
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Вираз (6) можна представити як відношення двох геометричних прогре-
сій, межі сум яких відповідно рівні: 
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Отже, крупність частинок продукту подрібнення млином, що працює в 
замкнутому циклі з класифікатором, буде 

)1(10 
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
A

A
dd .    (7) 

Наведені вище міркування справедливі для обліку середніх значень вели-
чин. Однак, якщо цікавить вихід продукту певного дрібного класу крупності, 
то треба йти іншим шляхом. 

 

 
Визначення виходу дрібного класу крупності продукту 
Як відомо [9], граничним законом розподілу крупності при подрібненні 

незалежно від його способу є логарифмічно-нормальний розподіл. Справжній 
закон розподілу асимптотично наближається до граничного. У роботі вивчено 
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поведінку функцій, що описують розподіл часток по крупності у різних обла-
стях її зміни. Встановлено, що ці функції підпорядковуються модифіковано-
му нормальному логарифмічному розподілу Колмогорова і узагальненому 
закону розподілу Вейбулла. Визначено точку з'єднання кривих розподілу та 
встановлено зв'язок параметрів, що регулюють характер поведінки кривої 
розподілу до і після цієї точки. 

В [9] описаний метод обчислення середнього розміру частинок у суміші 
при розподілі їх по крупності, який дозволяє вирішувати завдання визначення 
якості продуктів подрібнення та збагачення з необхідною точністю. Отримання 
формул для еквівалентних діаметрів частинок класу під час моделювання про-
цесів дозволяє одночасно визначити закон розподілу у цьому класі. Однак у 
цьому випадку не враховано особливості розподілу частинок малих розмірів. 
Далі нас цікавитимуть частки, крупність яких як завгодно близька до нуля. 

Знайдемо явні вирази для функцій розподілу частинок ( )F x  й 
 у діапазоні крупності , якщо відомо, що ( )= ( )f x F x 0 -  ( ) x  – справжня 

функція розподілу виражається за допомогою логнормального закону. 
Позначимо щільність нормального закону з параметрами  через 

, де 
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2
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Тоді при  асимптотично буде виконуватись рівняння 0x
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Позначимо вираз у дужках, як 
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
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. 

Оскільки )(~)( xxxf  , то ( )
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2
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Для подальших обчислень необхідно ввести допоміжну функцію інте-

рвалу , яку позначимо у вигляді ),0(),( ba ( , ) ( )
b

k
k

a

J a b x f x dx  . 

 З урахуванням збереження виходу класу ),0()(0 0  JF  знайдемо 
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    (10) 

Використовуючи цей вираз, можна отримати всі залежності, що нас ціка-
влять. Так , тому для функції вагового розподілу справедлива 
формула 

( ) ( , )F x J x 0 0
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H

F
F x
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1 x  ,  (11) 

а для щільності   f x
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Еквівалентний розмір класу є ),( ba
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Аналогічно для класу  одержимо ),0( x
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Для знаходження параметрів у рівнянні (9) зауважимо таке. 
Якщо відомо значення виходу )(F класу 0 , необхідно знайти лише 

один параметр , оскільки мода розподілу    відома під час аналізу скільки 
завгодно малих частинок подрібнення конкретних матеріалів. Зокрема, екс-
периментально було визначено, що для розсіювання шламів   = 0,041, для 
струминного подрібнення шамоту  = 0,045. 

Допустимо, нам відомий вихід класу (0 – 0,01) мм. Позначимо через p  
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Рис. 1 – Амплітудно-частотний спектр акустичних сигналів при транспортуванні 

шлаку крупністю -0,63+0,4 мм (а) та -0,4+0,315 мм (b) 

Ми отримали неявну функцію )( p  . Маючи таблицю цієї функції і 
знаючи величину p  можна знайти значення   [10]. Далі за викладеним ал-
горитмом можна знайти всі необхідні величини, що визначають розподіл час-
ток крупністю як завгодно малою. 

Безконтактний метод 
Основою безконтактного контролю дисперсності матеріалу в потоці є 

акустичний моніторинг процесу та встановлені зв'язки розміру частинок з 
акустичними характеристиками [8, 11]. Розроблено метод оптимізації техно-
логії струминного подрібнення на основі використання явища акустичної 
емісії під час руйнування твердих тіл для моніторингу процесу подрібнення. 
Встановлено залежності амплітуди сигналів від технологічних режимів под-
рібнення та розмірів частинок при транспортуванні матеріалу в потоці енер-
гоносія та струминному подрібненні [8]. Однак, для визначення фракційного 
складу суміші недостатньо аналізу лише амплітудних характеристик сигна-
лів. Необхідно розглянути частотні характеристики акустичних сигналів та їх 
зміни під час транспортування вузьких фракцій та сумішей матеріалів. 

Експериментальні дослідження 
В ході експериментальних досліджень [11] було отримано спектри частот 

сигналів, записаних у ході моніторингу процесу транспортування різних фрак-
цій сипучих матеріалів (кварц, шлак, шамот). На рис. 1 – 2 наведено деякі ре-
зультати аналізу спектрів сигналів для матеріалів різної крупності та густини. 
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Весь діапазон частот акустичних сигналів, що записуються в ході моні-
торингу процесу транспортування сипких матеріалів, можна розділити на 4 
ділянки (див. рис. 2). 

Ділянка 1 2 3 4  
Діапазон, kHz 0  – 48 48 – 90  90 – 160 >  160 

Аналіз результатів моніторингу акустичних сигналів показав, що сигнали 
другого вузького діапазону частот (48 – 90) кГц мають амплітуди, які зале-
жать від крупності матеріалу, причому ці амплітуди зменшуються зі змен-
шенням густини матеріалу [8]. 

Пошук залежності між амплітудою частоти та крупністю частинок з 1, 3 
та 4 діапазонів частот не дав позитивних результатів. Сигнали першого та 
третього діапазонів частот завжди присутні у спектрі частот, навіть при русі 
потоку повітря без частинок. Це, швидше за все, перешкоди, які створюються 
спонтанним зменшенням густини дрібних мас повітря. 

Проаналізувавши спектри частот різних матеріалів (кварц, шлак, шамот) 
різної крупності при транспортуванні в потоці повітря отримали характерні 
частоти для кожної з розглянутих фракцій. При цьому з розглянутого спектра 
частот сигналів були виключені частоти від 0 до 48 кГц і вище 90 кГц у зв'яз-
ку з тим, що дані частоти не несуть інформації про розмір часток, вони харак-
терні для процесу в цілому. У ході досліджень зв'язків крупності матеріалу з 
акустичними параметрами сигналів отримані амплітуди сигналів з відповід-
ними характерними частотами для певного розміру частинок [8]. 

Вихідний матеріал для подрібнення є сумішшю тих чи інших фракцій. Для 
дослідження фракційного складу матеріалу використовувався аналіз дисперсії 
характерних частот сигналів при моніторингу транспортування суміші пари 
вузьких фракцій шамоту та кварцового піску Вільногірського родовища в різ-
них пропорціях.  

 
Рис. 2 – Амплітудно-частотний спектр акустичних сигналів під час 

транспортування суміші кварцового піску
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Вихід фракцій матеріалу вибирав-
ся від 80 г до 20 г за постійної суми – 
100 г. На рис. 3 та рис. 4 показані амп-
літудно-частотні спектри акустичних 
сигналів, записаних при транспорту-
ванні сумішей шамоту, що складають-
ся з 2 фракцій різної крупності масою 
70 г і 30 г відповідно 

Як видно з рисунків, характерна 
частота сигналів акустичного моніто-
рингу для фракції -0,63 мм + 0,4 мм 
(79 кГц) при зміні кількості фракції 
суміші має різну величину дисперсії 
(див. рис. 3). 

Попередній аналіз результатів 
дозволив встановити існуючу залеж-

ність дисперсії характерної частоти акустичних сигналів від відповідної маси 
фракції суміші при транспортуванні матеріалу в потоці. У зв'язку з цим, для 
більш загального випадку величину дисперсії частоти акустичних сигналів 
нормалізували величиною характерної частоти. Інформація, що подана на 
рис. 5, дозволяє дійти до висновку, що характер залежності описується ліній-
ної функцією виду baf   . Коефіцієнти a, b залежать від розміру части-

 
1 – фракція –0,315 +0,2; 
2 – фракція –0,4+0,315. 

Рис. 4 – Залежність дисперсії частоти 
акустичних сигналів від маси 

фракцій кварцу 

 
1 – 70 грам фракції -0,63 + 0,4 мм, 30 грам фракції -1,0 + 0,63 мм; 
2 – 30 грам фракції -0,63 + 0,4 мм, 70 г фракції -1 + 0,63 мм 

Рис. 3 – Амплітудно-частотний спектр сигналів при 
транспортуванні суміші шамоту 
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нок фракції та властивостей матеріалу, причому коефіцієнт а прямо пропор-
ційно залежить від величини частинок фракції. 

 
Слід зазначити, що коефіцієнт a – має те саме значення для фракцій од-

накової крупності різних матеріалів, тобто є ознакою крупності частинок 

фракції. З іншого боку, а = 
d

df
f  . Таким чином, встановлені залежності 

нормованої дисперсії характерної частоти та її похідної від виходу (маси) та 

крупності фракції, відповідно, baf    і pсdk
d

df
f 


. Ці результа-

ти дозволяють за отриманою в ході акустичного моніторингу дисперсією но-
рмованої частоти визначити крупність та величину (масу) фракції. 

Висновки. Запропоновані алгоритми обчислення крупності частинок при 
замкнутих циклах подрібнення дозволяють визначати розподіл крупності 
одержуваних продуктів у всьому діапазоні. Вибирати математичний підхід 
можна з урахуванням технологічних вимог виробництва. 

Аналіз амплітудно-частотних характеристик сигналів акустичного моні-
торингу процесу пневмотранспортування вузьких фракцій матеріалів у пото-
ці стисненого повітря в каналах струминного млина підтвердив наявність си-

гналів із частотами, характерними для кожної фракції. Експериментально 
встановлена залежність дисперсії цих частот від крупності частинок та розмі-
ру фракції у суміші. Ці дослідження створюють основу безконтактного мето-
ду визначення гранулометричного складу матеріалу в потоці повітря. 

 
шамот: 1 – фракція –0,63+0,4;  
2 – фракція –0,4+0,315; кварц:  
3 – фракція –0,315+0,2;  
4 – фракція –0,4+0,315 

Рис. 5 – Залежність нормованої дисперсії 
частоти акустичних сигналів від маси
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