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СХЕМА ЗВ’ЯЗКУ МІЖ ХАРАКТЕРИСТИЧНИМИ ТЕРМОДИНАМІЧНИМИ
ФУНКЦІЯМИ ТА ЇХ ЗМІННИМИ ПАРАМЕТРАМИ

Запропоновано схему, в якій наочно і логічно поєднані всі характеристичні термодинамічні функції
та їх незалежні змінні параметри. Ця схема надає можливість встановлювати математичний зв’язок між
характеристичними функціями, визначати їх частинні похідні та повні диференціали, а також записувати
інші рівняння, в які входять зазначені термодинамічні характеристики.

ВСТУП. Характеристичними, як відомо, нази-
вають такі термодинамічні функції стану системи,
за допомогою яких і їх частинних похідних по
відповідним незалежним змінним параметрам мо-
жна просто та в явному вигляді виражати решту
термодинамічних властивостей системи (Р, V , Т ,
S  та інші). До зазначених функцій належать усі
термодинамічні потенціали, а саме: внутрішня ене-
ргія U, ентальпія H, енергія Гельмгольца F та ене-
ргія Гіббса G.

Поняття про характеристичні функції впер-
ше було введено в термодинаміку Массьє в 1869
році [1]. Гіббс послідовно використав їх для ви-
рішення низки важливих термодинамічних пи-
тань і тим самим започаткував метод характерис-
тичних функцій дослідження термодинамічних си-
стем. Характеристичні функції і зараз відіграють
значну роль у теоретичних дослідженнях різно-
манітних проблем термодинаміки [1, 2].

Запропоновано декілька варіантів схем, які
поєднують усі зазначені термодинамічні власти-

вості, але вони характеризуються різним ступенем
інформативності. За допомогою схеми, яку наве-
дено в роботі [3], можна визначати лише співвід-
ношення між характеристичними функціями. Кон-
струкція, що представлена в посібнику [4], умож-
ливлює встановлення тільки параметрів, які від-
повідають частинним похідним характеристич-
них функцій. І лише так звані мнемонічний [5, 6]
або термодинамічний [7] квадрати дозволяють ви-
рішувати питання щодо написання всіх основних
формул термодинаміки. Проте, на нашу думку, во-
ни є не дуже зручними для використання і доволі
складними для розуміння взаємозв’язку між усіма
термодинамічними характеристиками.

Мета роботи — віднайти більш просту і зру-
чну, ніж мнемонічний квадрат, схему поєднання ха-
рактеристичних функцій та їх змінних парамет-
рів, яка б наочно відображала зв’язок між зазна-
ченими функціями і дозволяла записувати найваж-
ливіші рівняння, які використовують у термоди-
намічному методі 
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ТЕОРЕТИЧНА  ЧАСТИНА . Раніше було зазна-
чено, що характеристичними функціями термоди-
намічної системи є її внутрішня енергія U, ента-
льпія H , енергія Гельмгольца F та енергія Гіббса G.

Як відомо, внутрішня енергія є характерис-
тичною функцією, якщо змінними є об’єм та ен-
тропія [1—6]:

U =  f(V , S ) , (1)
а її частинні похідні по зазначеним змінним від-
повідно дорівнюють:


 ∂U

∂S
 V

 =  T   і  
 ∂U

∂V
 S

 =  –P . (2)

Ентальпія пов’язана з внутрішньою енергією
співвідношенням

H  =  U +  PV (3)
і, в свою чергу, являється характеристичною функ-
цією системи, де змінними є тиск та ентропія:

H  =  f(P,S ) . (4)
Частинні похідні ентальпії по кожному з її

змінних параметрів виражають температуру та
об’єм системи:


 ∂H

∂S
 P

 =  T   і  
 ∂H

∂P
 S

 =  V  . (5)

Енергія Гельмгольца (ізохорно-ізотермічний
потенціал) визначається як

F =  U – TS (6)
і являється явною характеристичною функцією не-
залежних змінних V  i Т :

F =  f(V ,T ) . (7)

Частинні похідні енергії Гельмгольца


 ∂F

∂T
 V

 =  –S   і  
 ∂F

∂V
 T

 =  –P .(8)

є від’ємними, оскільки ентропія та тиск завжди
додатні.

З рівнянь (3) і (6) випливає, що
H  =  F +  TS  +  PV  . (9)

Енергія Гіббса (ізобарно-ізотермічний потен-
ціал) є характеристичною функцією системи, як-
що змінними є температура та тиск, а саме

G =  f(P,T ) . (10)
Частинні похідні G мають вигляд:

 
 ∂G

∂T
 P

 =  –S   і  
 ∂G

∂P
 T

 =  V  . (11)

Враховуючи те, що

G =  F +  PV  , (12)
H  =  G +  TS  , (13)

зв’язок між ентальпією і енергією Гельмгольца, що
випливає з рівнянь (12) і (13), описується формулою,
яка повністю збігається з виразом (9):

H  =  F +  PV  +  TS  . (14)
Найбільш вдалою моделлю поєднання всіх роз-

глянутих термодинамічних властивостей системи
з метою визначення на її основі головних термо-
динамічних рівнянь вважається мнемонічний ква-
драт, описаний у роботі [5]:

Згідно з цією схемою, незалежними змінними
функції, символ якої позначає певну сторону
квадрата, являються величини, що стоять у само-
му квадраті біля його протилежної сторони. На-
приклад, незалежними змінними характеристич-
ної функції U являються V  і S , а функції Н  – P і S .

Зв’язок між характеристичними функціями за
допомогою мнемонічного квадрату встановлюють,
користуючись наступним правилом: будь-яка з
функцій (U, H , F або G) дорівнює функції, що роз-
ташована біля сусідньої сторони квадрата, плюс
добуток величин, розміщених по діагоналі, яка з’єд-
нує кінці цих сторін. Причому добуток вважа-
ється додатним, якщо функція, до якої цей добу-
ток додається, розташована праворуч від функції,
для якої записується рівняння. У випадку, коли за-
значена функція лежить ліворуч від тієї, що ви-
значається, добуток буде від’ємним.

Мнемонічний квадрат надає можливість визна-
чати і частинні похідні характеристичних функцій.
Будь-яка з чотирьох величин, що стоять у квадра-
ті (T , P, V  і S), дорівнює частинній похідній одні-
єї з характеристичних функцій, які розташовані бі-
ля неї на сторонах квадрата, по параметру, що ле-
жить на одній діагоналі з частинною похідною. Пе-
ред похідною ставлять знак “мінус”, якщо величи-
на, по якій береться похідна, лежить ліворуч від са-
мої похідної. Наприклад, Т  — це частинна по-
хідна від U і H  по S  зі знаком “плюс”, тому що S
лежить праворуч від Т .

Неважко помітити, що використання мнемо-
нічного квадрату для написання рівнянь, які об’є-
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днують усі термодинамічні властивості, є не зов-
сім зручним і вельми громіздким.

Запропонована нами схема зв’язку між роз-
глянутими характеристичними функціями та їх
незалежними змінними параметрами має вигляд :

В основі схеми лежать, з одного боку, співвід-
ношення (1), (4), (7) та (10), які вказують на неза-
лежні змінні кожної з характеристичних функцій,
і, з іншого боку, — рівняння (3), (6), (12) і (13), що
описують математичний зв’язок між самими ха-
рактеристичними функціями. 

Кожна з характеристичних функцій у відпо-
відності до рівнянь (1), (4), (7) та (10) являється
явною функцією двох не- залежних змінних, які на
схемі позначено у вигляді стрілок, що спрямовані
у різні сторони від відповідної функції. У напрям-
ку руху від F до H  енергія системи, як це випливає
з рівнянь (9) та (14) і того факту, що P, V , T  та S
додатні, збільшується. Таким чином, мінімальній
енергії системи відповідає енергія Гельмгольца, а
максимальній — ентальпія.

Для визначення виду рівняння зв’язку між су-
сідніми характеристичними функціями за допомо-
гою запропонованої схеми потрібно до функції, що
стоїть ліворуч, додати добуток незалежних змін-
них параметрів, які розташовано між цими функ-
ціями. Верхній ряд схеми дає такі співвідношення
між сусідніми функціями:

U =  F +  TS   і  H  =  U +  PV ,
які тотожні рівнянням (6) і (3). У нижньому ряду
маємо, відповідно:

G =  F +  PV   і  H  =  G +  TS .
Ці рівняння збігаються з наведеними раніше

формулами (12) та (13).
Якщо за допомогою схеми потрібно записа-

ти рівняння зв’язку між функціями, які не є сусід-
німи, наприклад, між U та G, то слід поводитись
таким чином. Можна рухатись від U до G або за
стрілкою годинника, або проти неї, додаючи (якщо
напрям руху збігається з напрямом збільшення
енергії системи) або віднімаючи (у випадку руху в
бік зменшення енергії системи) відповідні добутки
незалежних змінних, що розташовані між сусід-
німи характеристичними функціями. Приміром,
рух від U до G за стрілкою годинника дає:

G =  U +  PV  – TS  ,
проти — такий самий вираз:

G =  U – TS  +  PV  .
Таким чином, запропонована схема наочно

ілюструє зв’язок між усіма характеристичними функ-
ціями та їх незалежними змінними.

Крім того, запропонована схема дозволяє до-
волі просто і зручно знаходити частинні похідні
кожної з характеристичних функцій. Аналізуючи
схему, неважко помітити, що частинна похідна будь-
якої характеристичної функції по певному змін-
ному параметру при фіксованому значенні другої
змінної цієї функції відповідає змінному парамет-
ру сусідньої функції, який спрямований назустріч
тому, по якому визначається частинна похідна.
Знак частинної похідної визначається за напря-
мом стрілки, якою цей параметр позначено. Якщо
напрям стрілки збігається з напрямом збільшення
енергії системи, то параметр, що відповідає час-
тинній похідній характеристичної функції, має знак
“плюс” і навпаки. Наприклад, частинна похідна
енергії Гіббса по змінному тиску за сталої темпера-
тури дорівнює V  зі знаком “плюс”, оскільки стрілка
біля об’єму спрямована в бік зростання енергії си-
стеми, тобто
                

 ∂G
∂P

 T
 =  V  .

Проте частинна похідна енергії Гіббса по тем-
пературі за сталого тиску відповідає S  зі знаком
“мінус”, тому що стрілка біля ентропії у схемі спря-
мована у бік зменшення енергії системи. Отже,

   
 ∂G

∂T
 P

 =  –S  .

Отримані за допомогою схеми вирази для ча-
стинних похідних енергії Гіббса повністю збіга-
ються з рівняннями (11).

Для ентальпії за схемою маємо:


 ∂H

∂P
 S

 =  V   та   
 ∂H

∂S
 P

 =  T ,

що є тотожним виразам (5). Так само можна за-
писати частинні похідні й для F і U.

Отже, схема, яку наведено вище, надає можли-
вість одразу наочно визначати знаки частинних
похідних усіх характеристичних функцій. Дві з них,
а саме: внутрішня енергія U та енергія Гіббса G ма-
ють частинні похідні різних знаків, що співпадає з
рівняннями (2) і (11). У ентальпії Н, як показано ви-

ISSN 0041-6045. УКР. ХИМ . ЖУРН . 2011. Т. 77, № 12 93



ще, обидві частинні похідні додатні (див. також
рівняння (5)), а у енергії Гельмгольца F  — навпа-
ки, обидві від’ємні, як і в формулах (8).

За допомогою запропонованої схеми можна
також виражати повні диференціали характерис-
тичних функцій. Відомо [1—6], що

dU =  TdS  – PdV  ; (15)
dH  =  TdS  +  VdP ; (16)
dF =  –SdT  – PdV  ; (17)
dG =  –SdT  +  VdP . (18)

Як випливає зі схеми, повний диференціал
певної характеристичної функції дорівнює алгеб-
раїчній сумі добутків диференціалів її змінних і
змінних параметрів сусідніх функцій, що розта-
шовані поряд з відповідними змінними дослід-
жуваної функції. При цьому знаки добутків виз-
начаються напрямом стрілок, які позначають змін-
ні саме сусідніх функцій. Наприклад, незалежни-
ми змінними ентальпії являються P і S . У схемі P,
що зв’язаний з ентальпією, розташований поряд з
параметром V , який позначено стрілкою у напря-
мку зростання енергії системи. Тому перший до-
данок у виразі повного диференціалу dH  буде ма-
ти вигляд VdP зі знаком “плюс”. Друга змінна ен-
тальпії S  у схемі стоїть біля параметра Т , який та-
кож позначено стрілкою, що вказує на напрям збіль-
шення енергії системи. Отже, другий доданок пов-
ного диференціалу ентальпії TdS  теж є додатним.
Таким чином, отриманий за допомогою схеми ви-
раз для dH  має вигляд:

dH  =  TdS  +  VdP ,
який повністю відповідає рівнянню (16).

Ще один приклад. Для написання рівняння
повного диференціалу енергії Гіббса потрібно зро-
бити наступне: диференціал змінної P помножити
на V , а диференціал змінної Т  — на (–S) і скласти
ці доданки. Отримаємо вираз

dG =  –SdT  +  VdP ,

що є тотожним співвідношенню (18). Так само
за допомогою схеми можна записати рівняння пов-
них диференціалів характеристичних функцій U
і F (див. рівняння (15) і (16)).

Не наводячи прикладів, зауважимо, що запро-
понована схема дає можливість записувати також
і відомі рівняння Гіббса—Гельмгольца [1—7].

З наведеного вище випливає, що можливості
описаної схеми не поступаються можливостям мне-
монічного квадрату. Натомість, вона на відміну від
мнемонічного квадрату, є, на нашу думку, більш
зручною і простою у використанні.

ВИСНОВКИ. Таким чином, запропонована у
статті схема логічно і наочно відображує матема-
тичний зв’язок між усіма характеристичними тер-
модинамічними функціями та їх незалежними змін-
ними і надає можливість визначати параметри,
які відповідають частинним похідним цих харак-
теристичних функцій, записувати рівняння їх пов-
них диференціалів та решту основних термоди-
намічних співвідношень.

РЕЗЮМЕ. Предложена схема, где наглядно и логич-
но объединены все характеристические термодинамиче-
ские функции и их независимые переменные параметры.
Эта схема позволяет устанавливать математическую связь
между характеристическими функциями, определять их
частные производные и полные дифференциалы, а также
записывать другие уравнения, в которые входят указан-
ные термодинамические характеристики.

SUMMARY. The scheme which logically combines all
characteristic thermodynamic functions and their variable
parameters has been proposed. This scheme enables to
describe the mathematical relation between the characte-
ristic functions, allows to determine their partial derivatives,
complete differential and to write other equations with the-
se thermodynamic characteristics.
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