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СТАБIЛЬНИЙ РАНГ МНОЖИНИ ПОВНИХ МАТРИЦЬ
НАД КIЛЬЦЕМ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ДIЛЬНИКIВ

We prove that the class a full matrices of order 2 over the ring of elementary divisors has the stable rank 1.

Доказано, что класс полных матриц порядка 2 над кольцом элементарных делителей имеет стабильный ранг 1.

Стабiльний ранг є одним iз основних iнварiантiв K-теорiї. Дане поняття було введено Х. Ба-
сом [1]. У сучасних дослiдженнях стабiльний ранг активно використовується в дослiдженнях
по теорiї кiлець, зокрема в задачах дiагоналiзацiї матриць [2 – 4]. Серед кiлець скiнченного
стабiльного рангу слiд видiлити клас кiлець елементарних дiльникiв, який був уведений I. Кап-
ланським [5]. Згiдно з результатами [6] стабiльний ранг кiльця елементарних дiльникiв не
перевищує 2.

Одним iз важливих питань є вивчення зв’язкiв стабiльного рангу кiльця i cтабiльного рангу
кiлець матриць над ним. У роботi [7] встановлено, що стабiльний ранг кiльця матриць порядку

n над кiльцем стабiльного рангу r дорiвнює 1+
[r − 1

n

]
, де [m] позначає цiлу частину вiд чис-

ла m.
Зазначимо, що стабiльний ранг кiльця дорiвнює 1 тодi i тiльки тодi, коли стабiльний ранг

кiльця матриць дорiвнює 1. Водночас у роботах [8, 9] описано деякi областi Безу, над якими
клас повних матриць має стабiльний ранг 1. В данiй роботi встановимо аналогiчний резуль-
тат для кiлець елементарних дiльникiв, а також, як наслiдок, переконаємося, що виконується
двочленний правий (лiвий) ланцюг подiльностi для повних матриць порядку 2 над кiльцем
елементарних дiльникiв.

Нехай далi R — комутативне кiльце з одиницею i 1 6= 0. Рядок (a1, a2, ..., an) елемен-
тiв кiльця R називається унiмодулярним, якщо a1R + a2R + ... + anR = R. Стабiльним
рангом кiльця R називається таке найменше натуральне число m, що для довiльного унiмо-
дулярного рядка (a1, a2, . . . , am, am+1) iснують такi елементи b1, b2, ..., bm ∈ R, що рядок
(a1+am+1b1, a2+am+1b2, ..., am+am+1bm) є унiмодулярним. Якщо таке натуральне число не
iснує, то вважають, що стабiльний ранг кiльця дорiвнює нескiнченностi [1, 3]. Пiд кiльцем Безу
розумiємо кiльце, в якому довiльний скiнченнопороджений iдеал є головним. Кiльце матриць
порядку 2 над кiльцем R позначимо через R2. Будемо говорити, що матриця A ∈ R2 є повною,
якщо R2AR2 = R2.

Позначимо через F (R2) множину всiх повних матриць кiльця R2.
Встановимо критерiй взаємної простоти злiва верхнiх трикутних матриць другого порядку.
Теорема 1. Нехай R — комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 2. Двi матрицi A =

=

(
a 0

b c

)
i B =

(
x 0

y z

)
взаємно простi злiва тодi i тiльки тодi, коли aR + xR = R,

cR+ zR+ (ay − bx)R = R.

Доведення. Нехай iснують такi матрицi U, V ∈ R2, що AU + BV = E, де E — одинична

матриця. Позначимо U =

(
u1 u2
u3 u4

)
, V =

(
v1 v2
v3 v4

)
. Тодi з рiвностi
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a 0

b c

)(
u1 u2
u3 u4

)
+

(
x 0

y z

)(
v1 v2
v3 v4

)
=

(
1 0

0 1

)
отримаємо au1 + xv1 = 1, тобто aR + xR = R. Оскiльки визначник матрицi AU + BV = E

дорiвнює 1, то cR+ zR+ (ay − bx)R = R. Необхiднiсть доведено.
Нехай для матриць A i B aR+ xR = R, cR+ zR+ (ay − bx)R = R. Розглянемо матрицю

C =

(
a 0 x 0

b c y z

)
.

Оскiльки aR+ xR = R, то iснують такi елементи u, v ∈ R, що au+ xv = 1. Тодi

(
a 0 x 0

b c y z

)
u 0 −x 0

0 1 0 0

v 0 a 0

0 0 0 1

 =

(
1 0 0 0

bu+ yv c ay − bx z

)
.

Елементарними перетвореннями рядкiв матрицю

(
1 0 0 0

bu+ yv c ay − bx z

)
зведемо до

вигляду

(
1 0 0 0

0 c ay − bx z

)
= B.

Позаяк cR + zR + (ay − bx)R = R i R — кiльце Безу стабiльного рангу 2, то згiдно з
результатами [6] iснує оборотна матриця P порядку 3 над кiльцем R така, що

(c, ay − bx, z)P = (1, 0, 0).

Звiдси

B


1 0 0 0

0

0 P

0

 =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
.

Тобто ми довели, що для матрицi C знайдеться оборотна матриця Q порядку 4 така, що

CQ =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
,

а це, згiдно з [5], означає, що для матриць A,B iснують такi оборотнi матрицi U, V ∈ R2, що
AU +BV = E, тобто A,B взаємно простi злiва.

Теорему доведено.
Будемо говорити, що матриця A ∈ R2 дiагоналiзується, якщо iснують такi оборотнi матрицi

P,Q ∈ R2, що

PAQ =

(
ε1 0

0 ε2

)
,

де ε2R ⊂ ε1R для деяких елементiв ε1, ε2 ∈ R. Якщо над кiльцем R довiльна матриця дiаго-
налiзується, то кiльце називається кiльцем елементарних дiльникiв. Зауважимо, що якщо R —
комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 2 i A ∈ R2 — повна матриця, яка дiагоналiзується

над R, то PAQ =

(
1 0

0 ε

)
для деяких оборотних матриць P,Q ∈ R2 i елемента ε ∈ R.
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Теорема 2. Нехай R — комутативне кiльце Безу стабiльного рангу 2. Нехай A, B ∈ F (R2)

i AR2 + BR2 = R2, причому матриця B дiагоналiзується. Тодi iснує така повна матриця
T ∈ F (R2), що A+BT — оборотна матриця.

Доведення. Оскiльки матриця B дiагоналiзується, то через обмеження, накладенi на кiльце
R, отримаємо iснування таких оборотних матриць P,U,Q ∈ R2, що

PAU =

(
a 0

b c

)
, PBQ =

(
1 0

0 y

)
.

Позаяк AR2 + BR2 = R2, то iснують такi матрицi C,D ∈ R2, що AC + BD = E, а звiдси

PAU(U−1C)+PBQ(Q−1D) = P , тобто матрицi

(
a 0

b c

)
i

(
1 0

0 y

)
взаємно простi злiва.

На пiдставi теореми 1 маємо bR+ cR+ yR = R. Оскiльки стабiльний ранг кiльця R дорiвнює
2, то iснують такi елементи α, β ∈ R2, що (b + yα)R + (c + yβ)R = R, а вiдтак iснують такi
елементи n,m ∈ R, що (b+ yα)n+ (c+ yβ)m = 1. З огляду на результати працi [2] елементи
α, β можна вибрати так, що αR+ βR = R. Тодi(

a 0

b c

)
+

(
1 0

0 y

)(
m− a −n
α β

)
=

(
m −n

b+ yα c+ yβ

)
— оборотна матриця.

Оскiльки αR+ βR = R, то очевидно, що матриця

(
m− a −n
α β

)
є повною.

Як очевидний наслiдок з теореми 2 у випадку кiльця елементарних дiльникiв отримуємо
наступний результат.

Теорема 3. Нехай R — комутативне кiльце елементарних дiльникiв. Якщо A, B ∈ F (R2) i
AR2+BR2 = R2, то iснує така повна матриця T ∈ F (R2), що A+BT — оборотна матриця.

Бiльш того, маємо такий результат.

Теорема 4. Нехай R — комутативне кiльце елементарних дiльникiв. Тодi для довiльних
повних матриць A, B ∈ F (R2) iснують такi повнi матрицi Q1, Q2, P ∈ R2, що A = BQ1+P,

B = PQ2.

Доведення. На пiдставi обмежень, накладених на R, i результатiв [5] переконаємося, що
R2 теж є кiльцем елементарних дiльникiв, а отже, R2 є кiльцем Безу стабiльного рангу 2. Нехай
A,B ∈ F (R2) i AR2 + BR2 = DR2 для деякої матрицi D ∈ R2. Звiдси A = DA0, B = DB0 i
AU +BV = E для деяких матриць A0, B0, U, V ∈ R2.

Тодi D(E − A0U − B0V ) = 0 i A0U + B0V + C = 0 для деякої матрицi C ∈ R2 такої, що
DC = 0.

Оскiльки стабiльний ранг R2 дорiвнює 2, то iснують такi матрицi X,Y ∈ R2, що

(A0 + CX)R2 + (B0 + CY )R2 = R2.

Позначимо A0 + CX = A1, B0 + CY = B1. Позаяк DC = 0, то DA1 = A, DB1 = B.

Оскiльки A ∈ F (R2) i B ∈ F (R2) i DA1 = A, DB1 = B, то, очевидно, A1 ∈ F (R2),
B1 ∈ F (R2). Оскiльки A1R2 +B1R2 = R2, то згiдно з теоремою 3 A1 +B1T = S — оборотна
матриця для деякої повної матрицi T . Звiдси
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A1 = B1(−T ) + S, B1 = S(S−1B1).

Тодi

A = B(−T ) +DS, B = DS(S−1B1).

Покладемо Q1 = −T , Q2 = S−1B1, P = DS. Зауважимо, що Q1 ∈ F (R2), Q2 ∈ F (R2),
P ∈ F (R2), як вiдповiднi дiльники повних матриць.

Теорему доведено.
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