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ОЦIНКИ ЛIНIЙНИХ ПОПЕРЕЧНИКIВ КЛАСIВ BΩ
p,θ

ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ У ПРОСТОРI Lq

The exact-order estimates of linear widths of the classes BΩ
p,θ of periodic functions of many variables in the space Lq are

established under certain relations imposed on the parameters p and q.

Получены точные по порядку оценки линейных поперечников классов BΩ
p,θ периодических функций многих пере-

менных в пространстве Lq для некоторых соотношений между параметрами p и q.

Вступ. У данiй роботi знайдено точнi за порядком оцiнки лiнiйних поперечникiв класiв BΩ
p,θ

перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi Lq. Бiльш детально про цi величини мова
буде йти пiзнiше, а спочатку наведемо необхiднi позначення та означення.

Нехай Rd, d ≥ 1, — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами x = (x1, . . . , xd), y =

= (y1, . . . , yd), (x, y) = x1y1 + . . .+xdyd i Lp(πd) — простiр 2π-перiодичних за кожною змiнною
i сумовних у степенi p, 1 ≤ p < ∞ (вiдповiдно суттєво обмежених при p = ∞), на кубi

πd =
∏d

j=1
[0, 2π] функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd), норма в якому визначається таким чином:

‖f‖Lp(πd) = ‖f‖p =

(2π)−d
∫
πd

∣∣f(x)
∣∣pdx

1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞(πd) = ‖f‖∞ = ess sup
x∈πd

∣∣f(x)
∣∣.

Далi для зручностi позначень замiсть Lp(πd) будемо писати Lp.
Для f ∈ Lp i h ∈ Rd покладемо

∆hf(x) = f(x + h)− f(x)

i означимо за формулою

∆l
hf(x) = ∆h∆l−1

h f(x), ∆0
hf(x) = f(x),

кратну рiзницю порядку l ∈ N функцiї f у точцi x = (x1, . . . , xd) з кроком h, яку також можна
подати у виглядi

∆l
hf(x) =

l∑
n=0

(−1)l+nCnl f(x + nh).

Означимо модуль неперервностi порядку l ∈ N функцiї f ∈ Lp згiдно з формулою

Ωl(f ; t)p = sup
|h|≤t

∥∥∆l
hf(·)

∥∥
p
,

де |h| — евклiдова норма h.

Нехай Ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l, тобто Ω(t) задана на R+ =

= {t : t ≥ 0} i задовольняє такi умови:
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1) Ω(0) = 0, Ω(t) > 0 для t > 0;

2) Ω(t) є неперервною;
3) Ω(t) не спадає;
4) для всiх n ∈ Z+ Ω(nt) ≤ C1n

lΩ(t), де l ∈ N, стала C1 > 0 не залежить вiд n i t.
Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl. Зауважимо, що якщо f ∈ Lp, то Ωl(f, t)p ∈ Ψl.

Також будемо вважати, що Ω належить множинам Sα i Sl. Це означає наступне:
I. Ω ∈ Sα, α > 0, якщо функцiя Ω(τ)/τα майже зростає, тобто iснує така не залежна вiд

τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

Ω(τ1)

τα1
≤ C2

Ω(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

II. Ω ∈ Sl, якщо iснує γ, 0 < γ < l, таке, що функцiя Ω(τ)/τγ майже спадає, тобто iснує
така не залежна вiд τ1 i τ2 стала C3 > 0, що

Ω(τ1)

τγ1
≥ C3

Ω(τ2)

τγ2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Умови належностi функцiї Ω до множин Sα i Sl називають умовами Барi – Стєчкiна [1].
Покладемо також Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl.
Для наочностi наведемо приклад функцiї Ω ∈ Φα,l:

Ω(t) =

t
r

(
log+

(
1

t

))b
, t > 0,

0, t = 0,

де log+(τ) = max{1, log(τ)}, α < r < l, а b — фiксоване дiйсне число.
Тепер перейдемо безпосередньо до означення просторiв BΩ

p,θ (див., наприклад, [2]).
Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l. Будемо вважати, що f ∈ BΩ

p,θ, якщо f задовoльняє такi
умови:

1) f ∈ Lp;
2) |f |BΩ

p,θ
<∞ ,

де напiвнорма |f |BΩ
p,θ

визначається спiввiдношенням

|f |BΩ
p,θ

=



 +∞∫
0

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ dt
t

1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

, θ =∞.

Простiр BΩ
p,θ є лiнiйним нормованим з нормою

‖f‖BΩ
p,θ

= ‖f‖p + |f |BΩ
p,θ
.

Якщо Ω(t) = tr, то простори BΩ
p,θ збiгаються з просторами О. В. Бєсова Br

p,θ [3] i, зокрема,
при θ = ∞ отримаємо Br

p,∞ = Hr
p , де Hr

p — простори, введенi С. М. Нiкольським [4]. Якщо
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‖f‖BΩ
p,θ
≤ 1, то будемо говорити, що функцiя f належить класу BΩ

p,θ, зберiгаючи при цьому для

класiв тi ж самi позначення, що i для вiдповiдних просторiв BΩ
p,θ.

Зауважимо, що для класiв BΩ
p,θ при 1 < θ < θ′ <∞ мають мiсце вкладення

BΩ
p,1 ⊂ BΩ

p,θ ⊂ BΩ
p,θ′ ⊂ BΩ

p,∞ ≡ HΩ
p . (1)

Далi будемо вважати, що для двох невiд’ємних величин A i B запис A � B означає, що
iснує стала C4 > 0 така, що C−1

4 A ≤ B ≤ C4A. Запис A� B (A� B) означає, що C−1
4 A ≤ B

(B ≤ C4A). Всi сталi Ci, i ∈ N, якi будуть зустрiчатися у роботi, можуть залежати лише вiд тих
параметрiв, що входять в означення класу, метрики, в якiй оцiнюється похибка наближення, та
розмiрностi простору Rd.

Далi нам зручно буде користуватися означенням класiв BΩ
p,θ в дещо iншому виглядi.

Позначимо через Vm(t), m ∈ N, t ∈ R, ядро Валле Пуссена вигляду

Vm(t) = 1 + 2

m∑
k=1

cos kt+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kt.

Багатовимiрне ядро Vm(x), m ∈ N, x ∈ Rd, означимо за формулою

Vm(x) =
d∏
j=1

Vm(xj).

Для функцiї f ∈ Lp розглянемо оператор згортки Vm цiєї функцiї з ядром Vm, тобто

Vmf = f ∗ Vm = Vm(f, x), x ∈ Rd.

Таким чином, Vm(f, x) — кратна сума Валле Пуссена функцiї f. Покладемо для f ∈ Lp

σ0(f, x) = V1(f, x), σs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x), s ∈ N, x ∈ Rd.

В наведених позначеннях при 1 ≤ p ≤ ∞ (з точнiстю до абсолютних сталих) класи BΩ
p,θ

можна oзначити таким чином (див., наприклад, [2]): BΩ
p,θ =

{
f ∈ Lp : ‖f‖BΩ

p,θ
≤ 1
}
, де

‖f‖BΩ
p,θ
�



(∑
s∈Z+

(
‖σs(f, ·)‖p

Ω(2−s)

)θ)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Z+

‖σs(f, ·)‖p
Ω(2−s)

, θ =∞.

(2)

Варто зазначити, що у випадку 1 < p < ∞ можна записати еквiвалентне спiввiдношення
для норм функцiй iз класiв BΩ

p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, використовуючи в (2) замiсть σs(f, x) двiйковi
„блоки” ряду Фур’є функцiї f.

Наведемо далi означення апроксимативних характеристик, якi будуть нами дослiджуватись.
Нехай W — центрально-симетрична множина у банаховому просторi X . Тодi лiнiйний

поперечник множини W у просторi X означується згiдно з формулою

λm(W, X ) = inf
A

sup
x∈W
‖x−Ax‖X ,
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де iнфiмум береться по всiх дiючих в X лiнiйних операторах A, розмiрнiсть областi значень
яких не перевищує m. Поняття лiнiйного поперечника ввiв В. М. Тихомиров [5]. З iсторiєю
дослiдження лiнiйних поперечникiв тих або iнших класiв функцiй багатьох змiнних можна
ознайомитися у роботах [6 – 10], в яких наведено також детальну бiблiографiю.

При одержаннi оцiнок знизу лiнiйних поперечникiв класiв BΩ
p,θ будемо використовувати

вiдомi оцiнки їх колмогоровських поперечникiв. Нагадаємо, що колмогоровським поперечником
центрально-симетричної множини W банахового простору X називається величина [11]

dm(W, X ) = inf
Lm

sup
f∈W

inf
u∈Lm

‖f − u‖X ,

де Lm — пiдпростiр розмiрностi не бiльшої нiж m простору X .
Легко бачити, що згiдно з означеннями лiнiйного i колмогоровського поперечникiв для них

має мiсце нерiвнiсть

dm(W, X ) ≤ λm(W, X ). (3)

1. Допомiжнi твердження. При доведеннi основних результатiв нам знадобляться деякi
вiдомi твердження, якi ми будемо формулювати згiдно з уведеними позначеннями.

Нехай lmp позначає простiр всеможливих упорядкованих систем з m дiйсних чисел, норма
в якому визначається таким чином:

‖x‖lmp =


(

m∑
i=1

|xi|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

max
1≤i≤m

|xi|, p =∞,

i Bm
p — одинична куля в цьому просторi.

Теорема А [12]. Нехай m < M, 1 ≤ p < 2 ≤ q <∞, 1

p
+

1

q
≥ 1. Тодi

λm
(
BM
p , l

M
q

)
� max

{
M

1
q−

1
p ,min

{
1,M1/qm−

1
2
}√

1− m

M

}
.

Зауважимо, що у випадку p = 1, q > 2 вiдповiдний результат випливає iз твердження про
колмогоровський поперечник октаедра BM

1 у просторi lMq , встановленого Б. С. Кашиним [13].
Для s ∈ N через ρ(s) позначимо пiдмножину цiлочислової решiтки Zd вигляду

ρ(s) =
{

k = (k1, . . . , kd) : 2s−1 ≤ |kj | < 2s, j = 1, d
}
.

Для f ∈ L1 покладемо

δs(f, x) =
∑

k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Через T (ρ(s)) позначимо множину функцiй f вигляду

f(x) =
∑

k∈ρ(s)

cke
i(k,x).
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Теорема Б. Мiж простором тригонометричних полiномiв f ∈ T
(
ρ(s)

)
i простором R2sd

iснує iзоморфiзм, який ставить у вiдповiднiсть функцiї f вектор δsf j =
{
fn(τj)

}
∈ R2sd ,

fn(t) =
∑

sgnkl=nl

cke
i(k,t), l = 1, d, n = (±1, . . . ,±1) ∈ Rd,

τj = π22−s(j1, . . . , jd), ji = 1, 2, . . . , 2s−1, i = 1, d,

i при цьому має мiсце спiввiдношення∥∥f(·)
∥∥
p
� 2−sd/p‖δsf j‖l2sdp , p ∈ (1,∞).

Дана теорема доводиться аналогiчно теоремi Марцинкевича – Зигмунда про дискретизацiю
для функцiї однiєї змiнної [14, с. 46]. У випадку функцiй багатьох змiнних i для s = (s1, . . . , sd)

цю теорему наведено у роботi [15].
Теорема В (Лiттлвуда – Пелi [16]). Нехай f ∈ Lp, 1 < p <∞. Тодi iснують додатнi сталi

C5 i C6 такi, що

C5‖f‖p ≤

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
s=0

∣∣δs(f, ·)∣∣2)1/2
∥∥∥∥∥∥
p

≤ C6‖f‖p.

Як наслiдок з означення лiнiйного поперечника, теореми Б i теореми Лiттлвуда – Пелi легко
отримати наступне твердження.

Лема А. Нехай s ∈ N i f ∈ T
(
ρ(s)

)
, ms ∈ Z+, ms ≤ 2sd. Якщо 1 < p, q < ∞, то iснує

лiнiйний оператор Λms : T
(
ρ(s)

)
→ T

(
ρ(s)

)
, розмiрнiсть областi значень якого не перевищує

ms, такий, що

‖f − Λmsf‖q � λms
(
B2sd

p , l2
sd

q

)
2sd(1/p−1/q)‖f‖p. (4)

Зауважимо, що аналогiчне твердження у випадку s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, наведено
у роботi [6].

Лема Б. Нехай 1 ≤ p < q <∞ i f ∈ Lp. Тодi має мiсце спiввiдношення

‖f‖qq �
∑
s

(
‖δs(f, ·)‖p2sd(1/p−1/q)

)q
.

Ця лема доводиться за допомогою елементарної модифiкацiї мiркувань, якi використовував
В. М. Темляков (див. [17, c. 25]) при встановленнi вiдповiдної леми у випадку s = (s1, . . . , sd).

Теорема Г [4]. Нехай nj ∈ N, j = 1, d, i

t(x) =
∑
|kj |≤nj

cke
i(k,x).

Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ виконується нерiвнiсть

‖t‖p ≤ 2d
d∏
j=1

n
1/q−1/p
j ‖t‖q. (5)

Нерiвнiсть (5) доведена С. М. Нiкольським i має назву „нерiвностi рiзних метрик”. У ви-
падку d = 1 i p =∞ вiдповiдну нерiвнiсть встановив Джексон [18].
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2. Основнi результати. Перейдемо до формулювання i доведення отриманих результатiв.
Теорема 1. Нехай 1 ≤ p < 2 ≤ q < p′, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l, α > d/p. Тодi має мiсце

оцiнка
λm(BΩ

p,θ, Lq) � Ω(m−1/d)m1/p−1/2, (6)

де 1/p+ 1/p′ = 1.

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху величини λm(BΩ
p,θ, Lq). Зауважимо, що

згiдно з вкладеннями (1) її достатньо встановити для класу HΩ
p . Розглянемо випадок 1 < p <

< 2 ≤ q < p′.

Для довiльного m ∈ N будемо пiдбирати n ∈ N таким чином, щоб виконувалось спiввiдно-
шення m � 2nd. Кожному s ∈ Z+ поставимо у вiдповiднiсть числа

ms =

2sd, 0 ≤ s ≤ n,[
2nd+β(nd−sd)

]
, s > n,

де β > 0 — деяке число, яке буде пiдiбранo нижче, i [a] — цiла частина числа a.

Оцiнимо
∑

s
ms :

∑
s

ms ≤
n∑
s=0

2sd +
∑
s>n

2nd+β(nd−sd) �

� 2nd + 2nd+βnd
∑
s>n

2−βsd � 2nd + 2nd � 2nd � m.

Отже, нехай f — довiльна функцiя з класу HΩ
p . Розглянемо лiнiйний оператор Λm рангу m,

який дiє на f за формулою
Λmf(x) =

∑
s

Λmsδs(f, x),

де Λms — оператори, побудованi вiдповiдно до леми А.
Оцiнимо ‖f(·)− Λmf(·)‖q. Використавши послiдовно теорему Лiттлвуда – Пелi, нерiвнiсть

Мiнковського i спiввiдношення (4), отримаємо

∥∥f(·)− Λmf(·)
∥∥
q
�

∥∥∥∥∥∥
(∑
s>n

∣∣δs(f, ·)− Λmsδs(f, ·)
∣∣2)1/2

∥∥∥∥∥∥
q

=

=

∥∥∥∥∥∑
s>n

∣∣δs(f, ·)− Λmsδs(f, ·)
∣∣2∥∥∥∥∥

q/2

1/2

≤

≤

(∑
s>n

∥∥δs(f, ·)− Λmsδs(f, ·)
∥∥2

q

)1/2

�

�

(∑
s>n

λ2
ms

(
B2sd

p , l2
sd

q

)
22sd(1/p−1/q)

∥∥δs(f, ·)∥∥2

p

)1/2

= I1.
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Оскiльки згiдно з теоремою А

λms
(
B2sd

p , l2
sd

q

)
� max

{
2sd(1/q−1/p),min

{
1, 2sd/qm−1/2

s

}√
1− ms

2sd

}
�

� max

{
2sd(1/q−1/p), 2sd/qm−1/2

s

√
1− ms

2sd

}
� 2sd/qm−1/2

s ,

то продовжимо оцiнку I1 таким чином:

I1 �

(∑
s>n

22sd/qm−1
s 22sd(1/p−1/q)

∥∥δs(f, ·)∥∥2

p

)1/2

=

=

(∑
s>n

22sd/pm−1
s

∥∥δs(f, ·)∥∥2

p

)1/2

= I2.

Пiдставивши в I2 замiсть ms їхнi значення i врахувавши, що для функцiї f ∈ HΩ
p виконується

нерiвнiсть ∥∥δs(f, ·)∥∥p � Ω(2−s),

одержимо

I2 �

(∑
s>n

22sd/p2−nd−β(nd−sd)Ω2(2−s)

)1/2

=

= 2−nd/2−βnd/2

(∑
s>n

22sd/p2βsd
Ω2(2−s)

2−2αs
2−2αs

)1/2

.

Далi, взявши до уваги, що Ω ∈ Sα, α > d/p, продовжимо оцiнку величини I2 :

I2 � 2−nd/2−βnd/2
Ω(2−n)

2−αn

(∑
s>n

22sd(1/p+β/2−α/d)

)1/2

= I3.

Пiдiбравши β > 0 з умови 1/p + β/2 − α/d < 0 (це можливо зробити тому, що α > d/p),
отримаємо

I3 � 2−nd/2−βnd/2
Ω(2−n)

2−αn
2nd(1/p+β/2−α/d) =

= Ω(2−n)2nd(1/p−1/2) � Ω(m−1/d)m1/p−1/2.

Таким чином, оцiнку зверху для λm(BΩ
p,θ, Lq) у випадку 1 < p < 2 ≤ q < p′ встановлено.

Нехай тепер p = 1, 2 ≤ q <∞. В цьому випадку необхiдно повторити мiркування, якi вико-
ристовувались у роботi [19] для встановлення оцiнки зверху тригонометричного поперечника
dTm(HΩ

1 , Lq), 2 ≤ q <∞.
Оцiнку знизу отримаємо з нерiвностi (3) i вiдомих оцiнок для колмогоровських поперечни-

кiв dm(BΩ
p,θ, Lq) [20].

Теорему доведено.
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Зауваження 1. У випадку d = 1 i при 1 < p < 2 ≤ q < p′, 1 ≤ θ ≤ ∞ та p = 1, 2 < q <∞,
1 ≤ θ ≤ ∞ (тут α > 1) теорему 1 встановлено у роботах [21] та [22] вiдповiдно.

Теорема 2. Нехай 1 < p ≤ 2, p′ < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l, α > d(1− 1/q). Тодi

λm(BΩ
p,θ, Lq) � Ω(m−1/d)m1/2−1/q, (7)

де 1/p+ 1/p′ = 1.

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху величини λm(BΩ
p,θ, Lq). Як i за умов попе-

редньої теореми, її достатньо встановити для величини λm(HΩ
p , Lq).

Нехай m ∈ N i n ∈ N такi, що m � 2nd. Далi будемо вважати, що числа ms, s ∈ Z+, i
оператори Λm i Λms мають той же сенс, що i в теоремi 1.

Оцiнимо ‖f − Λmf‖q. Оскiльки за умовою теореми 2 ≤ p′ < q < ∞, то згiдно з лемою Б
будемо мати

‖f‖qq �
∑
s

(∥∥δs(f, ·)∥∥p′2sd(1/p′−1/q)
)q
.

Враховуючи це спiввiдношення, можемо записати∥∥∥f(·)− Λmf(·)
∥∥∥
q
�

∥∥∥∥∥∑
s>n

(
δs(f, ·)− Λmsδs(f, ·)

)∥∥∥∥∥
q

�

�

(∑
s>n

(
2sd(1/p′−1/q)

∥∥δs(f, ·)− Λmsδs(f, ·)
∥∥
p′

)q)1/q

= I4.

Використовуючи спiввiдношення (4), продовжимо оцiнку I4 :

I4 �

(∑
s>n

(
2sd(1/p′−1/q)λms

(
B2sd

p , l2
sd

p′

)
2sd(1/p−1/p′)

∥∥δs(f, ·)∥∥p)q
)1/q

=

=

(∑
s>n

(
2sd(1/p−1/q)λms

(
B2sd

p , l2
sd

p′

)∥∥δs(f, ·)∥∥p)q
)1/q

= I5.

Оскiльки згiдно з теоремою А має мiсце порядкова оцiнка

λms

(
B2sd

p , l2
sd

p′

)
� 2sd/p

′
m−1/2
s ,

то

I5 �

(∑
s>n

(
2sd(1/p−1/q)2sd/p

′
m−1/2
s

∥∥δs(f, ·)∥∥p)q
)1/q

=

=

(∑
s>n

(
2sd(1−1/q)m−1/2

s

∥∥δs(f, ·)∥∥p)q
)1/q

.

Пiдставивши в останнє спiввiдношення замiсть ms їхнi значення i врахувавши той факт, що
f ∈ HΩ

p , отримаємо
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I5 �

(∑
s>n

(
2sd(1−1/q)2−nd/2−β/2(nd−sd)Ω(2−s)

)q)1/q

=

= 2−nd/2(1+β)

(∑
s>n

(
2sd(1−1/q+β/2)Ω(2−s)

)q)1/q

=

= 2−nd/2(1+β)

(∑
s>n

(
2sd(1−1/q+β/2−α/d) Ω(2−s)

2−αs

)q)1/q

= I6.

Далi, оскiльки за умовою теореми Ω ∈ Sα, α > d(1− 1/q), то має мiсце спiввiдношення

Ω(2−s)

2−αs
� Ω(2−n)

2−αn
, s > n. (8)

Пiдберемо число β > 0 з умови

1− 1/q + β/2− α/d < 0. (9)

Це можливо зробити, тому що α > d(1− 1/q).

Пiдставивши (8) в I6 i врахувавши (9), будемо мати

I6 � 2−nd/2(1+β) Ω(2−n)

2−αn

(∑
s>n

2qsd(1−1/q+β/2−α/d)

)1/q

�

� 2−nd/2(1+β) Ω(2−n)

2−αn
2nd(1−1/q+β/2−α/d) =

= Ω(2−n)2nd(1/2−1/q) � Ω(m−1/d)m1/2−1/q.

Використовуючи означення лiнiйного поперечника, отримуємо шукану оцiнку зверху.
Тепер одержимо оцiнку знизу для λm(BΩ

p,θ, Lq). Оскiльки при 1 < p ≤ 2 виконується

BΩ
p,θ ⊃ BΩ

2,θ, то з огляду на вкладення BΩ
p,θ ⊃ BΩ

p,1 (див. (1)) оцiнку знизу достатньо встановити

для поперечника λm(BΩ
2,1, Lq).

Задамо m ∈ N i виберемо l ∈ N з умов m � 2ld, 2ld ≥ 2m. Через Tl позначимо множи-
ну тригонометричних полiномiв iз номерами гармонiк iз ρ(l). Згiдно з означенням лiнiйного
поперечника будемо мати

λm(BΩ
2,1, Lq) ≥ λm(BΩ

2,1 ∩ Tl, Lq). (10)

Нехай далi Pl — оператор ортогонального проектування на множину Tl. Тодi для f ∈ Lq i
t ∈ Tl виконується спiввiдношення

‖Plf − t‖q =
∥∥Pl(f − t)∥∥q ≤ ‖f − t‖q. (11)

З (11) з огляду на (10) будемо мати

λm
(
BΩ

2,1, Lq
)
≥ λm

(
BΩ

2,1 ∩ Tl, Lq ∩ Tl
)
. (12)
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Нехай тепер f ∈ L2 ∩ Tl. Використовуючи спiввiдношення (2) i теорему Б, отримуємо

‖f‖BΩ
2,1
� Ω−1(2−l)‖δl(f, ·)‖2 � Ω−1(2−l)2−ld/2‖δlf j‖l2ld2

. (13)

Звiдси, якщо для функцiї f ∈ L2 ∩ Tl виконується спiввiдношення

‖δlf j‖l2ld2
� Ω(2−l)2ld/2, (14)

маємо C6f ∈ BΩ
2,1 ∩ Tl, C6 > 0.

Iншими словами, кулi C6Ω(2−l)2ld/2B2ld
2 радiуса C6Ω(2−l)2ld/2 ставиться у вiдповiднiсть

одинична куля з просторуBΩ
2,1∩Tl. Крiм того, якщо g ∈ Lq∩Tl, то внаслiдок теореми Лiттлвуда –

Пелi та теореми Б отримуємо

‖g‖q � ‖δl(g, ·)‖q � 2−ld/q‖δlgj‖l2ldq . (15)

Беручи до уваги спiввiдношення (12) – (15), одержуємо

λm(BΩ
2,1, Lq)� Ω(2−l)2ld(1/2−1/q)λm

(
B2ld

2 , l2
ld

q

)
.

Звiдси i з вiдомого спiввiдношення [23, c. 209]

λm(B2ld

2 , l2
ld

q ) = dm(B2ld

q′ , l
2ld

2 )

маємо
λm(BΩ

2,1, Lq)� Ω(2−l)2ld(1/2−1/q)dm

(
B2ld

q′ , l
2ld

2

)
. (16)

Далi нам знадобиться допомiжне твердження.
Лема В [24]. Нехай m < n i 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q <∞. Тодi

dm(Bn
p , l

n
q ) � max

{
n1/q−1/p,min

{
1, n1/qm−1/2

}√
1−m/n

}
. (17)

З (17) при розглядуваних умовах можемо записати

dm

(
B2ld

q′ , l
2ld

2

)
� max

{
2ld(1/2−1/q′),min

{
1, 2ld/2m−1/2

}√
1− m

2ld

}
≥

≥ min
{

1, 2ld/2m−1/2
}√

1− m

2ld
� min

{
1, 2ld/22−(ld−1)/2

}√
1− 2ld/2

2ld
= C7 > 0. (18)

Таким чином, з (16) i (18) отримуємо

λm

(
BΩ

2,1, Lq

)
� Ω(2−l)2ld(1/2−1/q) � Ω(m−1/d)m1/2−1/q.

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.
Теорема 3. Нехай 2 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l, α > d(1/p− 1/q). Тодi

λm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
� Ω

(
m−1/d

)
m1/p−1/q. (19)
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Доведення. Оцiнка зверху величини λm
(
BΩ
p,θ, Lq

)
випливає з вiдповiдної оцiнки наближен-

ня функцiй iз класiв BΩ
p,θ їх кубiчними сумами Фур’є [25].

Встановимо оцiнку знизу. Згiдно з „нерiвнiстю рiзних метрик” (див. теорему Г) для f ∈ BΩ
p,θ

при p ≥ 2 маємо

‖f‖BΩ
p,θ
�

∑
s∈Z+

Ω−θ(2−s)
∥∥σs(f, ·)∥∥θp

1/θ

�

�

∑
s∈Z+

Ω−θ(2−s)2sdθ(1/2−1/p)
∥∥σs(f, ·)∥∥θ2

1/θ

=

=

∑
s∈Z+

Ω−θ1 (2−s)
∥∥σs(f, ·)∥∥θ2

1/θ

� ‖f‖
B

Ω1
2,θ

,

де Ω1(τ) = Ω(τ)τd(1/2−1/p).

Очевидно, що Ω1 ∈ Φα1,l+1, α1 = α + d(1/2 − 1/p) > d(1/2 − 1/q). Тодi при 2 ≤ p < ∞
буде виконуватись вкладення BΩ1

2,θ ⊂ B
Ω
p,θ. Звiдси i з теореми 2 отримуємо

λm(BΩ
p,θ, Lq)� λm(BΩ1

2,θ, Lq) � Ω1(m−1/d)m1/2−1/q = Ω(m−1/d)m1/p−1/q.

Таким чином, теорему доведено.

Зауваження 2. В одновимiрному випадку при тих же самих спiввiдношеннях на параметри
p i q та 2 ≤ θ ≤ q теореми 2 та 3 було отримано у роботi [26], при всiх iнших θ — у роботi [22].

Далi сформулюємо ще два твердження, якi є наслiдками вiдомих результатiв.

Теорема 4. Нехай 1 ≤ p < q ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l, α > d(1/p− 1/q). Тодi

λm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
� Ω

(
m−1/d

)
m1/p−1/q. (20)

Теорема 5. Нехай 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6= (∞,∞), 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l, α > 0. Тодi

λm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
� Ω

(
m−1/d

)
. (21)

Оцiнки зверху в (20) i (21) випливають iз вiдповiдних оцiнок наближення функцiй iз класiв
BΩ
p,θ їх кубiчними сумами Фур’є [25]. Оцiнки знизу отримаємо, використавши нерiвнiсть (3) та

вiдповiднi оцiнки для колмогоровських поперечникiв dm
(
BΩ
p,θ, Lq

)
[20].

Зауваження 3. При d = 1, 1 < p < q ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞ теорему 4 доведено у [21], при
p = 1, 1 < q ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ q — у [22].

Зауваження 4. В одновимiрному випадку при 2 ≤ q ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ та p = ∞,
2 ≤ q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ теорему 5 встановлено у роботах [26] та [22] вiдповiдно.

Нехай тепер Ω(t) = tr. Використовуючи теореми 1 – 5, отримуємо наступне твердження.
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Теорема 6. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi при r > r(d, p, q)

λm(Br
p,θ, Lq) �



m−r/d, 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6= (∞,∞),

m−r/d+1/p−1/q, 1 ≤ p < q ≤ 2, 2 ≤ p < q <∞,

m−r/d+1/p−1/2, 1 ≤ p < 2 ≤ q < p′,

m−r/d+1/2−1/q, 1 < p ≤ 2, p′ < q <∞,

де

r(d, p, q) =



d(1/p− 1/q)+, 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ p < q ≤ 2,

2 ≤ p < q <∞,

max{d/p, d(1− 1/q)}, 1 ≤ p < 2 ≤ q < p′,

1 < p ≤ 2, p′ < q <∞,

i a+ = max{a, 0}, 1

p
+

1

p′
= 1.

Зауваження 5. В одновимiрному випадку теорему 6 доведено А. С. Романюком [8 – 10],
окрiм випадкiв p ≤ 2, 1/p + 1/q < 1 та 2 ≤ p < q < ∞ при θ = ∞, якi були розглянутi
Е. М. Галєєвим [7].

На завершення роботи звернемо увагу на наступнi обставини. Спiвставляючи одержанi в
роботi результати з оцiнками колмогоровських поперечникiв dm(BΩ

p,θ, Lq), помiчаємо, що при
умовах на параметри p i q, що мiстяться у теоремах 1, 4 i 5, має мiсце спiввiдношення

λm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
� dm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
.

Якщо ж 1 < p ≤ 2, p′ < q < ∞ i 2 ≤ p < q < ∞, то справджуються вiдповiдно порядковi
рiвностi

λm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
� m1−1/q−1/pdm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
,

λm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
� m1/p−1/qdm

(
BΩ
p,θ, Lq

)
.

У роботi [2] було встановлено точнi за порядком оцiнки лiнiйних поперечникiв λm(BΩ
p,θ, Lq),

якi мiстяться у теоремах 1 – 5, але для бiльш вузького (а в деяких випадках iншого) спектра глад-
кiсного параметра α. Крiм цього зазначимо, що при встановленнi оцiнок лiнiйних поперечникiв
класiвBΩ

p,θ у данiй роботi використано методи, якi вiдрiзняються вiд тих, що використовувалися
у роботi [2].

1. Бари Н. К., Стечкин С. Б. Наилучшие приближения и дифференциальные свойства двух сопряженных функ-
ций // Тр. Моск. мат. о-ва. – 1956. – 5. – С. 483 – 522.

2. Xu Guiqiao. The n-widths for a generalized periodic Besov classes // Aсta Math. Sci. – 2005. – 25, № 4. – P. 663 – 671.
3. Бесов О. В. О некотором семействе функциональных пространств. Теоремы вложения и продолжения // Докл.

АН СССР. – 1959. – 126, № 6. – С. 1163 – 1165.
4. Никольский С. М. Неравенства для целых функций конечной степени и их применение в теории дифференци-

руемых функций многих переменных // Тр. Мат. ин-та АН СССР. – 1951. – 38. – С. 244 – 278.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2014, т. 66, № 7



ОЦIНКИ ЛIНIЙНИХ ПОПЕРЕЧНИКIВ КЛАСIВ BΩ
p,θ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ . . . 921

5. Тихомиров В. М. Поперечники множеств в функциональных пространствах и теория наилучших приближе-
ний // Успехи мат. наук. – 1960. – 15, № 3. – С. 81 – 120.

6. Галеев Э. М. О линейных поперечниках классов периодических функций многих переменных // Вестн. Моск.
ун-та. Математика, Механика. – 1987. – 4. – С. 13 – 16.

7. Галеев Э. М. Линейные поперечники классов Гельдера – Никольского периодических функций многих пере-
менных // Мат. заметки. – 1996. – 59, № 2. – С. 189 – 199.

8. Романюк А. С. Линейные поперечники классов Бесова периодических функций многих переменных. I // Укр.
мат. журн. – 2001. – 53, № 5. – С. 647 – 661.

9. Романюк А. С. Линейные поперечники классов Бесова периодических функций многих переменных. II // Укр.
мат. журн. – 2001. – 53, № 6. – С. 820 – 829.

10. Романюк А. С. Поперечники и наилучшее приближение классов Br
p,θ периодических функций многих пере-

менных // Anal. Math. – 2011. – 37, № 3. – P. 181 – 213.
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