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ПРО АСИМПТОТИКУ ДЕЯКИХ ФУНКЦIЙ ВЕЙЄРШТРАССА

For Weierstrass functions σ(z), ζ(z), we present the asymptotic formulas equitable outside the efficiently constructed
exceptional sets of discs that are much narrower than in the known asymptotic formulas.

Для функций Вейерштрасса σ(z), ζ(z) указаны асимптотические формулы, правильные вне исключительных мно-
жеств кругов, построенных эффективно, которые являются значительно более узкими, чем в известных асимптоти-
ческих формулах.

Покажемо, що множини виняткових кругiв, якi будуються ефективно i зовнi яких справджу-
ються вiдомi асимптотичнi формули для функцiй Вейєрштрасса σ(z), ζ(z) [1], допускають
значне звуження.

Функцiї σ(z), ζ(z) пов’язанi мiж собою та iз пе-функцiєю Вейєрштрасса ℘(z) [1] рiвностями
ζ(z) = σ′(z)/σ(z), ℘(z) = −ζ ′(z). Точки Ωmn = 2mω1 + 2nω2, Im(ω2/ω1) > 0, m, n ∈ Z, для
функцiй σ(z), ζ(z) є вiдповiдно простими нулями та простими полюсами i вони є полюсами
другого порядку для функцiї ℘(z).

Не втрачаючи загальностi подальших мiркувань будемо вважати, що ω1 =
1

2
, ω2 =

λ

2
eiα,

0 < λ < +∞, 0 < α < π, тобто

Ωmn = m+ nλeiα, m ∈ Z, n ∈ Z. (1)

Говорять, що система K кругiв Kj = {z ∈ C : |z − zj | < rj}, j ∈ N, де zj → ∞, j → ∞,
має нульову µ-щiльнiсть, 1 ≤ µ ≤ 2, якщо

∑
|zj |≤r

rµj = o(rµ), r → ∞. Якщо попереднє

спiввiдношення є правильним при µ = 1, то говорять, що система кругiв K має нульову
лiнiйну щiльнiсть.

Асимптотика функцiї σ(z) дослiджувалась у роботах [2, 3].
Теорема 1. Для функцiї Вейєрштрасса σ(z) при умовi (1) правильною є асимптотична

формула

ln
∣∣σ(z)

∣∣ = V (z) +O
(
ϕ
(
|z|
))
, z →∞, z ∈ E, (2)

де

V (z) =
π|z|2

2λ sinα
+ Re

[(
η1 −

π

2λ sinα

)
z2
]
, η1 = ζ

(
1

2

)
, (3)

E = C \
⋃

m,n∈Z
Emn, Emn =

{
z ∈ C : |z − Ωmn| < exp

(
−ϕ
(
|Ωmn|

))}
, (4)

ϕ(t) — довiльна додатна i зростаюча на (0; +∞) функцiя, така, що
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ϕ(t)→ +∞, ϕ(t) = o(t2), ϕ(t+ l) = O(ϕ(t)), t→ +∞, (5)

l — довiльна стала, l > 0.

Якщо вказана вище функцiя ϕ(t) така, що ϕ(t) ≥ α ln t, 1 < t < +∞, при α > 1, то
вiдповiдна їй множина виняткових кругiв Emn, m ∈ Z, n ∈ Z, має нульову лiнiйну щiльнiсть.

Доведення. В роботi [3] при умовi (1) показано подвiйну перiодичнiсть (з основними
перiодами 1, λeiα) функцiї |σ(z)| exp(−V (z)), на основi чого (див. (12.6), (12.7)) отримано
спiввiдношення

|σ(z)| � exp(V (z)), z ∈ Φ(d), (6)

|σ(z)| � |z − Ωmn| exp(V (z)), z ∈ Kd(Ωmn), (7)

де

Kd(Ωmn) = {z ∈ C : |z − Ωmn| < d} , Φ(d) =
⋃

m,n∈Z
Kd(Ωmn) (8)

i d = const > 0.

Позначимо E′mn =
{
z ∈ C : exp

(
− ϕ

(
|Ωmn|

))
≤ |z − Ωmn| ≤ d

}
, E′ =

⋃
m,n∈Z

E′mn, де

ϕ(t) — довiльна функцiя, що задовольняє умови (5). Iз спiввiдношень (6), (7) та подвiйної
перiодичностi функцiї |σ(z)| exp(−V (z)) випливає, що

ln |σ(z)| = V (z) +O(ϕ(|z|)), z →∞, z ∈ E′. (9)

Позначаючи E = Φ(d) ∪ E′, враховуючи (9) i те, що

ln |σ(z)| = V (z) +O(1), z ∈ Φ(d),

як це випливає iз (6), отримуємо

ln |σ(z)| = V (z) +O(ϕ(|z|)), z →∞, z ∈ E.

Отже, формула (2) є правильною.

Оскiльки функцiя ϕ̃(t) = α ln t, 1 < t < +∞, де α > 1, задовольняє умови (5), то формула

вигляду (2) є правильною зовнi системи кругiв Ẽmn =
{
z ∈ C : |z−Ωmn| < |Ωmn|−α

}
, m ∈ Z,

n ∈ Z.
На основi вiдомої формули для n(r;∞;℘) (див. [1, с. 420]) маємо

ν(r) = Pr2 +O(r), r →∞, P = const > 0, (10)

де ν(r) — кiлькiсть нулiв функцiї σ(z) у крузi {z ∈ C : |z| ≤ r}. Iнтегруючи частинами i
враховуючи (10), при α > 1 отримуємо

1

r

∑
0<|Ωmn|≤r

|Ωmn|−α =
1

r

r∫
b

dν(t)

tα
=
ν(r)

rα+1
+
α

r

r∫
b

ν(t)

tα+1
dt+ o(1) = o(1), r →∞,
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де b = const > 0. Отже, сукупнiсть виняткових кругiв Ẽmn, m ∈ Z, n ∈ Z, при α > 1 має
нульову лiнiiйну щiльнiсть. Оскiльки при довiльнiй функцiї ϕ(t), яка задовольняє умови (5) i
ϕ(t) ≥ ϕ̃(t) = α ln t, 1 < t <∞, α > 1, вiдповiднi їй круги Emn, m ∈ Z, n ∈ Z, мають радiуси
exp(−ϕ(|Ωmn|)), що не перевищують |Ωmn|−α, то сукупнiсть кругiв Emn, m ∈ Z, n ∈ Z, при
вказаних вище умовах також має нульову лiнiйну щiльнiсть.

Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Для функцiї Вейєрштрасса ζ(z) при умовi (1) правильною є асимптотична

формула

ζ(z) = w(z) +O(ψ(|z|)), z →∞, z ∈ F, (11)

де

w(z) = 2η1z −
2πi

λ sinα
Imz, η1 = ζ

(
1

2

)
,

F = C \
⋃

m,n∈Z
Fmn, Fmn =

{
z ∈ C : |z − Ωmn| <

1

ψ(|Ωmn|)

}
,

(12)

ψ(t) — довiльна додатна i зростаюча на (0; +∞) функцiя, така, що

ψ(t)→ +∞, ψ(t) = o(t), ψ(t+ l) = O(ψ(t)), t→ +∞, (13)

i l — довiльна стала, l > 0.

Якщо вказана вище функцiя ψ(t) така, що ψ(t) ≥ tβ, 0 < t < +∞, де 0 < β < 1, то

множина вiдповiдних їй виняткових кругiв Fmn, m ∈ Z, n ∈ Z, при довiльному µ,
2

1 + β
< µ ≤

≤ 2, має нульову µ-щiльнiсть.

Доведення. Неважко переконатись у тому, що при умовi (1) функцiя

w̃(z) = ζ(z)− w(z) = ζ(z)− 2η1(z) +
2πi

λ sinα
Imz

є подвiйною перiодичною з основними перiодами 1, λeiα. На основi цього в роботi [3] показано,
що

ζ(z) = w(z) +O(1), z ∈ Φ(d), (14)

де Φ(d) — множина, яка задається рiвностями (8). Отже,

|w̃(z)| ≤ L(d), z ∈ Φ(d), (15)

де L(d) — стала, залежна лише вiд d, L(d) > 0. На основi (15) можна переконатись у тому, що

|w̃(z)| ≤ 2

(
L(d) +

1

d

)
+

1

|z − Ωmn|
, z ∈ Kd(Ωmn), z 6= Ωmn. (16)

Позначаючи K ′mn =

{
z ∈ C :

1

ψ(|Ωmn|)
≤ |z − Ωmn| ≤ d

}
, F ′ :=

⋃
m,n∈Z

K ′mn, де ψ(t) —

довiльна функцiя, яка задовольняє умови (13), i враховуючи (16), отримуємо
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w̃(z) = O
(
ψ
(
|z|
))
, z →∞, z ∈ F ′. (17)

На основi (14), (17) маємо

w̃(z) = O(ψ(|z|)), z →∞, z ∈ F,

де F = Φ(d) ∪ F ′. Отже, справедливою є асимптотична формула (11).
Оскiльки функцiя ψ̃(t) = tβ, 0 < t < +∞, 0 < β < 1, задовольняє умови (13), то формула

вигляду (11) є правильною зовнi системи кругiв F̃mn =
{
z ∈ C : |z − Ωmn| < |Ωmn|−β

}
, m ∈

∈ Z, n ∈ Z.
Множина полюсiв функцiї ζ(z) збiгається з множиною нулiв функцiї σ(z). Тому знову,

використовуючи спiввiдношення (10) та iнтегруючи частинами, при фiксованому β, 0 < β < 1,

i µ такому, що
2

1 + β
< µ ≤ 2, отримуємо

1

rµ

∑
0<|Ωmn|≤r

(
|Ωmn|−β

)µ
=

1

rµ

r∫
b

t−βµdν(t) =

=
ν(r)

rµ(β+1)
+
µβ

rµ

r∫
b

ν(t)dt

tβµ+1
+ o(1) = o(1), r →∞,

де b = const > 0. Отже, сукупнiсть виняткових кругiв F̃mn, m ∈ Z, n ∈ Z при вказаних вище
умовах має нульову µ-щiльнiсть. При довiльнiй функцiї ψ(t), яка задовольняє умови (13) i така,
що ψ(t) ≥ ψ̃(t) = tβ, 0 < t < +∞, де 0 < β < 1, круги Fmn мають радiуси, що не перевищують

|Ωmn|−β. Тому згiдно з вже доведеним сукупнiсть таких кругiв при умовi
2

1 + β
< µ ≤ 2 має

також нульову µ-щiльнiсть.
Теорему 2 доведено.
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