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ТЕОРЕМА ЛЕВИ ДЛЯ ПОТОКА AРРАТЬЯ

We study the total number of down crossings of a strip by the trajectories of the continuum system of particles from the
Arratia flow. We prove the convergence of the product of the strip width and the total number of down crossings of the strip
to the total local time for the Arratia flow. This statement is an analog of the well-known Levy’s down-crossing theorem
for a Wiener process.

Дослiджується сумарне число перетинiв зверху вниз смуги траєкторiями континуальної системи частинок потоку
Арратья. Доведено збiжнiсть добутку ширини смуги i сумарного числа перетинiв зверху вниз цiєї смуги до сумарного
локального часу для потоку Арратья. Це твердження є аналогом вiдомої теореми Левi про число перетинiв смуги
траєкторiями вiнерiвського процесу.

1. Введение. В данной работе доказывается аналог известной теоремы Леви о числе пересече-
ний сверху вниз полосы для потока Арратья. Согласно этой теореме [1, c. 456], для стандартного
винеровского процесса w имеет место соотношение

P
{

lim
δ→0

δν
|w|,δ
[0,t] = Lw0,t

}
= 1, (1.1)

в котором ν
|w|,δ
[0,t] обозначает число пересечений сверху вниз полосы [0, δ] отраженным вине-

ровским процессом |w|, Lw0,t — локальное время, проведенное процессом w в точке нуль до
момента времени t. Другими словами, произведение δν|w|,δ[0, t] можно рассматривать как ап-
проксимацию локального времени.

В данной работе мы исследуем возможность формулировки аналога вышеуказанного утверж-
дения для стохастических потоков. Поскольку поведение одноточечных процессов в стохасти-
ческом потоке в большинстве случаев достаточно похоже на поведение винеровского процесса,
представляет интерес вопрос о возможности построения суммарного числа пересечений сверху
вниз полосы [0; δ] траекториями всех одноточечных процессов потока. Если удастся корректно
определить это число, то каково его предельное поведение при δ → 0? В данной работе мы
дадим ответы на эти вопросы для одного из стохастических потоков на вещественной прямой
R — потока Арратья.

Приведем основные определения.

Определение 1.1. Потоком Арратья [3, c. 59; 4, c. 1282; 5, c. 183, 184; 6, c. 527] будем
называть семейство мартингалов x =

{
x(u, t), u ∈ R, t ∈ [0; 1]

}
относительно общей

фильтрации, таких, что:

1) x(u, 0) = u, u ∈ R,

2)
d

dt
〈x(u, ·), x(v, ·)〉t = 1{x(u,t)=x(v,t)},

3) x(u, t) ≤ x(v, t) для всех u ≤ v.
В работе [7, с. 12] была определена случайная величина, называемая суммарным локальным

временем в нуле для потока Арратья. Идея определения состояла в следующем. Рассматривалась
последовательность измельчающихся двоично-рациональных разбиений вещественной прямой

вида ∆m =

{
k

2m
, k ∈ Z

}
, m ∈ N, и для фиксированного разбиения суммировались локаль-
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ные времена, проведенные в нуле каждым из процессов x

(
k

2m
, ·
)

до момента первой встречи

с предыдущим процессом. Таким образом была получена последовательность случайных ве-
личин Sm, возрастающая с вероятностью единица. Оказалось, что предел последовательности

ESm является конечным. Поэтому существует предел limm→∞ Sm, обозначаемый
∫
R
L
x(u)
0,t∧τ(u)

и называемый суммарным локальным временем в нуле для потока Арратья. В этом обозначении
выражение τ(u) не является отдельной случайной величиной, это лишь часть обозначения. За-

метим, что мы пользуемся обозначением
∫
R
L
x(u)
0,t∧τ(u), где символы du опущены. Этим мы хотим

подчеркнуть результат работы [5, с. 184], в которой доказана асимптотическая эквивалентность

Eτ(umk ) ∼ 1

2m
, m→∞,

где

umk =
k

2m
, τ(umk ) = inf

{
t : x(umk , t) = x(umk−1, t)

}
∧ 1.

Случайная величина τ(umk ) отвечает за время первой встречи процессов x(umk , ·) и x(umk−1, ·).
В данной работе мы будем пользоваться подобным алгоритмом для определения суммарного
числа пересечений сверху вниз полосы.

Поскольку каждый одноточечный процесс потока Арратья является винеровским, можно
ожидать, что имеет место аналог соотношения (1.1), в котором в качестве числа пересечений
сверху вниз полосы винеровским процессом используется суммарное число пересечений сверху
вниз полосы потоком Арратья. Согласно вышеизложенному, произведения суммарного числа
пересечений сверху вниз полосы потоком Арратья и ширины этой полосы можно рассматривать
как аппроксимацию суммарного локального времени для потока Арратья.

Опишем кратко структуру статьи. Во втором пункте мы определяем суммарное число пересе-
чений сверху вниз полосы потоком Арратья, связанное с фиксированным двоично-рациональным
разбиением вещественной прямой. Обозначим через ν|x(u,·)|,δ[s;t] число пересечений полосы [0; δ]

на интервале времени [s; t], 0 ≤ s, t ≤ 1, процессом |x(u, ·)|. Мы допускаем, что s и t могут
быть случайными величинами, и условимся полагать ν|x(u,·)|,δ[s;t] = 0 в случае s ≥ t.

Доказана теорема, которая дает возможность определить случайную величину

νArr
m,[s;t] :=

∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )]

для s < t. Эту величину будем называть суммарным числом пересечений сверху вниз полосы
потоком Арратья до момента склейки, связанным с разбиением {umk }.

В третьем пункте мы доказываем аналог теоремы Леви о пересечении полосы для одното-
чечных процессов потока Арратья, стартовавших из точек фиксированного двоично-рациональ-
ного разбиения вещественной прямой.

Далее, в пункте 4 мы осуществим предельный переход, устремив диаметр разбиения к
нулю, и докажем основной результат данной статьи (теорему 4.2).
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2. Суммарное число пересечений сверху вниз полосы потоком Арратья, связанное с
фиксированным разбиением вещественной прямой. Сначала рассмотрим число пересече-
ний сверху вниз νw,δ[0;1] полосы [0; δ] винеровским процессом w на интервале времени [0; 1].

Лемма 2.1. Имеет место оценка

Exν
w,δ
[0;1] ≤ C · Px{τδ ≤ 1},

где Ex — математическое ожидание, соответствующее начальному положению x винеров-
ского процесса, C — некоторая константа, τδ = inf{t : w(t) = δ}.

Доказательство. Рассмотрим процесс w̃(t) := w(t + τδ) − w(τδ). Заметим, что число пе-
ресечений сверху вниз полосы [0; δ] процессом w на интервале времени [0; 1] не превышает
числа пересечений сверху вниз полосы [−δ; 0] процессом w̃ на том же интервале времени
[0; 1]. Процесс w̃ не зависит от σ-алгебры Fτδ , где Ft := σ{w(s), s ≤ t}. Поэтому выполняется
равенство

Exν
w,δ
[0;1] = Exν

w,δ
[0;1]1{τδ≤1} ≤ Exν

w̃,δ
[0;1]1{τδ≤1} = Ex1{τδ≤1}Exν

w̃,δ
[0;1].

При этом математическое ожидание Exν
w̃,δ
[0;1] является конечным согласно теореме Дуба о числе

пересечений полосы.
Лемма доказана.
Следствие. Справедливо соотношение

E
∑
k∈Z

ν
x(umk ,·),δ
[0;1] <∞.

Мы хотим определить суммарное число пересечений сверху вниз полосы [0; δ] траекториями
процессов потока Арратья. Используя предыдущее следствие, получаем соотношение

E
∑
k∈Z

ν
x(umk ,·),δ
[0;τ(umk )] <∞.

Следовательно, ряд
∑

k∈Z
ν
x(umk ,·),δ
[0;τ(umk )] является сходящимся.

Выясним предельное поведение этого ряда при m→∞.
В следующем утверждении описывается поведение числа частиц потока Арратья, которые

не успели склеиться до момента времени s, s > 0. Нам понадобится понятие двойственного
потока. Рассмотрим промежуток времени [0;T ], T > 0.

Определение 2.1 [3, с. 95]. Двойственным потоком x будем называть поток Арратья в
обратном времени, удовлетворяющий условию

(x(y1, r1)− x(y2, T − r1)) · (x(y1, r2)− x(y2, T − r2)) ≥ 0, y1, y2 ∈ R, r1, r2 ∈ [0;T ].

Существование двойственного потока доказано в работе [3, с. 95]. Следует заметить, что
Харрис в работе [9, с. 198] получил результат, согласно которому число не склеившихся частиц
Ns,[a;b] в момент времени s среди всех частиц, стартовавших из интервала [a; b] в нулевой
момент времени, является конечным для произвольного ограниченного интервала [a; b].

Лемма 2.2. Для произвольного ограниченного интервала [a; b] и момента времени s > 0

выполняется неравенство

EN2
s,[a;b] ≤

(b− a)e
b−a√
πs

√
πs

(
1 +

b− a√
πs

)
.
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Доказательство. Введем обозначение

Rm :=
∑

umk ∈[a;b]

1{x(umk ,s)>x(u
m
k−1,s)}.

Заметим, что Rm = n−1 тогда и только тогда, когда в точности n частиц, стартующих из точек

umk ∈ [a; b], не склеились до момента времени s. Поскольку разбиения ∆m :=
{
umk =

k

2m
, k ∈

∈ Z
}
, m ≥ 1, являются вложенными, ∆m ⊂ ∆m+1, выполняется неравенство Rm ≤ Rm+1.

Имеет место соотношение

P{Rm = n− 1} =

∫
{z1<z2<...<zn}

dz1 . . . dznρlm, n(z1, . . . , zn; s), lm = ]
{
k : umk ∈ [a; b]

}
,

где ρlm,n(z1, . . . , zn; s) — плотность, определяемая равенством

P
{

среди частиц
{
x(umk , s), u

m
k ∈ [a; b]

}
имеется ровно n не склеившихся, расположенных в интервалах

[z1, z1 + dy1], . . . , [zn, zn + dzn]
}

= ρlm, n(z1, . . . , zn; s)dz1 . . . dzn.

Оценим второй момент случайной величины Rm. Поскольку траектории процессов потока
Арратья являются упорядоченными и не пересекаются с траекториями процессов двойствен-
ного потока x [3, с. 95] на промежутке времени [0; s], для произвольных чисел a1 < b1 < . . .

. . . < an < bn выполняется следующее соотношение между случайными событиями (с точно-
стью до множеств нулевой меры):{

среди частиц
{
x(umk , s), u

m
k ∈ [a; b]

}
имеется ровно n не склеившихся,

расположенных в интервалах [a1, b1], . . . , [an, bn]
}
⊆

⊆
{

среди частиц x(b1, T − s), x(b2, T − s)b2, . . . , x(bn−1, T − s)

имеется ровно n− 1 не склеившихся

в момент времени нуль, расположенных в интервале [a; b]
}
.

Поэтому ∫
{a1≤z1≤b1,...,an≤zn≤bn}

dz1 . . . dznρlm, n(z1, . . . , zn; s) ≤

≤
∫

{a≤z1<z2<...<zn−1≤b}

dz1 . . . dzn−1ρ̃n−1,n−1(z1, . . . , zn−1; s),
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где плотность ρ̃n−1,n−1(z1, . . . , zn−1; s) соответствует точкам старта b1, b2, . . . , bn−1 процессов
потока Арратья.

Для произвольных yi ∈ R, y1 < . . . < yn, t > 0 имеет место неравенство [10, с. 718]

ρ̃n,n(y1, . . . , yn; t) ≤ (πt)−n/2, n ∈ N.

Поскольку
∞∑
n=1

n2

s
n
2 n!

=
∞∑
n=1

n

s
n
2 (n− 1)!

=
e

1√
s

√
s

(
1 +

1√
s

)
, s > 0,

справедлива оценка

sup
m≥1

E(Rm)2 ≤ (b− a)e
b−a√
πs

√
πs

(
1 +

b− a√
πs

)
.

Далее, используя соотношение

Ns,[a;b] = lim
m→∞

Rm,

получаем утверждение леммы.
Нам понадобится следующая лемма.
Лемма 2.3. Имеет место следующее соотношение:∑

j∈Z

√
P{x(j + 1, s) ≥ δ, x(j, s) ≤ δ + 1} <∞.

Доказательство. Утверждение следует из оценки

∞∫
a

exp

{
−x

2

2

}
dx ≤ exp

{
−a

2

2

}
, a ≥ 1,

и неравенства

P
(
x(j + 1, s) ≥ δ;x(j, s) ≤ δ + 1

)
≤ P

(
x(j + 1, s) ≥ δ

)
∧ P
(
x(j, s) ≤ δ + 1

)
.

Лемма 2.4. Для произвольного s ∈ (0; 1) справедливо соотношение

sup
m>0

E
∑
k∈Z

ν
x(umk ,·),δ
[s;τ(umk )] <∞.

Доказательство. С вероятностью 1 выполняется неравенство

ν
x(umk ,·),δ
[s∨σ(umk );τ(umk )] ≤ ν

x(umk ,·),δ
[s;1] 1{τ(umk )>s}.

Обозначим
F[s] := σ

{
x(·, s)

}
.

Поскольку {
τ(umk ) > s

}
=
{
x(umk , s) > x(umk−1, s)

}
∈ F[s],

имеет место равенство
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E
[
ν
x(umk ,·),δ
[s;1] 1{τ(umk )>s}/F

[s]
]

= E
[
ν
x(umk ,·),δ
[s;1] /F[s]

]
E
[
1{τ(umk )>s}/F

[s]
]
.

Используя лемму 2.1, получаем

E
[
ν
x(umk ,·),δ
[s;1] /F[s]

]
≤ C

1{x(umk ,s)≥δ}

∞∫
x(umk ,s)−δ

p1(y)dy + 1{x(umk ,s)<δ}

∞∫
δ−x(umk ,s)

p1(y)dy

. (2.1)

Оценим выражение, соответствующее первому слагаемому. После подстановки с точностью
до константы получаем

∑
k∈Z

1{x(umk ,s)≥δ}

∞∫
x(umk ,s)−δ

p1(y)dy · 1{x(umk ,s)>x(umk−1,s)}.

Поскольку в произвольный момент времени процессы потока Арратья упорядочены, предыду-
щее выражение можно оценить суммой ряда∑

j∈Z

∫
x(j,s)−δ

p1(y)dy
∑

umk ∈[j;j+1)

1{x(umk ,s)≥δ}1{x(u
m
k ,s)>x(u

m
k−1,s)}.

Последнюю сумму можно представить в виде∑
j∈Z

1{x(j+1,s)≥δ}

∫
x(j,s)−δ

p1(y)dy
∑

umk ∈[j;j+1)

1{x(umk ,s)≥δ}1{x(u
m
k ,s)>x(u

m
k−1,s)}. (2.2)

Вычисляя математическое ожидание в (2.2) и используя неравенство Коши, получаем

∑
j∈Z

√√√√√√E1{x(j+1,s)≥δ}

 ∫
x(j,s)−δ

p1(y)dy


2
√√√√√E

 ∑
umk ∈[j;j+1)

1{x(umk ,s)≥δ}1{x(u
m
k ,s)>x(u

m
k−1,s)}

2

.

Выполняется следующее неравенство:

E

1{x(j+1,s)≥δ}

∫
x(j,s)−δ

p1(y)dy


2

≤

≤ E

(
1{x(j+1,s)≥δ}1{x(j,s)−δ≥1}exp

{
−(x(j, s)− δ)2

2

}
+

+ 1{x(j+1,s)≥δ}1{x(j,s)−δ<1}

)2

≤

≤ 2

[
E

(
1{x(j+1,s)≥δ}1{x(j,s)−δ≥1}exp

{
−(x(j, s)− δ)2

2

})2

+
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+ E
(
1{x(j+1,s)≥δ}1{x(j,s)−δ<1}

)2]
.

Поэтому √√√√√√E1{x(j+1,s)≥δ}

 ∫
x(j,s)−δ

p1(y)dy


2

≤

≤

√
2√
2π

E

(
1{x(j+1,s)≥δ}1{x(j,s)−δ≥1}exp

{
−(x(j, s)− δ)2

2

})2

+

+

√
2√
2π

E
(

1{x(j+1,s)≥δ}1{x(j,s)−δ<1}

)2
.

Для получения оценки для второго момента суммы ряда∑
umk ∈[j;j+1]

1{x(umk ,s)>x(u
m
k−1,s)},

не зависящей от m, воспользуемся леммой 2.2. Конечность суммы по индексу j ∈ Z следует
теперь из леммы 2.3.

Подобным образом можно оценить выражение, соответствующее второму слагаемому в (2.1).
Лемма доказана.
Предыдущую лемму можно перенести на случай числа пересечений снизу вверх полосы

[0; δ].

Подобным образом можно получить оценку на число пересечений снизу вверх полосы [0; δ].

Рассмотрим теперь число пересечений сверху вниз ν
|x(umk ,δ)|,δ
[s;τ(umk )] полосы [0; δ] процессом

|x(umk , ·)|.
Теорема 2.1. Имеет место соотношение

sup
m>0

E
∑
k∈Z

ν
|x(umk ,δ)|,δ
[s;τ(umk )] <∞.

Доказательство. Воспользуемся представлением

ν
|x(umk ,δ)|,δ
[s;τ(umk )] = ν

x(umk ,·),δ
1,[s;τ(umk )] + ν

x(umk ,·),δ
2,[s;τ(umk )],

где ν
x(umk ,·),δ
1,[s;τ(umk )] — число пересечений сверху вниз полосы [0, δ], а ν

x(umk ,·),δ
2,[s;τ(umk )] — число пересечений

снизу вверх полосы [−δ, 0] винеровским процессом x(umk , ·). Теперь утверждение теоремы
следует из леммы 2.4.

Определим случайную величину

νArr
m,[s;t] :=

∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;τ(umk )] .

Будем называть ее суммарным числом пересечений сверху вниз полосы потоком Арратья до
момента склейки, связанным с разбиением {umk }.

Следует заметить, что в последнем обозначении пересечения полосы образуются отражен-
ными процессами |x(umk , ·)|, k ∈ Z, m ∈ N, потока Арратья.
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3. Сходимость к суммарному локальному времени в нуле для потока Арратья, связан-
ному с разбиением {um

k }. Нижеприведенная теорема содержит известный результат [1, с. 456]
о сходимости произведения числа пересечений полосы и ее ширины к локальному времени для
винеровского процесса.

Теорема 3.1. Справедливо соотношение

lim
δ→0

δν
|w|,δ
[0,t] = Lw0,t п.н.

Заметим, что теорема 3.1 остается в силе, если вместо момента t использовать произвольный
ограниченный момент остановки τ.

В этом пункте мы докажем аналогичный теореме 3.1 результат для потока Арратья.
Теорема 3.2. Для произвольного m ∈ N выполняется соотношение

lim
δ↘0+

δνArr
m,[s;t] =

∑
k∈Z

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ).

Доказательство. Для заданного m ∈ N определим множество

Ω1 :=
{
ω ∈ Ω : ∃N(ω, δ) ∈ N :

{
x(u, t), t ∈ [0; 1]

}
∩ [0; δ] = ∅, |u| > N(ω, δ)

}
, P(Ω1) = 1.

Имеют место следующие соотношения:

∀ω ∈ Ωδ ∃N0(ω, δ) ∈ N :
−N0−1∑
k=−∞

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] +

∞∑
k=N0+1

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] = 0,

−N0−1∑
k=−∞

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ) +
∞∑

k=N0+1

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ) = 0.

Рассмотрим множества

Ω2 :=
{
ω ∈ Ω : теорема Леви выполняется для всех винеровских процессов x(umk , ·), k ∈ Z

}
,

Ω3 := Ω1 ∩ Ω2.

Получаем

∀ω ∈ Ω3 : lim
δ1↘0+

∑
|k|≤N0(ω,δ)

δ1ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] =

∑
|k|≤N0(ω,δ)

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ).

В последнем выражении ν|x(u
m
k ,·)|,δ обозначает число пересечений сверху вниз полосы [0; δ1].

Рассмотрим случайную величину

Nδ := min
{
N ∈ N : {x(u, t), t ∈ [0; 1]} ∩ [0; δ] = ∅, |u| > N

}
.

Существует множество

Ω4 := {Nδ1 ≤ Nδ2 ∀δ1 ≤ δ2}, P(Ω4) = 1.

Рассмотрим множество
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Ω5 := Ω4 ∩ Ω3.

Справедливо утверждение

∀ω ∈ Ω5 : lim
δ1↘0+

∑
|k|≤N0(ω,δ1)

δ1ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] =

∑
|k|≤N0(ω,δ1)

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ).

Поскольку справедливы соотношения∑
|k|≤N0(ω,δ1)

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] =

∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )],

∑
|k|≤N0(ω,δ1)

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ) =
∑
k∈Z

L
x(umk )

s,t∧τ(umk ),

теорема доказана.
В дальнейшем под потоком Арратья будем подразумевать его cadlag-модификацию по от-

ношению к пространственной переменной u [8, с. 1330].
Замечание. С вероятностью единица

sup
u∈R

ν
x(u,·),δ
[0;1] < +∞.

Действительно, если приведенное выше свойство не выполняется для некоторого ω, то су-
ществует последовательность {un} такая, что νx(un,·),δ[0;1] → ∞. Поскольку каждый случайный
процесс x(u, ·), u ∈ R, является винеровским, с вероятностью 1 можно указать такое положи-
тельное число N(ω), что при |u| > N(ω) процесс x(u, ·) не достигнет пределов полосы [0; δ]

на промежутке времени [0; 1]. Так как траектории случайных процессов потока Арратья упо-
рядочены в произвольный момент времени, последовательность {un} должна быть ограничена
для почти всех ω. Выберем из нее монотонно сходящуюся подпоследовательность. Поскольку
рассматривается cadlag-модификация потока Арратья, мы получим последовательность функ-
ций, которая сходится в C[0; 1] и имеет сходящиеся к +∞ количества пересечений полосы.
Полученное противоречие доказывает приведенное свойство.

4. Теорема Леви о пересечениях для потока Арратья. В данной главе мы определим
случайную величину, называемую суммарным числом пересечений сверху вниз полосы для по-
тока, и докажем аналог теоремы Леви о числах пересечения. Этот результат является основным
результатом данной работы.

Для заданного числа 0 < s < 1 рассмотрим последовательность {Sm}m≥1 :

Sm :=
∑
k∈Z

ν
x(umk ,·),δ
[s;t∧τ(umk )].

Лемма. Последовательность {Sm}m≥1 начиная с некоторого номера становится неубы-
вающей:

∃Ω0 : P(Ω0) = 1, ∀ω0 ∈ Ω0 ∃m0(ω0) ∈ N : ∀m ≥ m0 : Sm+1 ≥ Sm.

Доказательство. Заметим, что с вероятностью 1 в произвольный положительный момент
времени в потоке Арратья есть лишь локально конечное множество „слипшихся” частиц. По-
этому существует множество Ω0, P(Ω0) = 1, элементов вероятностного пространства, для
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которых является конечным число не склеившихся до момента времени s частиц потока Арра-
тья, успевших достичь уровня δ до момента времени t = 1.

Для ω0 ∈ Ω0 число склеек частиц потока Арратья на промежутке времени [s; 1], которые
влияют на последовательность {Sm(ω0)}m≥1 (т. е. склеивание тех частиц, которые достигли
уровня δ), является конечным. Таким образом, число склеек, для которых Sm+1(ω0) < Sm(ω0),

также является конечным.
Лемма доказана.
Теорема 4.1. С вероятностью 1 существует предел

lim
m→∞

∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )],

который будем обозначать νArr
[s;t], где ν

|x(umk ,·)|,δ
[s0;t∧τ(umk )] — число пересечений сверху вниз полосы [0; δ]

процессом |x(umk , ·)|. Случайная величина νArr
[s;t] является конечной с вероятностью 1.

Доказательство. Используя предыдущую лемму, соотношение

sup
m∈N

E
∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] <∞

и лемму Фату, получаем утверждение теоремы.
Теорема 4.2. Пусть заданы s и t, 0 < s < t ≤ 1. Выполняется предельное соотношение

lim
δ↘0+

δνArr
[s;t] =

∫
R

L
x(u)
s,t∧τ(u).

Доказательство. Можно заметить, что

∃Ω0 ⊆ Ω, P(Ω0) = 1 : ∀ω0 ∈ Ω0 : ∃N(ω0) :
{
x(u, t), t ∈ [0; 1]

}
∩ {0} = ∅, |u| > N(ω0).

Рассмотрим множество As:

As := {x(u, s), u ∈ [−N(ω0);N(ω0)]}, ]As <∞.

Занумеруем точки множества As:

As =
{
u1(ω0), . . . , un(ω0)

}
.

Рассмотрим прообразы точек u1(ω0), . . . , un(ω0):{
x−1(u1(ω0), s, ω0)

}
, . . . ,

{
x−1(un(ω0), s, ω0)

}
.

Эти множества являются непустыми интервалами. Когда в каждом из интервалов окажется по
крайней мере по одной точке разбиения {umk , k ∈ Z}

(
это произойдет начиная с некоторого

числа m0(ω)
)
, случайная величина

∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;t∧τ(umk )] будет принимать одинаковые значения

для m > m0:

∃m0(ω) : ∀m ≥ m0(ω) :
∑
k∈Z

ν
|x(umk ,·)|,δ
[s;τ(umk )] =

∑
k∈Z

ν
|x(um0

k ,·)|,δ
[s;τ(u

m0
k )]

.

Заметим, что число m0(ω) не зависит от δ. Таким образом, получаем
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νArr
[s;t] =

∑
k∈Z

ν
|x(um0

k ,·)|,δ
[s;t∧τ(um0

k )]
,

∫
R

L
x(u)
s,t∧τ(u) =

∑
k∈Z

L
x(u

m0
k )

s,t∧τ(um0
k )

.

Используя для номера m0 теорему 3.2, получаем необходимую сходимость:

lim
δ→0

δ
∑
k∈Z

ν
|x(um0

k ,·)|,δ
[s;τ(u

m0
k )]

=
∑
k∈Z

L
x(u

m0
k )

s,t∧τ(um0
k )

.

Теорема доказана.
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