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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI
У ПРЯМОКУТНIЙ ОБЛАСТI

We establish conditions for the existence and uniqueness of a smooth solution to the inverse problem for the two-dimensional
heat equation with unknown leading coefficient depending on time and the space variable.

Установлены условия существования и единственности гладкого решения обратной задачи для двумерного уравне-
ния теплопроводности с неизвестным зависящим от времени и пространственной переменной старшим коэффици-
ентом.

Серед обернених задач найбiльш поширеними, через їхню практичну цiннiсть та теоретичний
iнтерес, є коефiцiєнтнi задачi. Здебiльшого їх подiляють на два класи задач зi своїми методами
дослiдження в залежностi вiд того, залежать невiдомi коефiцiєнти вiд часової чи просторових
змiнних. Найменш дослiдженими залишились задачi, в яких невiдомi параметри залежать як
вiд часової, так i вiд просторових змiнних. У працях, присвячених цiй тематицi, невiдомi
коефiцiєнти мали вигляд або суми [1], або добутку [2, 3] функцiй, що залежать окремо вiд
часової i окремо вiд просторових змiнних. Випадок, коли невiдомi величини залежали безпо-
середньо вiд часової та частини просторових змiнних, розглянуто у [4, 5].

У данiй роботi у прямокутнику розглядається обернена задача для рiвняння теплопровiдностi
з невiдомим старшим коефiцiєнтом, який залежить вiд часової та просторової змiнних. З вико-
ристанням функцiї типу функцiї Грiна задачу зведено до рiвняння щодо невiдомого коефiцiєнта,
iснування розв’язку якої доводиться iз застосуванням теореми Шаудера. При доведеннi єдиностi
розв’язку використовується теорiя iнтегральних рiвнянь Вольтерра.

1. Формулювання задачi. В областi QT := \{ (x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T\} 
розглянемо обернену задачу для рiвняння теплопровiдностi

ut = a(y, t)uxx + uyy + f(x, y, t), (x, y, t) \in QT , (1)

з невiдомим коефiцiєнтом a(y, t), початковою та крайовими умовами

u| t=0 = \varphi (x, y), (x, y) \in D, (2)

u| x=0 = \mu 11(y, t), u| x=h = \mu 12(y, t), (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (3)

u| y=0 = \mu 21(x, t), u| y=l = \mu 22(x, t), (x, t) \in [0, h]\times [0, T ], (4)

та умовою перевизначення

a(y, t)ux(0, y, t) = \mu 3(y, t), (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (5)

де D := \{ (x, y) : 0 < x < h, 0 < y < l\} . Пiд розв’язком задачi (1) – (5) будемо розумiти пару
функцiй [6] (a(y, t), u(x, y, t)) \in C\gamma ,0([0, l]\times [0, T ])\times C2,1(QT ), 0 < \gamma < 1, що задовольняють
умови (1) – (5) у класичному розумiннi. Крiм того, a(y, t) > 0, (y, t) \in [0, l]\times [0, T ].
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2. Зведення задачi (1) – (5) до iнтегрального рiвняння. Припустимо, що виконуються такi
умови:

(А1) \varphi \in C2(D), \mu 1k \in C2,1([0, l] \times [0, T ]), \mu 2k \in C2,1([0, h] \times [0, T ]), k = 1, 2, \mu 3 \in 
\in C\gamma ,0([0, l]\times [0, T ]), f \in C1+\gamma ,\gamma ,0(QT );

(А2) \varphi x(x, y) > 0, (x, y) \in D, \mu 11t(y, t) - \mu 11yy(y, t) - f(0, y, t) \leq 0, \mu 12t(y, t) - \mu 12yy(y, t) - 
 - f(h, y, t) \geq 0, \mu 3(y, t) > 0, (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], \mu 2kx(x, t) > 0, k = 1, 2, (x, t) \in [0, h]\times [0, T ],

fx(x, y, t) \geq 0, (x, y, t) \in QT ;

(А3) умови узгодження нульового порядку [6, с. 468].
Позначимо v := ux. Вiд задачi (1) – (5) перейдемо до еквiвалентної задачi щодо (a(y, t),

v(x, y, t)):

vt = a(y, t)vxx + vyy + fx(x, y, t), (x, y, t) \in QT , (6)

v(x, y, 0) = \varphi x(x, y), (x, y) \in D, (7)

a(y, t) vx| x=0 = \mu 11t(y, t) - \mu 11yy(y, t) - f(0, y, t), (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (8)

a(y, t) vx| x=h = \mu 12t(y, t) - \mu 12yy(y, t) - f(h, y, t), (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (9)

v| y=0 = \mu 21x(x, t), v| y=l = \mu 22x(x, t), (x, t) \in [0, h]\times [0, T ], (10)

a(y, t)v(0, y, t) = \mu 3(y, t), (y, t) \in [0, l]\times [0, T ]. (11)

Для визначення функцiї u(x, y, t) достатньо скористатись спiввiдношенням

u(x, y, t) = \mu 11(y, t) +

x\int 
0

v(\xi , y, t) d\xi .

Задачу (6) – (11) зведемо до рiвняння

a(y, t) = Pa(y, t), (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (12)

в якому оператор P задається рiвнiстю

Pa(y, t) =
\mu 3(y, t)

v(0, y, t)
, (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (13)

а функцiя v(x, y, t) визначається як розв’язок задачi (6) – (10) при довiльнiй заданiй функцiї
a \in C\gamma ,0([0, l]\times [0, T ]).

3. Iснування розв’язку. Насамперед встановимо оцiнки розв’язку задачi (6) – (10). При-
пускаючи вiдомим коефiцiєнт a \in C\gamma ,0([0, l]\times [0, T ]), a(y, t) > 0, та використовуючи функцiю
Грiна G(x, y, t, \xi , \eta , \tau ) задачi (6) – (10), запишемо розв’язок задачi (6) – (10) у виглядi

v(x, y, t) =

\int \int 
D

G(x, y, t, \xi , \eta , 0)\varphi \xi (\xi , \eta )d\xi d\eta  - 

 - 
t\int 

0

l\int 
0

G(x, y, t, 0, \eta , \tau )(\mu 11\tau (\eta , \tau ) - \mu 11\eta \eta (\eta , \tau ) - f(0, \eta , \tau ))d\eta d\tau +
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+

t\int 
0

l\int 
0

G(x, y, t, h, \eta , \tau )(\mu 12\tau (\eta , \tau ) - \mu 12\eta \eta (\eta , \tau ) - f(h, \eta , \tau ))d\eta d\tau +

+

t\int 
0

h\int 
0

G\eta (x, y, t, \xi , 0, \tau )\mu 21\xi (\xi , \tau )d\xi d\tau  - 
t\int 

0

h\int 
0

G\eta (x, y, t, \xi , l, \tau )\mu 22\xi (\xi , \tau )d\xi d\tau +

+

t\int 
0

\int \int 
D

G(x, y, t, \xi , \eta , \tau )f\xi (\xi , \eta , \tau )d\xi d\eta d\tau , (x, y, t) \in QT .

Беручи до уваги припущення (А1), (А2), звiдси отримуємо

v(x, y, t) \geq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl\{ 
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
D

\varphi x(x, y), \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
[0,h]\times [0,T ]

\mu 21x(x, t), \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
[0,h]\times [0,T ]

\mu 22x(x, t)

\biggr\} 
\times 

\times 

\left(  \int \int 
D

G(x, y, t, \xi , \eta , 0) d\xi d\eta +

t\int 
0

h\int 
0

G\eta (x, y, t, \xi , 0, \tau )d\xi d\tau  - 

 - 
t\int 

0

h\int 
0

G\eta (x, y, t, \xi , l, \tau )d\xi d\tau 

\right)  =

= \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl\{ 
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
D

\varphi x(x, y), \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
[0,h]\times [0,T ]

\mu 21x(x, t), \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
[0,h]\times [0,T ]

\mu 22x(x, t)

\biggr\} 
:=M0 > 0, (x, y, t) \in QT ,

оскiльки сума iнтегралiв у дужках є розв’язком \~v(x, y, t) \equiv 1 рiвняння

\~vt = a(y, t)\~vxx + \~vyy,

який задовольняє умови

\~v(x, y, 0) = 1, (x, y) \in D,

\~vx| x=0 = \~vx| x=h = 0, (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], \~v| y=0 = \~v| y=l = 1, (x, t) \in [0, h]\times [0, T ].

Звiдси випливає оцiнка

a(y, t) \leq A1 <\infty , (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], де A1 :=

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[0,l]\times [0,T ]

\mu 3(y, t)

M0
.

Для оцiнювання v(x, y, t) зверху зведемо задачу (6) – (10) до iнтегрального рiвняння за
допомогою функцiї

H(x, y, t, \xi , \eta , \tau ) =
1

4\pi 
\sqrt{} 

(t - \tau )(\theta (y, t) - \theta (y, \tau ))
\times 

\times 
\infty \sum 

n,m= - \infty 

\biggl( 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (x - \xi + 2nh)2

4(\theta (y, t) - \theta (y, \tau ))

\biggr) 
+ \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (x+ \xi + 2nh)2

4(\theta (y, t) - \theta (y, \tau ))

\biggr) \biggr) 
\times 
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\times 
\biggl( 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y  - \eta + 2ml)2

4(t - \tau )

\biggr) 
 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y + \eta + 2ml)2

4(t - \tau )

\biggr) \biggr) 
,

де \theta (y, t) =
\int t

0
a(y, \tau )d\tau . Зазначимо, що функцiя H(x, y, t, \xi , \eta , \tau ) задовольняє на межi областi

D однорiднi крайовi умови (8) – (10) i є розв’язком рiвняння

 - H\tau = a(y, \tau )H\xi \xi +H\eta \eta .

Використовуючи H(x, y, t, \xi , \eta , \tau ) аналогiчно функцiї Грiна задачi (6) – (10), отримуємо рiвнян-
ня щодо v(x, y, t):

v(x, y, t) = v0(x, y, t)+

+

t\int 
0

\int \int 
D

H\xi \xi (x, y, t, \xi , \eta , \tau )(a(\eta , \tau ) - a(y, \tau ))v(\xi , \eta , \tau )d\xi d\eta d\tau , (x, y, t) \in QT , (14)

де

v0(x, y, t) =

\int \int 
D

H(x, y, t, \xi , \eta , 0)\varphi \xi (\xi , \eta ) d\xi d\eta  - 

 - 
t\int 

0

l\int 
0

H(x, y, t, 0, \eta , \tau )(\mu 11\tau (\eta , \tau )\mu 11\eta \eta (\eta , \tau ) - f(0, \eta , \tau )) d\eta d\tau +

+

t\int 
0

l\int 
0

H(x, y, t, h, \eta , \tau )(\mu 12\tau (\eta , \tau ) - \mu 12\eta \eta (\eta , \tau ) - f(h, \eta , \tau )) d\eta d\tau +

+

t\int 
0

h\int 
0

H\eta (x, y, t, \xi , 0, \tau )\mu 21\xi (\xi , \tau ) d\xi d\tau  - 
t\int 

0

h\int 
0

H\eta (x, y, t, \xi , l, \tau )\mu 22\xi (\xi , \tau )d\xi d\tau +

+

t\int 
0

\int \int 
D

H(x, y, t, \xi , \eta , \tau )f\xi (\xi , \eta , \tau ) d\xi d\eta d\tau , (x, y, t) \in QT . (15)

Позначимо
V (t) := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

(x,y)\in D
v(x, y, t), amin(t) := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

[0,l]\times [0,t]
a(y, \tau ).

Враховуючи вигляд функцiї H(x, y, t, \xi , \eta , \tau ) та нерiвнiсть | a(\eta , \tau )  - a(y, \tau )| \leq A2| \eta  - y| \gamma , з
(14), (15) знаходимо

V (t) \leq C1 +
C2\sqrt{} 
amin(t)

+
C3A2

amin(t)

t\int 
0

V (\tau )d\tau 

(t - \tau )1 - \gamma /2
, t \in [0, T ]. (16)

Тут i далi через Ck, k = 1, 2, . . . , позначатимемо сталi, що визначаються вiдомими величинами.
Отримана нерiвнiсть має вигляд
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u(t) \leq \varphi (t) + \psi (t)

t\int 
0

u(\tau )d\tau 

(t - \tau )\alpha 
, t \in [0, T ], (17)

де, згiдно з (16), 1/2 < \alpha < 1, а функцiї \varphi (t), \psi (t) є неспадними.
Iз (17) знаходимо

t\int 
0

u(\sigma )d\sigma 

(t - \sigma )\alpha 
\leq 

t\int 
0

\varphi (\sigma )d\sigma 

(t - \sigma )\alpha 
+

t\int 
0

\psi (\sigma )d\sigma 

(t - \sigma )\alpha 

\sigma \int 
0

u(\tau )d\tau 

(\sigma  - \tau )\alpha 
\leq 

\leq t1 - \alpha 

1 - \alpha 
\varphi (t) + \psi (t)

t\int 
0

u(\tau ) d\tau 

t\int 
\tau 

d\sigma 

(t - \sigma )\alpha (\sigma  - \tau )\alpha 
=

=
t1 - \alpha 

1 - \alpha 
\varphi (t) + \psi (t)

(\Gamma (1 - \alpha ))2

\Gamma (2(1 - \alpha ))

t\int 
0

u(\tau )d\tau 

(t - \tau )2\alpha  - 1
. (18)

Пiдставляючи (18) у (17), отримуємо

u(t) \leq \varphi (t)
\bigl( 
1 + C4t

1 - \alpha \psi (t)
\bigr) 
+ C5\psi 

2(t)

t\int 
0

u(\tau )d\tau 

(t - \tau )2\alpha  - 1
.

Повторюючи вказану процедуру, знаходимо

u(t) \leq \varphi (t)
\bigl( 
1 + C6t

1 - \alpha \psi (t)
\bigr) 3

+ C7\psi 
4(t)

t\int 
0

u(\tau )d\tau 

(t - \tau )4\alpha  - 3
.

Звiдси випливає, що через скiнченну кiлькiсть крокiв k показник степеня t  - \tau пiд знаком
iнтеграла буде невiд’ємним, i ми прийдемо до нерiвностi

u(t) \leq \varphi (t)
\bigl( 
1 + C8t

1 - \alpha \psi (t)
\bigr) 2k - 1

+ C9\psi 
2k(t)

t\int 
0

u(\tau ) d\tau . (19)

Це є нерiвнiсть вигляду

u(t) \leq \varphi 1(t) + \psi 1(t)

t\int 
0

u(\tau )d\tau , t \in [0, T ].

Її розв’язок визначається таким чином [3]:

u(t) \leq \varphi 1(t) + \psi 1(t)

t\int 
0

\varphi 1(\tau ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left(  t\int 
\tau 

\psi 1(\sigma ) d\sigma 

\right)  d\tau .

Оскiльки функцiї \varphi 1(t), \psi 1(t) є неспадними, то звiдси маємо
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u(t) \leq \varphi 1(t) + t\varphi 1(t)\psi 1(t) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(t\psi 1(t)).

Отже, розв’язок нерiвностi (19) має вигляд

u(t) \leq \varphi (t)
\bigl( 
1 + C8t

1 - \alpha \psi (t)
\bigr) 2k - 1

+C9t\varphi (t)
\bigl( 
1 + C8t

1 - \alpha \psi (t)
\bigr) 2k+1 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl( 
C9\psi 

2k(t)
\Bigr) 
, t \in [0, T ].

Звiдси знаходимо розв’язок нерiвностi (16):

V (t) \leq 

\Biggl( 
C1 +

C2\sqrt{} 
amin(t)

\Biggr) \Biggl( 
1 +

C10t
\gamma /2

amin(t)

\Biggr) 2k - 1

+

+C11t

\Biggl( 
C1 +

C2\sqrt{} 
amin(t)

\Biggr) \Biggl( 
1 +

C10t
\gamma /2

amin(t)

\Biggr) 2k+1 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
C12

a2
k

min(t)

\Biggr) 
, t \in [0, T ]. (20)

Надамо нерiвностi (27) вигляду

V (t) \leq C1 +
C2\sqrt{} 
amin(t)

+ t\gamma /2r(t),

де r(t) — неперервна функцiя на [0, T ]. Тодi з (12), (13) отримуємо

amin(t) \geq 
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

[0,l]\times [0,T ]
\mu 3(y, t)

C1 +
C2\surd 
amin(t)

+ t\gamma /2r(t)
, t \in [0, T ],

або

C1amin(t) + C2

\sqrt{} 
amin(t) + t\gamma /2r(t)amin(t) \geq C13, (21)

де C13 := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}[0,l]\times [0,T ] \mu 3(y, t). Оскiльки t\gamma /2r(t)amin(t) \rightarrow 0 при t \rightarrow 0, то iснує таке число
T0 \in (0, T ], що виконується нерiвнiсть

t\gamma /2r(t)amin(t) \leq 
1

2
C13, t \in (0, T0].

Тодi з (21) одержуємо оцiнку

a(y, t) \geq A0 > 0, t \in [0, T0], (22)

в якiй A0 виражається через сталi C1, C2, C13. Застосовуючи (22) до (20), знаходимо оцiнку
V (t) або

v(x, y, t) \leq M1, (x, y, t) \in QT0
:= D \times [0, T0].

З теореми 10.1 [6, c. 238] випливає, що при виконаннi припущень (А1) функцiя v(x, y, t)
задовольняє умову Гельдера з показником \gamma \in (0, 1) i справджується нерiвнiсть

| v(x, y1, t) - v(x, y2, t)| \leq M2| y1  - y2| \gamma , (x, yk, t) \in QT0
, k = 1, 2,

в якiй стала M2 визначається заданими величинами, зокрема сталими A0, A1, M1. Це дає
змогу з рiвняння (12) отримати оцiнку його розв’язкiв
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\| a(y, t)\| C\gamma ,0([0,l]\times [0,T0]) \leq A3.

Визначимо множину \scrN := \{ a \in C\gamma ,0([0, l] \times [0, T0]) : \| a\| C\gamma ,0([0,l]\times [0,T0]) \leq A3\} . Беручи
до уваги походження сталої A3, очевидно, що оператор P переводить множину \scrN в себе.
Щоб встановити, що оператор P є цiлком неперервним у просторi неперервних функцiй, за
теоремою Асколi – Арцела достатньо показати, що для будь-якого \varepsilon > 0 iснує таке \delta > 0,

що | Pa(y1, t1)  - Pa(y2, t2)| < \varepsilon при | y1  - y2| < \delta , | t1  - t2| < \delta . Для цього скористаємося
зображенням v(0, y, t) за допомогою (14), (15) i для прикладу розглянемо для будь-якої функцiї
a(y, t) \in \scrN рiзницю

\Delta :=

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

l\int 
0

H(0, y1, t, 0, \eta , \tau )\mu (\eta , \tau ) d\eta d\tau  - 
t\int 

0

l\int 
0

H(0, y2, t, 0, \eta , \tau )\mu (\eta , \tau ) d\eta d\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
з деякою неперервною функцiєю \mu (y, t). Видiлимо з H(0, y, t, 0, \eta , \tau ) доданок, що вiдповiдає
n = m = 0 :

\Delta 1 :=
1

4\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

d\tau \surd 
t - \tau 

l\int 
0

(\theta (y1, t) - \theta (y1, \tau ))
 - 1/2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y1  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) 
\mu (\eta , \tau ) d\eta  - 

 - 
t\int 

0

d\tau \surd 
t - \tau 

l\int 
0

(\theta (y2, t) - \theta (y2, \tau ))
 - 1/2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y2  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) 
\mu (\eta , \tau ) d\eta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Звiдси отримуємо

\Delta 1 \leq C14

t\int 
0

d\tau \surd 
t - \tau 

l\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\sqrt{} 
\theta (y1, t) - \theta (y1, \tau )

 - 1\sqrt{} 
\theta (y2, t) - \theta (y2, \tau )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \times 
\times \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y1  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) 
d\eta + C14

t\int 
0

d\tau \surd 
t - \tau 

l\int 
0

1\sqrt{} 
\theta (y1, t) - \theta (y1, \tau )

\times 

\times 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\biggl(  - (y1  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) 
 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y2  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| d\eta := \Delta 1,1 +\Delta 1,2.

Оцiнимо рiзницю \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\sqrt{} 
\theta (y1, t) - \theta (y1, \tau )

 - 1\sqrt{} 
\theta (y2, t) - \theta (y2, \tau )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
=

| \theta (y1, t) - \theta (y1, \tau ) - \theta (y2, t) + \theta (y2, \tau )| \sqrt{} 
(\theta (y1, t) - \theta (y1, \tau ))(\theta (y2, t) - \theta (y2, \tau ))(

\sqrt{} 
\theta (y1, t) - \theta (y1, \tau ) +

\sqrt{} 
\theta (y2, t) - \theta (y2, \tau ))

\leq 

\leq 

\int t

\tau 
| a(y1, \sigma ) - a(y2, \sigma )| d\sigma 

2A
3/2
0 (t - \tau )3/2

\leq C15| y1  - y2| \gamma \surd 
t - \tau 

.
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Тодi

\Delta 1,1 \leq C16| y1  - y2| \gamma 
t\int 

0

d\tau 

t - \tau 

l\int 
0

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y1  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) 
d\eta \leq C17| y1  - y2| \gamma .

За теоремою про середнє знаходимо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\biggl(  - (y1  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) 
 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (y2  - \eta )2

4(t - \tau )

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = | (\eta  - y1)
2  - (\eta  - y2)

2| 
4(t - \tau )

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (\eta  - \~y)2

4(t - \tau )

\biggr) 
\leq 

\leq (| \eta  - y1| + | \eta  - y2| )| y1  - y2| 
4(t - \tau )

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (\eta  - \~y)2

4(t - \tau )

\biggr) 
,

де точка \~y належить промiжку, який сполучає точки y1 та y2.
Використовуючи нерiвнiсть [7, c. 30]

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (\eta  - \~y)2

4(t - \tau )

\biggr) 
\leq C18 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - C19(\eta  - yk)

2

t - \tau 

\biggr) 
, k = 1, 2,

та оцiнку
| y1  - y2| 1 - \gamma \leq C20(| \eta  - y1| 1 - \gamma + | \eta  - y2| 1 - \gamma ),

отримуємо

\Delta 1,2 \leq C21| y1  - y2| \gamma 
t\int 

0

d\tau 

(t - \tau )2

l\int 
0

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (\eta  - \~y)2

4(t - \tau )

\biggr) 
\times 

\times 
\bigl( 
| \eta  - y1| 1 - \gamma + | \eta  - y2| 1 - \gamma 

\bigr) 
(| \eta  - y1| + | \eta  - y2| ) d\eta \leq 

\leq C22| y1  - y2| \gamma 
\left(  t\int 

0

d\tau 

(t - \tau )2

l\int 
0

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (\eta  - y1)

2

4(t - \tau )

\biggr) 
| \eta  - y1| 2 - \gamma d\eta +

+

t\int 
0

d\tau 

(t - \tau )2

l\int 
0

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - (\eta  - y2)

2

4(t - \tau )

\biggr) 
| \eta  - y2| 2 - \gamma d\eta 

\right)  \leq C23| y1  - y2| \gamma .

Отже,
\Delta \leq C24| y1  - y2| \gamma , t \in [0, T0].

Рiзниця

\Delta 2 :=

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t1\int 
0

l\int 
0

H(0, y, t1, 0, \eta , \tau )\mu (\eta , \tau ) d\eta d\tau  - 
t2\int 
0

l\int 
0

H(0, y, t2, 0, \eta , \tau )\mu (\eta , \tau ) d\eta d\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
оцiнюється, як в одновимiрному випадку [3]. Отже, оператор P є цiлком неперервним у про-
сторi неперервних функцiй. Тепер покажемо, що будь-яка фундаментальна в C\gamma ,0([0, l]\times [0, T0])

послiдовнiсть функцiй \{ an(y, t)\} збiгається до деякої функцiї a(y, t) з цього простору. З вище-
наведеного випливає, що послiдовнiсть \{ an(y, t)\} збiгається рiвномiрно до a(y, t) i справджу-
ються оцiнки
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| an(y1, t) - | an(y2, t)| \leq A4| y1  - y2| \gamma \forall y1, y2 \in [0, l] \forall an, n \in \BbbN 

зi сталою A4, не залежною вiд n та y1, y2 \in [0, l]. Переходячи в останнiй нерiвностi до границi,
при n\rightarrow \infty , отримуємо

| a(y1, t) - | a(y2, t)| \leq A4| y1  - y2| \gamma \forall y1, y2 \in [0, l].

Отже, оператор P є цiлком неперервним у просторi C\gamma ,0([0, l] \times [0, T0]). Пiсля цього, засто-
совуючи теорему Шаудера про нерухому точку цiлком неперервного оператора до рiвняння
(12), переконуємося в iснуваннi його розв’язку a \in C\gamma ,0([0, l] \times [0, T0]), який, згiдно з (22),
задовольняє оцiнку a(y, t) \geq A0, (y, t) \in [0, l]\times [0, T0]. Отже, правильною є таке твердження.

Теорема 1. Нехай виконуються припущення (А1) – (А3). Тодi можна вказати таке значен-
ня T0 \in (0, T ], що iснує розв’язок (a(y, t), u(x, y, t)) задачi (1) – (5) iз класу C\gamma ,0([0, l]\times [0, T0])\times 
\times C2,1(QT0

) такий, що a(y, t) > 0, (y, t) \in [0, l]\times [0, T0].

4. Єдинiсть розв’язку.
Теорема 2. Припустимо, що виконується умова \mu 3(y, t) \not = 0, y \in [0, l], t \in [0, T ]. Тодi

розв’язок задачi (1) – (5) єдиний у класi C\gamma ,0([0, l] \times [0, T ]) \times C2,1(QT ), a(y, t) > 0, (y, t) \in 
\in [0, l]\times [0, T ].

Доведення. Припустимо, що задача (1) – (5) має два рiзних розв’язки (ai(y, t), ui(x, y, t)),

i \in \{ 1, 2\} , iз зазначеного класу. Позначимо a(y, t) := a1(y, t) - a2(y, t), u(x, y, t) := u1(x, y, t) - 
 - u2(x, y, t). Для пари функцiй (a(y, t), u(x, y, t)) отримуємо задачу

ut = a1(y, t)uxx + uyy + a(y, t)u2xx(x, y, t), (x, y, t) \in QT , (23)

u| t=0 = 0, (x, y) \in D, (24)

u| x=0 = u| x=h = 0, (y, t) \in [0, l]\times [0, T ], (25)

u| y=0 = u| y=l = 0, (x, t) \in [0, h]\times [0, T ], (26)

a(y, t)u1x(0, y, t) =  - a2(y, t)ux(0, y, t), y \in [0, l], t \in [0, T ]. (27)

За допомогою функцiї Грiна G = G(x, y, t, \xi , \eta , \tau ) задачi (23) – (26) знайдемо її розв’язок

u(x, y, t) =

t\int 
0

\int \int 
D

G(x, y, t, \xi , \eta , \tau )a(\eta , \tau )u2\xi \xi (\xi , \eta , \tau ) d\xi d\eta d\tau , (x, y, t) \in QT ,

i пiдставимо його у (27):

a(y, t)u1x(0, y, t) =  - a2(y, t)
t\int 

0

\int \int 
D

Gx(0, y, t, \xi , \eta , \tau )a(\eta , \tau )u2\xi \xi (\xi , \eta , \tau )d\xi d\eta d\tau , (x, y, t) \in QT .

Оскiльки

u1x(0, y, t) =
\mu 3(y, t)

a1(y, t)
\not = 0,

то отримуємо однорiдне iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду з iнтегровним ядром,
яке має лише тривiальний розв’язок a(y, t) \equiv 0, (y, t) \in [0, l] \times [0, T ]. Тодi рiвняння (23) стає
однорiдним, а розв’язок задачi (23) – (24) — тривiальним: u(x, y, t) \equiv 0, (x, y, t) \in QT .
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Теорему 2 доведено.
Насамкiнець вiдмiтимо одне з можливих застосувань задачi (1) – (5). Нехай \Omega T := \{ (x1, x2, t) :

0 < x1 < h, 0 < x2 < \psi (x1, t), 0 < t < T\} , де функцiя \psi (x1, t) є невiдомою, i для рiвняння
теплопровiдностi

ut = \Delta u+ f(x1, x2, t), (x1, x2, t) \in \Omega T ,

розглянемо задачу з вiльною межею. Пiсля замiни

y1 = x1, y2 =
x2

\psi (x1, t)
, t = t,

отримаємо у вiдомiй фiксованiй областi \~QT := \{ (y1, y2, t) : 0 < y1 < h, 0 < y2 < 1, 0 < t < T\} 
обернену задачу для рiвняння, аналогiчного рiвнянню (1):

vt = vy1y1 +
1

\psi 2(y1, t)
vy2y2 + b(y1, y2, t)vy2 + f1(y1, y2, t).

Тут
1

\psi 2(y1, t)
— невiдомий коефiцiєнт, а b(y1, y2, t) — функцiя, яка визначається через \psi (y1, t)

та її похiднi.
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