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УЗАГАЛЬНЕНI МОМЕНТНI ЗОБРАЖЕННЯ
ТА БАГАТОВИМIРНI БАГАТОТОЧКОВI АПРОКСИМАЦIЇ ТИПУ ПАДЕ

Dzyadyk’s method of generalized moment representations is used to construct and study bivariate two-point Padé-type
approximants.

Метод узагальнених моментних зображень В. К. Дзядика застосовано до вивчення i побудови двовимiрних двоточ-
кових апроксимацiй типу Паде.

В. К. Дзядик [1] у 1981 р. запропонував метод узагальнених моментних зображень (УМЗ), який
дав можливiсть будувати i дослiджувати апроксиманти Паде та їхнi рiзноманiтнi узагальнення
для широких класiв аналiтичних i спецiальних функцiй [2]. Зокрема, за допомогою цього
методу було розроблено пiдхiд до побудови та дослiдження дво- та багатоточкових апроксимант
Паде [3, 4]. У статтях [5, 6] запропоновано поширення методу на випадок багатовимiрних
послiдовностей i його застосування до питань побудови та дослiдження апроксимант типу
Паде функцiй кiлькох змiнних. Все це дає можливiсть застосовувати УМЗ також до вивчення
багатовимiрних багатоточкових апроксимацiй типу Паде.

Рiзноманiтнi модифiкацiї багатовимiрних багатоточкових апроксимацiй типу Паде розгля-
далися в роботах [7 – 10], а одновимiрнi багатоточковi апроксиманти Паде — в роботах [12, 13].

Означення 1. Нехай функцiя f(\bfitz ), \bfitz = (z1, . . . , zd), є аналiтичною в областi D \subset \BbbC d,
що мiстить точки \bfitz 0, \bfitz 1, . . . ,\bfitz R - 1, R > 1, i розвивається в околах цих точок у степеневi
ряди

f(\bfitz ) \sim 
\sum 
\bfitk \in \BbbZ d

+

s
(r)
\bfitk (\bfitz  - \bfitz r)

\bfitk , r = 0, R - 1,

де \bfitk = (k1, k2, . . . , kd) \in \BbbZ d+, \bfitz \bfitk = zk11 . . . zkdd . Будемо називати d-вимiрною R-точковою
апроксимантою типу Паде функцiї f рацiональну функцiю

[\scrN /\scrD ]f

\Biggl( 
\bfitz 0, \bfitz 1, . . . ,\bfitz R - 1

\scrE 0, \scrE 1, . . . , \scrE R - 1

; \bfitz 

\Biggr) 
=
P\scrN (\bfitz )

Q\scrD (\bfitz )
,

де

P\scrN (\bfitz ) =
\sum 
\bfitk \in \scrN 

p\bfitk \bfitz 
\bfitk Q\scrD (\bfitz ) =

\sum 
\bfitk \in \scrD 

q\bfitk \bfitz 
\bfitk ,

таку, що мають мiсце розвинення

f(\bfitz ) - P\scrN (\bfitz )

Q\scrD (\bfitz )
=

\sum 
\bfitk \in \BbbZ d

+\setminus \scrE r

e
(r)
\bfitk (\bfitz  - \bfitz r)

\bfitk 

в околах точок \bfitz r, r = 0, R - 1.
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При розглядi таких множин точок iз цiлочисловими координатами, як \scrN , \scrD , \scrE 0, \scrE 1, . . .
. . . , \scrE R - 1 \subset \BbbZ d+, як правило, ставиться вимога виконання властивостi включення: якщо вектор
\bfitk = (k1, . . . , kd) належить областi, то i кожен вектор \bfitm = (m1, . . . ,md) такий, що mi \leq ki,

i = 1, d, також належить цiй областi.
В невироджених випадках при цьому справджується рiвнiсть

| \scrN | + | \scrD | =
R - 1\sum 
r=0

| \scrE i| + 1.

В окремому випадку d = R = 2 це означення можна сформулювати в такому виглядi.

Означення 2. Нехай функцiя двох змiнних f є аналiтичною в областi D \subset \BbbC 2, що мiстить
точки (z0, w0) = (0, 0), (z1, w1), i розвивається в околi цих точок у степеневi ряди

f(z, w) =
\infty \sum 

k,m=0

sk,mz
kwm, (1)

f(z, w) =
\infty \sum 

k,m=0

s
(1)
k,m(z  - z1)

k(w  - w1)
m. (2)

Будемо називати двовимiрною двоточковою апроксимантою типу Паде функцiї f рацiональну
функцiю

[\scrN /\scrD ]f

\Biggl( 
(0, 0), (z1, w1)

\scrE 0, \scrE 1
; z, w

\Biggr) 
=
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

P\scrN (z, w) =
\sum 

(k,m)\in \scrN 

pk,mz
kwm, Q\scrD (z, w) =

\sum 
(k,m)\in \scrD 

qk,mz
kwm,

таку, що мають мiсце розвинення

f(z, w) - P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
=

\left\{     
\sum 

(k,m)\in \BbbZ 2
+\setminus \scrE 0

ek,mz
kwm при (z, w) \rightarrow (0, 0),\sum 

(k,m)\in \BbbZ 2
+\setminus \scrE 1

e
(1)
k,m(z  - z1)

k(w  - w1)
m при (z, w) \rightarrow (z1, w1).

Означення 3 [5]. Будемо говорити, що для двовимiрної числової послiдовностi
\{ sk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2

+
справджується УМЗ на добутку лiнiйних просторiв \scrX i \scrY за означеною на

цьому добутку бiлiнiйною формою \langle \cdot , \cdot \rangle , якщо у просторi \scrX вказано двовимiрну послiдовнiсть
елементiв \{ xk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2

+
, а у просторi \scrY — двовимiрну послiдовнiсть елементiв \{ yj,n\} (j,n)\in \BbbZ 2

+

такi, що

sk+j,m+n = \langle xk,m, yj,n\rangle , k,m, j, n \in \BbbZ +. (3)

Введемо додаткове позначення

\Delta N1,N2 = ([0, N1]\times [0, N2]) \cap \BbbZ 2
+, N1, N2 \in \BbbZ +.
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Для кожного формального степеневого ряду вигляду (1) позначимо

E(f) = \{ (k,m) \in \BbbZ 2
+ : sk,m = 0\} ,

E(f) = \BbbZ 2
+ \setminus E(f).

Для розвинення в околi точки (z1, w1) вигляду (2) позначимо

E(1)(f) = \{ (k,m) \in \BbbZ 2
+ : s(1)k,m = 0\} ,

E
(1)

(f) = \BbbZ 2
+ \setminus E(f).

Нехай функцiя f має розвинення в околi точки (z0, w0) = (0, 0) вигляду (1) i при цьому для
двовимiрної послiдовностi \{ sk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2

+
має мiсце УМЗ вигляду (3). Домножимо рiвностi (3)

на zkwm i пiдсумуємо їх по k вiд 0 до досить великого \widetilde k та по m вiд 0 до досить великого \widetilde m.
Злiва отримаємо

\widetilde k\sum 
k=0

\widetilde m\sum 
m=0

sk+j,m+nz
kwm = z - jw - n

\widetilde k+j\sum 
k=j

\widetilde m+n\sum 
m=n

sk,mz
kwm =

= z - jw - n

\left\{   
\widetilde k+j\sum 
k=0

\widetilde m+n\sum 
m=0

sk,mz
kwm  - 

j - 1\sum 
k=0

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm - 

 - 
j - 1\sum 
k=0

\widetilde m+n\sum 
m=n

sk,mz
kwm  - 

\widetilde k+j\sum 
k=j

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm

\right\}   , (4)

а справа будемо мати \Biggl\langle \widetilde k\sum 
k=0

\widetilde m\sum 
m=0

xk,mz
kwm, yj,n

\Biggr\rangle 
. (5)

Нехай нам потрiбно побудувати рацiональну апроксиманту функцiї f зi знаменником Q\scrD ,

де \scrD — деяка множина iндексiв iз \BbbZ 2
+. Будемо вважати, що точка (0, 0) належить \scrD , щоб

апроксиманта не мала особливостi в точцi (z0, w0) = (0, 0). Нехай \scrD \subseteq \Delta N1,N2 , де N1, N2 \in 
\in \BbbZ +, i

\scrD \ast = \{ (k,m) \in \BbbZ 2
+ : (N1  - k,N2  - m) \in \scrD \} .

Домножимо (4) i (5) на деякi коефiцiєнти cj,n та пiдсумуємо по (j, n) \in \scrD \ast . Для зручностi
введемо коефiцiєнти

\chi j,n = \chi j,n(\scrD \ast ) =

\left\{   1, (j, n) \in \scrD \ast ,

0, (j, n) \in \Delta N1,N2 \setminus \scrD \ast .

В результатi отримаємо
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N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cj,n\chi j,nz
 - jw - n

\biggl\{ \widetilde k+j\sum 
k=0

\widetilde m+n\sum 
m=0

sk+jz
kwm - 

 - 
j - 1\sum 
k=0

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm  - 

j - 1\sum 
k=0

\widetilde m+n\sum 
m=n

sk,mz
kwm  - 

\widetilde k+j\sum 
k=j

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm

\biggr\} 
=

=

\Biggl\langle \widetilde k\sum 
k=0

\widetilde m\sum 
m=0

xk,mz
kwm,

\sum 
(j,n)\in \scrD \ast 

cj,nyj,n

\Biggr\rangle 
,

або

z - N1w - N2

\left\{   \sum 
(j,n)\in \scrD 

cN1 - j,N2 - nz
jwn

\left(  f(z, w) - \sum 
(k,m)\in \Omega j,n

sk+jz
kwm

\right)   - 

 - 
N1\sum 
j=1

N2\sum 
n=1

cj,n\chi j,nz
N1 - jwN2 - n

j - 1\sum 
k=0

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm - 

 - 
N1\sum 
j=1

N2\sum 
n=0

cj,n\chi j,nz
N1 - jwN2 - n

j - 1\sum 
k=0

\widetilde m+n\sum 
m=n

sk,mz
kwm - 

 - 
N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=1

cj,n\chi j,nz
N1 - jwN2 - n

\widetilde k+j\sum 
k=j

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm

\right\}   =

\Biggl\langle \widetilde k\sum 
k=0

\widetilde m\sum 
m=0

xk,mz
kwm,

\sum 
(j,n)\in \scrD \ast 

cj,nyj,n

\Biggr\rangle 
,

де

\Omega j,n = \{ [0,\widetilde k + j]\times [\widetilde m+ n+ 1,\infty ) \cup [\widetilde k + j + 1,\infty )\times [0, \widetilde m+ n]\cup 

\cup [\widetilde k + j + 1,\infty )\times [\widetilde m+ n+ 1,\infty )\} \cap \BbbZ 2
+.

Введемо позначення

Q\scrD (z, w) =
\sum 

(j,n)\in \scrD 

cN1 - j,N2 - nz
jwn,

Y\scrD (z, w) =
\sum 

(j,n)\in \scrD \ast 

cj,nyj,n,

X(z, w) =
\infty \sum 
k=0

\infty \sum 
m=0

xk,mz
kwm

(за умови збiжностi ряду).

Таким чином,

f(z, w)Q\scrD (z, w) - 
N1\sum 
j=1

N2\sum 
n=1

cj,n\chi j,nz
N1 - jwN2 - n

j - 1\sum 
k=0

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm - 
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 - 
N1\sum 
j=1

N2\sum 
n=0

cj,n\chi j,nz
N1 - jwN2 - n

j - 1\sum 
k=0

\widetilde m+n\sum 
m=n

sk,mz
kwm - 

 - 
N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=1

cj,n\chi j,nz
N1 - jwN2 - n

\widetilde k+j\sum 
k=j

n - 1\sum 
m=0

sk,mz
kwm =

=
\sum 

(j,n)\in \scrD 

cN1 - j,N2 - nz
jwn

\sum 
(k,m)\in \Omega j,n

sk+jz
kwm + zN1wN2

\Biggl\langle 
X(z, w) - 

\sum 
(k,m)\in \Omega 0,0

xk,mz
kwm, Y\scrD 

\Biggr\rangle 
.

Запишемо цю рiвнiсть у виглядi

f(z, w)Q\scrD (z, w) - PN1 - 1,N2 - 1(z, w) - UN1 - 1(z, w) - VN2 - 1(z, w) =

= R(z, w) + zN1wN2 \langle X(z, w), Y\scrD \rangle . (6)

При досить великих \widetilde k i \widetilde m залишок R(z, w) мiститиме лише змiннi в дуже великих степенях,
так що можна домогтися того, щоб

E(R) \cap Kr = \varnothing ,

де Kr = \{ (k,m) \in \BbbZ 2
+ : k2 +m2 \leq r2\} для довiльного наперед заданого r > 0.

Тодi

PN1 - 1,N2 - 1(z, w) =

N1 - 1\sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta k,m\cap \scrD 

cN1 - j,N2 - nsk - j,m - n, (7)

UN1 - 1(z, w) = wN2

N1 - 1\sum 
k=0

\widetilde m\sum 
m=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta k,N2
\cap \scrD 

cN1 - j,N2 - nsk - j,m+N2 - n,

VN2 - 1(z, w) = zN1

\widetilde k\sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta N1,m
\cap \scrD 

cN1 - j,N2 - nsk+N1 - j,m - n.

До чисельника апроксимацiї будемо вiдносити PN1 - 1,N2 - 1(z, w), а також певнi частиннi суми
рядiв UN1 - 1(z, w) i VN2 - 1(z, w).

Позначимо

uk,m =
\sum 

(j,n)\in \Delta k,N2
\cap \scrD 

cN1 - j,N2 - nsk - j,m+N2 - n, (8)

vk,m =
\sum 

(j,n)\in \Delta N1,m
\cap \scrD 

cN1 - j,N2 - nsk+N1 - j,m - n, (9)

pk,m =
\sum 

(j,n)\in \Delta k,m\cap \scrD 

cN1 - j,N2 - nsk - j,m - n.

Тодi, зафiксувавши певнi функцiї \varphi : [0, N1 - 1]\cap \BbbZ + \rightarrow \BbbZ + i \psi : [0, N2 - 1]\cap \BbbZ + \rightarrow \BbbZ +, будемо
мати
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f(z, w)Q\scrD (z, w) - PN1 - 1,N2 - 1(z, w) - U
(\varphi )
N1 - 1(z, w) - V

(\psi )
N2 - 1(z, w) =

= f(z, w)Q\scrD (z, w) - PN1 - 1,N2 - 1(z, w) - wN2

N1 - 1\sum 
k=0

\varphi (k)\sum 
m=0

zkwmuk,m - 

 - zN1

N2 - 1\sum 
m=0

\psi (m)\sum 
k=0

zkwmvk,m = wN2

N1 - 1\sum 
k=0

\widetilde m\sum 
m=\varphi (k)+1

zkwmuk,m+

+zN1

N2 - 1\sum 
m=0

\widetilde k\sum 
k=\psi (m)+1

zkwmvk,m +R(z, w) + zN1wN2 \langle X(z, w), Y\scrD \rangle =

= \widetilde U (\varphi )
N1 - 1(z, w) +

\widetilde V (\psi )
N2 - 1(z, w) +R(z, w) + zN1wN2 \langle X(z, w), Y\scrD \rangle . (10)

Якщо вiд Y\scrD вимагати виконання умови бiортогональностi

\langle xk,m, Y\scrD \rangle = 0 \forall (k,m) \in \scrB \subset \Delta N1,N2 ,

де | \scrB | = | \scrD |  - 1, то

E
\Bigl( 
f(z, w)Q\scrD (z, w) - PN1 - 1,N2 - 1(z, w) - U

(\varphi )
N1 - 1(z, w) - V

(\psi )
N2 - 1(z, w)

\Bigr) 
\subset 

\subset E
\Bigl( \widetilde U (\varphi )

N1 - 1(z, w)
\Bigr) \bigcup 

E
\Bigl( \widetilde V (\psi )

N2 - 1(z, w)
\Bigr) \bigcup 

E(R)
\bigcup 

\bigcup \bigl( 
(k,m) \in [N1,\infty )\times [N2,\infty ) \cap \BbbZ 2

+ : (n - N1,m - N2) \subset \BbbZ 2
+\setminus \scrB 

\bigr) 
.

Звiдси випливає такий результат, що є узагальненням теорем 1 та 1\prime iз [5].
Теорема 1. Нехай формальний степеневий ряд f має вигляд (1) i для двовимiрної послi-

довностi \{ sk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2
+

має мiсце УМЗ вигляду (3). Тодi якщо для деякої множини iндексiв
\scrD \ast \subseteq \Delta N1,N2 , N1, N2 \in \BbbZ +, такої, що (N1, N2) \in \scrD \ast , iснує нетривiальний узагальнений
полiном

Y\scrD =
\sum 

(j,n)\in \scrD \ast 

cj,nyj,n

такий, що виконуються умови бiортогональностi

\langle xk,m, Y\scrD \rangle = 0

при (k,m) \in \scrB \subset \Delta N1,N2 i cN1,N2 \not = 0, то рацiональна функцiя

[\scrN \setminus \scrD ]f (z, w) =
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

Q\scrD (z, w) =
\sum 

(k,m)\in \scrD 

cN1 - k,N2 - mz
kwm,
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P\scrN (z, w) = PN1 - 1,N2 - 1(z, w) + U
(\varphi )
N1 - 1(z, w) + V

(\psi )
N2 - 1(z, w),

до того ж PN1 - 1,N2 - 1(z, w) визначається формулою (7), а

U
(\varphi )
N1 - 1(z, w) = wN2

N1 - 1\sum 
k=0

\varphi (k)\sum 
m=0

zkwmuk,m, V
(\psi )
N2 - 1(z, w) = zN1

N2 - 1\sum 
m=0

\psi (m)\sum 
k=0

zkwmvk,m,

має розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ряду (1) для
всiх

(j, n) \in 
\bigl( 
(k,m) \in \BbbZ 2

+ : k \in [0, N1  - 1],m \in [0, N2 + \varphi (k)]
\bigr) 
\cup 

\cup 
\bigl( 
(k,m) \in \BbbZ 2

+ : m \in [0, N2  - 1], k \in [0, N1 + \psi (m)]
\bigr) 
\cup \{ (N1, N2) + \scrB \} = \scrE .

У випадку збiжностi ряду (1) похибка апроксимацiї має зображення

f(z, w) - [\scrN /\scrD ]f (z, w) = \widetilde U (\varphi )
N1 - 1(z, w) +

\widetilde V (\psi )
N2 - 1(z, w) + zN1wN2 \langle X(z, w), Y\scrD \rangle ,

де \widetilde U (\varphi )
N1 - 1(z, w) i \widetilde V (\psi )

N2 - 1(z, w) визначаються формулою (10) при \widetilde k = \widetilde m = \infty .

На основi формули (6) можна будувати i двоточковi двовимiрнi апроксиманти типу Паде. Бу-
демо припускати, що функцiя f вигляду (1) є аналiтичною в бiкрузi KR1,R2 = \{ (z, w) : | z| < R1,

| w| < R2\} . В такому випадку ряд (2) також буде збiгатися принаймнi при | z  - z1| < | R1  - z1| ,
| w - w1| < | R2  - w1| . Покладемо \widetilde k = \widetilde m = \infty . Тодi R(z, w) \equiv 0 i формула (6) набирає вигляду

f(z, w)Q\scrD (z, w) - PN1 - 1,N2 - 1(z, w) =

= UN1 - 1(z, w) + VN2 - 1(z, w) + zN1wN2 \langle X(z, w), Y\scrD \rangle , (11)

де PN1 - 1,N2 - 1 має вигляд (7), а

UN1 - 1(z, w) = wN2

N1 - 1\sum 
k=0

\infty \sum 
m=0

zkwmuk,m, VN2 - 1(z, w) = zN1

\infty \sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=0

zkwmvk,m.

Покладемо також \scrD = \Delta N1,N2 . З формули (11) випливає, що

E (fQ\scrD  - PN1 - 1,N2 - 1) \supset \Delta N1 - 1,N2 - 1.

Розвинемо UN1 - 1, VN2 - 1 i третiй доданок iз правої частини (11) у ряди в околi точки
(z1, w1):

UN1 - 1(z, w) =

N1 - 1\sum 
k=0

\infty \sum 
m=0

zkwm+N2uk,m =

=

N1 - 1\sum 
k=0

\infty \sum 
m=0

(z  - z1 + z1)
k(w  - w1 + w1)

m+N2uk,m =

=

N1 - 1\sum 
k=0

\infty \sum 
m=0

k\sum 
l=0

\biggl( 
k

l

\biggr) 
(z  - z1)

lzk - l1

N2+m\sum 
r=0

\biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
(w  - w1)

rwN2+m - r
1 uk,m =
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=

N1 - 1\sum 
l=0

(z  - z1)
lz - l1

N1 - 1\sum 
k=l

\biggl( 
k

l

\biggr) 
zk1

\infty \sum 
m=0

\left\{   
N2 - 1\sum 
r=0

\biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
(w  - w1)

rwN2+m - r
1 +

+

N2+m\sum 
r=N2

\biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
(w  - w1)

rwN2+m - r
1

\right\}   uk,m =

=

N1 - 1\sum 
l=0

(z  - z1)
lz - l1

N1 - 1\sum 
k=l

\biggl( 
k

l

\biggr) 
zk1

\Biggl\{ 
N2 - 1\sum 
r=0

(w  - w1)
rwN2 - r

1

\infty \sum 
m=0

\biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
wm1 +

+
\infty \sum 
r=0

(w  - w1)
N2+rw - r

1

\infty \sum 
m=r

\biggl( 
N2 +m

N2 + r

\biggr) 
wm1

\Biggr\} 
uk,m.

Позначимо через u(1)l,r коефiцiєнт при (z  - z1)
l(w  - w1)

r у розвиненнi UN1 - 1. Тодi при l \in 
\in [0, N1  - 1], r \geq 0 отримаємо

u
(1)
l,r = z - l1 wN2 - r

1

N1 - 1\sum 
k=l

\biggl( 
k

l

\biggr) 
zk1

\infty \sum 
m=(r - N2)+

\biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
wm1 uk,m,

де

(\alpha )+ =

\left\{   0, якщо \alpha < 0,

\alpha , якщо \alpha \geq 0.

Аналогiчно

VN2 - 1(z, w) =
\infty \sum 
l=0

N2 - 1\sum 
l=0

(z  - z1)
l(w  - w1)

rv
(1)
l,r ,

де

v
(1)
l,r = zN1 - l

1 w - r
1

\infty \sum 
k=(l - N1)+

\biggl( 
N1 + k

l

\biggr) 
zk1

N2 - 1\sum 
m=r

\biggl( 
m

r

\biggr) 
wm1 vk,m.

Розкладемо третiй доданок:

zN1wN2 \langle X(z, w), Y\scrD \rangle =

\Biggl\langle \infty \sum 
l,r=0

x
(1)
l,r (z  - z1)

l(w  - w1)
r, Y\scrD 

\Biggr\rangle 
,

де

x
(1)
l,r = zN1 - l

1 wN2 - r
1

\infty \sum 
k=(l - N1)+

\infty \sum 
m=(r - N2)+

\biggl( 
N1 + k

l

\biggr) \biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
zk1w

m
1 xk,m.

Для того щоб

E(1) (fQ\scrD  - PN1 - 1,N2 - 1) \supset \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} ,

необхiдно, щоб
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u
(1)
l,r + v

(1)
l,r +

\Bigl\langle 
x
(1)
l,r , Y\scrD 

\Bigr\rangle 
= 0

при

(l, r) \in \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} .

Звiдси випливають умови на коефiцiєнти полiнома Y\scrD .
З (8), (9) при \scrD = \Delta N1,N2 маємо

uk,m =
\sum 

(j,n)\in \Delta k,N2

\bigcap 
N1,N2

cN1 - j,N2 - nsk - j,m+N2 - n =

=

N2\sum 
n=0

min\{ k,N1\} \sum 
j=0

cN1 - j,N2 - nsk - j,m+N2 - n,

vk,m =
\sum 

(j,n)\in \Delta N1,m
\bigcap 

N1,N2

cN1 - j,N2 - nsk+N1 - j,m - n =

=

N1\sum 
j=0

min\{ m,N2\} \sum 
n=0

cN1 - j,N2 - nsk+N1 - j,m - n.

Таким чином, при (l, r) \in \Delta N1,N2 отримуємо

u
(1)
l,r = z - l1 wN2 - r

1

N1 - 1\sum 
k=l

\infty \sum 
m=0

\biggl( 
k

l

\biggr) \biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
zk1w

m
1

k\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cN1 - j,N2 - nsk - j,m+N2 - n =

= z - l1 wN2 - r
1

N2\sum 
n=0

N1 - 1\sum 
j=0

cN1 - j,N2 - n

\infty \sum 
m=0

N1 - 1\sum 
k=max\{ l,j\} 

\biggl( 
k

l

\biggr) \biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
zk1w

m
1 sk - j,m+N2 - n =

= z - l1 wN2 - r
1

N2\sum 
n=0

N1 - 1\sum 
j=0

cN1 - j,N2 - n\xi 
(l,r)
j,n = z - l1 wN2 - r

1

N2\sum 
n=0

N1 - 1\sum 
j=1

cj,n\xi 
(l,r)
N1 - j,N2 - n,

де

\xi 
(l,r)
j,n =

\infty \sum 
m=0

N1 - 1\sum 
k=max\{ l,j\} 

\biggl( 
k

l

\biggr) \biggl( 
N2 +m

r

\biggr) 
zk1w

m
1 sk - j,m+N2 - n. (12)

Аналогiчно

v
(1)
l,r = zN1 - l

1 w - r
1

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=1

cj,n\eta 
(l,r)
N1 - j,N2 - n,

де

\eta 
(l,r)
j,n =

\infty \sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=max\{ r,n\} 

\biggl( 
N1 + k

l

\biggr) \biggl( 
m

r

\biggr) 
zk1w

m
1 sk+N1 - j,m - n. (13)

Отже, потрiбно, щоб для (l, r) \in \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} 
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z - l1 wN2 - r
1

N2\sum 
n=0

N1 - 1\sum 
j=1

cj,n\xi 
(l,r)
N1 - j,N2 - n+

+zN1 - l
1 w - r

1

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=1

cj,n\eta 
(l,r)
N1 - j,N2 - n +

\Biggl\langle 
x
(1)
l,r ,

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cj,nyj,n

\Biggr\rangle 
= 0. (14)

Теорема 2. Нехай функцiя f, аналiтична в бiкрузi KR1,R2 , | z1| < R1, | w1| < R2, в околi
точки (0, 0) розвивається у степеневий ряд вигляду (1), для послiдовностi коефiцiєнтiв якого
\{ sk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2

+
справджується УМЗ вигляду (3), i при цьому iснує узагальнений полiном вигляду

Y\scrD =

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cj,nyj,n

з ненульовим старшим коефiцiєнтом cN1,N2 \not = 0, для якого виконуються спiввiдношення (14),

де \xi (l,r)j,n i \eta (l,r)j,n визначаються формулами (12) i (13). Тодi рацiональна функцiя

[\scrN /\scrD ]f

\Biggl( 
(0, 0), (z1, w1)

\scrE 0, \scrE 1
; z, w

\Biggr) 
=
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

Q\scrD (z, w) =

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cN1 - j,N2 - nz
jwn,

P\scrN (z, w) =

N1 - 1\sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=0

zkwm
k\sum 
j=0

m\sum 
n=0

cN1 - j,N2 - nsk - j,m - n,

розвивається в околi точки (0, 0) в ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ряду
(1) при (k,m) \in \Delta N1 - 1,N2 - 1 = \scrE 0, а в околi точки (z1, w1) в ряд, коефiцiєнти якого збiгаються
з коефiцiєнтами розвинення функцiї f у цiй точцi при (k,m) \in \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} = \scrE 1.

Таким чином, побудовано двоточковi апроксиманти типу Паде з \scrN = \Delta N1 - 1,N2 - 1, \scrD =

= \Delta N1,N2 , \scrE 0 = \Delta N1 - 1,N2 - 1, \scrE 1 = \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} . Але при цьому узагальненi полiноми
Y\scrD визначаються не умовами бiортогональностi, як у випадку одноточкових апроксимацiй,
а однорiдними системами лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (14). У випадку, коли ми будемо
визначати Y\scrD з умов бiортогональностi\Bigl\langle 

x
(1)
l,r , Y\scrD 

\Bigr\rangle 
= 0, (l, r) \in \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} , (15)

до чисельника апроксимацiї потрiбно вiднести також частиннi суми

U
(1)
N1 - 1(z, w) =

N1 - 1\sum 
k=0

N2\sum 
m=0

u
(1)
k,m(z  - z1)

k(w  - w1)
m (16)

i

V
(1)
N2 - 1(z, w) =

N1\sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=0

v
(1)
k,m(z  - z1)

k(w  - w1)
m, (17)

у зв’язку з чим змiниться область коефiцiєнтiв чисельника \scrN = \Delta N1 - 1,2N2 - 1 \cup \Delta 2N1 - 1,N2 - 1.
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Теорема 3. Нехай функцiя f, аналiтична в бiкрузi KR1,R2 , | z1| < R1, | w1| < R2, в околi
точки (0, 0) розвивається у степеневий ряд вигляду (1), для послiдовностi коефiцiєнтiв якого
\{ sk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2

+
справджується УМЗ вигляду (3), i при цьому iснує узагальнений полiном вигляду

Y\scrD =

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cj,nyj,n

iз ненульовим старшим коефiцiєнтом cN1,N2 \not = 0, для якого виконуються умови бiортогональ-
ностi (15). Тодi рацiональна функцiя

[\scrN /\scrD ]f

\Biggl( 
(0, 0), (z1, w1)

\scrE 0, \scrE 1
; z, w

\Biggr) 
=
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

Q\scrD (z, w) =

N1\sum 
j=0

N2\sum 
n=0

cN1 - j,N2 - nz
jwn,

P\scrN (z, w) =

N1 - 1\sum 
k=0

N2 - 1\sum 
m=0

zkwm
k\sum 
j=0

m\sum 
n=0

cN1 - j,N2 - nsk - j,m - n + U
(1)
N1 - 1(z, w) + V

(1)
N2 - 1(z, w),

до того ж U
(1)
N1 - 1, V

(1)
N2 - 1 визначаються формулами (16), (17), розвивається в околi точки (0, 0)

в ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ряду (1) при (k,m) \in \Delta N1 - 1,N2 - 1 = \scrE 0, а
в околi точки (z1, w1) в ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами розвинення функцiї
f у цiй точцi при (k,m) \in \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} = \scrE 1.

Цим самим побудовано двоточковi апроксиманти типу Паде функцiї f з \scrN = \Delta N1 - 1,2N2 - 1\cup 
\cup \Delta 2N1 - 1,N2 - 1, \scrD = \Delta N1,N2 , \scrE 0 = \Delta N1 - 1,N2 - 1, \scrE 1 = \Delta N1,N2 \setminus \{ (N1, N2)\} .

Розглянемо тепер випадок наближення так званих псевдодвовимiрних функцiй (див., на-
приклад, [11]), що мають розвинення вигляду

f(z, w) =

\infty \sum 
k,m=0

\widetilde sk+mzkwm =
z \widetilde f(z) - w \widetilde f(w)

z  - w
,

де

\widetilde f(z) = \infty \sum 
k=0

\widetilde skzk.
Нехай для послiдовностi \{ \widetilde sk\} k\in \BbbZ + має мiсце УМЗ вигляду

\widetilde sk+j = \langle \widetilde xk, \widetilde yj\rangle , k,m \in \BbbZ +.

У такому випадку для двовимiрної послiдовностi \{ sk,m\} (k,m)\in \BbbZ 2
+
, де sk,m = \widetilde sk+m, (k,m) \in 

\in \BbbZ 2
+, має мiсце двовимiрне УМЗ вигляду

sk+j,m+n = \langle xk,m, yj,n\rangle , k,m, j, n \in \BbbZ +,

де xk,m = \widetilde xk+m, yj,n = \widetilde yj+n, k,m, j, n \in \BbbZ +.
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Нехай \scrD \subset \Delta N,N — множина iндексiв, симетрична вiдносно дiагоналi квадрата \Delta N,N ,

N \in \BbbZ +, (0, 0) \in \scrD , i для будь-якого k \in [0, p], 0 \leq p \leq 2N, iснує точка (k1, k2) \in \scrD така, що
k1+ k2 = k. Тодi множина iндексiв \scrD  \star буде також симетричною, (N,N) \in \scrD  \star i для будь-якого
k \in [2N  - p, 2N ] iснує така точка (k1, k2) \in \scrD  \star , що k1 + k2 = k.

Згiдно з теоремою 1, ми можемо побудувати апроксиманту Паде функцiї f

[\scrN /\scrD ] =
P\scrN 
Q\scrD 

.

Для цього нам потрiбно побудувати узагальнений полiном

Y\scrD =
\sum 

(j,n)\in \scrD  \star 

cj,nyj,n,

для якого виконуються умови бiортогональностi

\langle xk,m, Y\scrD \rangle = 0, (k,m) \in \{ (k,m) : k +m \leq p - 1\} .

При цьому полiном Y\scrD буде збiгатися з полiномом

\widetilde Y\scrD =
2N\sum 

j=2N - p
\widetilde cj\widetilde yj ,

для якого виконуються умови бiортогональностi

\langle \widetilde xk, \widetilde Y\scrD \rangle = 0, k \in [0, p - 1].

Припустимо, що такий полiном iснує i \widetilde c2N \not = 0. Тодi\sum 
j+n=l

cj,n = \widetilde cl, l = 2N  - p, 2N.

Множину iндексiв \scrN виберемо таким чином:

\scrN = \{ (j, n) \in \BbbZ + : j \in [0, N  - 1], 0 \leq n \leq 2N + p - j  - 1\} \cup 

\cup \{ (j, n) \in \BbbZ + : n \in [0, N  - 1], 0 \leq j \leq 2N + p - n - 1\} .

Тодi отримаємо такий результат.
Теорема 4. Нехай функцiя f має вигляд

f(z, w) =
z \widetilde f(z) - w \widetilde f(w)

z  - w
, (18)

де

\widetilde f(z) = \infty \sum 
k=0

\widetilde skzk,
а для послiдовностi \{ \widetilde sk\} k\in \BbbZ + має мiсце УМЗ вигляду

\widetilde sk+j = \langle \widetilde xk, \widetilde yj\rangle , k, j \in \BbbZ +. (19)
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Припустимо, що для деякого \scrN \in \BbbZ + множина iндексiв \scrD \subset \Delta N,N є симетричною вiдносно
дiагоналi „квадрата” \Delta N,N i такою, що для будь-якого k \in [0, p], 0 \leq p \leq 2N, iснує така
точка (k1, k2) \in \scrD , що k1 + k2 = k.

Нехай iснує узагальнений полiном

\widetilde YN,p = 2N\sum 
j=2N - p

\widetilde cj\widetilde yj , \widetilde c2N \not = 0,

для якого виконуються умови бiортогональностi

\langle \widetilde xk, \widetilde YN,p\rangle = 0, k \in [0, p - 1].

Тодi рацiональна функцiя

[\scrN \setminus \scrD ]f (z, w) =
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

Q\scrD (z, w) =
\sum 

(k,m)\in \scrD 

cN - k,N - mz
kwm,

P\scrN (z, w) =
N - 1\sum 
k=0

N - 1\sum 
m=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta k,m\cap \scrD 

cN - j,N - n\widetilde sk - j+m - n+

+wN
N - 1\sum 
k=0

2N+p - k - 1\sum 
m=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta k,N\cap \scrD 

cN - j,N - n\widetilde sk - j+m+N - n+

+zN
N - 1\sum 
m=0

2N+p - m - 1\sum 
k=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta N,m\cap \scrD 

cN - j,N - n\widetilde sk+N - j+m - n,

а коефiцiєнти cj,n, (j, n) \in \scrD  \star задовольняють спiввiдношення\sum 
j+n=l

cj,n = \widetilde cl, cj,n = cn,j ,

має розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ряду (18) для
всiх (j, n) \in \{ (k,m) \in \BbbZ 2

+ : k +m \leq 2N + p - 1\} = \scrE .
Теорема 4 при p = 2N є певним узагальненням теореми 2 з [5]. Якщо покласти p = N,

\scrD = \{ (k,m) : k + m \leq N\} , cj,n =
\widetilde cj+n

2N  - j  - n+ 1
, N \leq j + n \leq 2N, отримаємо такий

наслiдок.
Наслiдок . Нехай функцiя f має вигляд (18), а для послiдовностi \{ \widetilde sk\} k\in \BbbZ + має мiсце УМЗ

вигляду (19). Припустимо, що для деякого \scrN \in \BbbZ + iснує узагальнений полiном

\widetilde YN =

2N\sum 
j=N

\widetilde cj\widetilde yj , \widetilde c2N \not = 0,
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для якого виконуються умови бiортогональностi

\langle \widetilde xk, \widetilde YN \rangle = 0, k \in [0, N  - 1].

Тодi рацiональна функцiя

[\scrN \setminus \scrD ]f (z, w) =
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

Q\scrD (z, w) =
\sum 

0\leq k+m\leq N

\widetilde c2N - k - m
k +m+ 1

zkwm =
1

w  - z

N\sum 
p=0

\widetilde c2N - p
p+ 1

\bigl( 
wp+1  - zp+1

\bigr) 
=

=
1

w  - z

w\int 
z

N\sum 
p=0

\widetilde c2N - pt
pdt,

P\scrN (z, w) =

N - 1\sum 
k=0

N - 1\sum 
m=0

zkwm
min\{ N,k+m\} \sum 

p=0

\lambda p(k,m)
\widetilde c2N - p
p+ 1

\widetilde sk+m - p+

+wN
N - 1\sum 
k=0

3N - k - 1\sum 
m=0

zkwm
N\sum 
p=0

\lambda p(k)
\widetilde c2N - p
p+ 1

\widetilde sk+m+N - p+

+zN
N - 1\sum 
m=0

3N - m - 1\sum 
k=0

zkwm
N\sum 
p=0

\lambda p(m)
\widetilde c2N - p
p+ 1

\widetilde sk+m+N - p,

до того ж

\lambda p(k,m) =

\left\{         
p+ 1 при 0 \leq p \leq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ k,m\} ,

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ k,m\} + 1 при \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ k,m\} < p \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ k,m\} ,

k +m+ 1 - p при \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ k,m\} < p \leq k +m,

\lambda p(k) =

\left\{   p+ 1 при 0 \leq p \leq k,

k + 1 при k < p \leq N,

має розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ряду (18) для
всiх (j, n) \in \{ (k,m) \in \BbbZ 2

+ : k +m \leq 3N  - 1\} = \scrE .
Тепер перейдемо до побудови двоточкових апроксимант типу Паде функцiй вигляду (18)

при \scrD = \{ (k,m) \in \BbbZ 2
+ : k +m \leq N\} в точках (0, 0) та (z1, z1), z1 \not = 0.

Очевидно, знову на пiдставi формули (11) E(fQ\scrD  - PN - 1,N - 1) \supset \Delta N - 1,N - 1. Аналогiчно,
для того щоб E(1)(fQ\scrD  - PN - 1,N - 1) \supset \{ (k,m) \in \BbbZ 2

+ : k +m \leq N  - 1\} , потрiбно, щоб при
0 \leq k +m \leq N  - 1 виконувалися рiвностi

zN - l - r
1

\sum 
(j,n)\in \Delta N - 1,N\cap \scrD \ast 

cj,n\xi 
(l,r)
N - j,N - n + zN - l - r

1

\sum 
(j,n)\in \Delta N,N - 1\cap \scrD \ast 

cj,n\eta 
(l,r)
N - j,N - n+

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 10



УЗАГАЛЬНЕНI МОМЕНТНI ЗОБРАЖЕННЯ ТА БАГАТОВИМIРНI БАГАТОТОЧКОВI АПРОКСИМАЦIЇ . . . 1345

+

\Biggl\langle 
x
(1)
l,r ,

\sum 
(j,n)\in \scrD \ast 

cj,n\widetilde yj+n\Biggr\rangle = 0, (20)

де

\xi 
(l,r)
j,n =

\infty \sum 
m=0

N - 1\sum 
k=max\{ l,j\} 

\biggl( 
k

l

\biggr) \biggl( 
N +m

r

\biggr) 
zk+m1 \widetilde sk+m+N - j - n, (21)

\eta 
(l,r)
j,n =

\infty \sum 
k=0

N - 1\sum 
m=max\{ r,n\} 

\biggl( 
m

r

\biggr) \biggl( 
N + k

l

\biggr) 
zk+m1 \widetilde sk+m+N - j - n, (22)

x
(1)
l,r =

\infty \sum 
r,m=0

\biggl( 
k + l

l

\biggr) \biggl( 
m+ r

r

\biggr) 
zk+m1 \widetilde xk+m+l+r.

Теорема 5. Нехай функцiя f має вигляд (18), а для послiдовностi \{ \widetilde sk\} k\in \BbbZ + має мiсце УМЗ
вигляду (19) i при цьому iснує узагальнений полiном вигляду

Y\scrD =
\sum 

(j,n)\in \scrD \ast 

cj,n\widetilde yj+n,
для якого виконуються спiввiдношення (20), де \xi 

(l,r)
j,n i \eta (l,r)j,n визначаються формулами (21)

i (22).
Тодi рацiональна функцiя

[\scrN /\scrD ]f

\biggl( 
(0, 0), (z1, z1)

\scrE 0, \scrE 1
; z, w

\biggr) 
=
P\scrN (z, w)

Q\scrD (z, w)
,

де

Q\scrD (z, w) =
\sum 

(k,m)\in \scrD 

cN - k,N - mz
kwm,

P\scrN (z, w) =
N - 1\sum 
k=0

N - 1\sum 
m=0

zkwm
\sum 

(j,n)\in \Delta k,m\cap \scrD 

cN - j,N - n\widetilde sk+m - j - n,

розвивається в околi точки (0, 0) в ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ря-
ду Тейлора функцiї f при (k,m) \in \Delta N - 1,N - 1 = \scrE 0, а в околi точки (z1, z1) в ряд, коефi-
цiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами розвинення функцiї f у цiй точцi при (k,m) \in 
\in 
\bigl\{ 
(k,m) \in \BbbZ 2

+ : k +m \leq N  - 1
\bigr\} 
= \scrE 1.
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