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ЗВЕДЕННЯ ДВОВИМIРНИХ ЗАДАЧ ТЕРМОПРУЖНОСТI
ДЛЯ ТIЛ З КУТОВИМИ ТОЧКАМИ
ДО КЛЮЧОВИХ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

A generalization of the direct integration method is given with regard to solving the original equations of two-dimensional
thermoelasticity problems for solids with corner points (i.e., plane problems for a rectangular domain and an annular
sector and the axisymmetric problem for a cylinder of finite length). The problems are thereby reduced to a governing
integrodifferential equation for a key function, which is unique for each problem. By making use of equilibrium equations,
the expressions for stress-tensor components are derived in terms of the key function, while the complete sets of boundary
conditions are identically reduced to the corresponding sets of integral conditions for the key function. The algorithms
for separating variables in the derived governing equations are suggested by utilizing the complete sets of the eigen- and
associated functions in order to construct the solutions to the formulated problems in the form of explicit dependencies on
thermal loading in view of the boundary conditions.

Узагальнено реалiзацiю методу безпосереднього iнтегрування вихiдних рiвнянь двовимiрних задач термопружностi
для тiл з кутовими точками (плоских задач для прямокутної областi й кiльцевого сектора та осесиметричної
задачi для цилiндра скiнченної довжини), якi зведено до ключового iнтегро-диференцiального рiвняння на єдину
для кожної задачi визначальну функцiю. З використанням рiвнянь рiвноваги отримано вирази компонент тензора
напружень через визначальну функцiю, а набори межових умов еквiвалентно зведено до iнтегральних умов для
цiєї функцiї. Запропоновано алгоритми вiдокремлення змiнних у ключових рiвняннях з використанням спецiально
побудованих повних власних i приєднаних функцiй та побудови розв’язкiв розглянутих задач у виглядi явних
залежностей вiд теплового навантаження з урахуванням умов на межi тiл.

1. Вступ. Попри довготривалу iсторiю розвитку методiв дослiдження задач теорiї пружностi
та термопружностi [10, 15] багато класичних проблем залишаються нерозв’язаними, або ж їхнi
розв’язки є недостатньо ефективними для сучасних теоретичних та прикладних застосувань.
Зокрема, йдеться про розвиток пiдходiв до побудови аналiтичних розв’язкiв задач такого класу
для обмежених областей з кутовими точками [5], найпростiшими з яких є призматичнi тiла,
наприклад, прямокутного поперечного перерiзу, конусо- та клиноподiбнi елементи тощо. Не-
дарма сформульовану Ґ. Ляме задачу про пружну рiвновагу куба при довiльному нормальному
силовому навантаженнi граней (плоским аналогом якої є задача для прямокутної областi у зрiв-
новаженому полi сил) порiвняно за складнiстю iз задачею «двох тiл» небесної механiки [13]
i досi не розв’язано в явному виглядi. Основна складнiсть при цьому полягає в одночасному
задоволеннi вихiдних рiвнянь задачi та повного набору межових умов, заданих на всiх гранях
дослiджуваного тiла. Остання обставина суттєво обмежує можливостi побудови систем власних
функцiй для вiдокремлення змiнних у ключових рiвняннях, сформульованих для визначальних
функцiй (часто у цiй якостi використовують гармонiчнi чи бiгармонiчнi потенцiальнi функцiї).
Це обумовлює, зокрема, нестiйкiсть побудованих розв’язкiв у кутових точках межi.

Для подолання цього ускладнення розроблено низку наближених аналiтичних пiдходiв, якi,
у переважнiй бiльшостi, ґрунтуються на реалiзацiї двох основних стратегiй: 1) точне задоволен-
ня ключових гармонiчних або бiгармонiчних рiвнянь шляхом використання загального подання
вiдповiдних потенцiальних функцiй при наближеному задоволеннi межових умов (наприклад,
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метод перехресної суперпозицiї [5, 14], метод однорiдних розв’язкiв [12]) або 2) забезпечення
точного виконання умов на межi при наближеному задоволеннi ключових рiвнянь (наприклад,
метод безпосереднього iнтегрування [15]). Застосування кожної зi стратегiй має певнi пере-
ваги, наприклад щодо форми подання розв’язку, що з огляду на поставлену загальну мету
дослiдження визначає вибiр методу. Зокрема, якщо аналiз термонапруженого стану не є кiнце-
вою метою дослiджень, а розв’язання задач здiйснюється з метою отримати явнi залежностi
компонент тензора напружень чи вектора перемiщень вiд силових чи теплових факторiв на-
вантаження межi тiла для подальшого використання, наприклад з метою вiдтворення певних
чинникiв навантажень [9] чи оптимiзацiї термонапруженого стану [6], використання методу
безпосереднього iнтегрування забезпечує низку функцiональних переваг. Застосування цього
методу ґрунтується на використаннi рiвнянь рiвноваги в напруженнях для подання всiх ком-
понент тензора напружень через визначальнi функцiї, за якi вибрано певнi напруження чи їх
лiнiйнi комбiнацiї. У такий спосiб вдається уникнути фiзично необґрунтованого пiдвищення
диференцiального порядку отриманих на основi рiвнянь суцiльностi в напруженнях ключових
рiвнянь для визначальних функцiй. Ефективнiсть числової реалiзацiї такого пiдходу залежить
вiд вибору визначальних функцiй.

У цiй роботi запропоновано узагальнення методу безпосереднього iнтегрування стосов-
но двовимiрних задач термопружностi щодо вибору визначальних функцiй. При розв’язаннi
плоских задач для прямокутної областi у декартових координатах i для кiльцевого сектора у
полярних та осесиметричної задачi для цилiндра скiнченної довжини з використанням iнтегро-
диференцiальних спiввiдношень, якi ґрунтуються на рiвняннях рiвноваги, введено єдину функ-
цiю, через яку подано всi компоненти тензора напружень. На основi рiвняння суцiльностi в
напруженнях з використанням цих спiввiдношень отримано ключове iнтегро-диференцiальне
рiвняння для визначальної функцiї, а набiр межових умов на сторонах (гранях) дослiджуваних
областей еквiвалентно зведено до набору iнтегральних умов для цiєї ж функцiї. Запропоновано
алгоритми вiдокремлення змiнних в отриманих ключових рiвняннях та подання їхнiх розв’язкiв
у формi явної залежностi вiд температурного поля з урахуванням межових умов.

2. Термопружна рiвновага прямокутника. Розглянемо плоску задачу термопружностi для
прямокутної областi \scrD R = \{ (x, y) \in [ - ax, ax] \times [ - ay, ay]\} при вiдсутностi масових сил та
вiльної вiд силових навантажень межi \delta \scrD R = \{ (x, y) : x = \pm ax\} \cup \{ (x, y) : y = \pm ay\} . Тут x, y
— безрозмiрнi декартовi координати, ax > 0, ay > 0 — сталi числовi параметри. Для визначення
трьох компонент тензора напружень \sigma xx, \sigma xy, \sigma yy у рамках цiєї задачi використовують [7, 8]
два рiвняння рiвноваги

\partial \sigma xx(x, y)

\partial x
+

\partial \sigma xy(x, y)

\partial y
= 0,

\partial \sigma xy(x, y)

\partial x
+

\partial \sigma yy(x, y)

\partial y
= 0, (x, y) \in \scrD R, (1)

та рiвняння суцiльностi в напруженнях

\Delta (\sigma xx(x, y) + \sigma yy(x, y)) = \alpha E\ast \Delta T (x, y), (x, y) \in \scrD R. (2)

Тут

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 10



ЗВЕДЕННЯ ДВОВИМIРНИХ ЗАДАЧ ТЕРМОПРУЖНОСТI ДЛЯ ТIЛ З КУТОВИМИ ТОЧКАМИ . . . 1357

\Delta =
\partial 2

\partial x2
+

\partial 2

\partial y2
, E\ast =

\Biggl\{ 
E для випадку плоского напруженого стану,

E/(1 - \nu ) для випадку плоскої деформацiї,

\alpha — коефiцiєнт лiнiйного температурного розширення, E — модуль Юнга, \nu — коефiцiєнт
Пуассона, T (x, y) — квазiстацiонарне температурне поле, визначене з вiдповiдної задачi тепло-
провiдностi [8].

Для розглянутого випадку вiльної вiд силових навантажень межi прямокутника \delta \scrD R рiв-
няння (1), (2) розв’язуватимемо при таких однорiдних межових умовах:

\sigma xx(\pm ax, y) = \sigma xy(\pm ax, y) = 0, y \in [ - ay, ay], \sigma yy(x,\pm ay) = \sigma xy(x,\pm ay) = 0, x \in [ - ax, ax].

(3)

Класичним пiдходом до розв’язування задач типу (1) – (3) є використання потенцiальних
функцiй напружень, зокрема бiгармонiчної функцiї Ерi \Phi R(x, y), уведеної виразами [7]

\sigma xx =
\partial 2\Phi R

\partial y2
, \sigma yy =

\partial 2\Phi R

\partial x2
, \sigma xy =  - \partial 2\Phi R

\partial x\partial y
. (4)

При поданнi напружень у виглядi (4) рiвняння рiвноваги (1) задовольняються тотожно, а рiв-
няння суцiльностi (2) та межовi умови (3) вiдповiдно набирають вигляду

\Delta 2\Phi R(x, y) =  - \alpha E\ast \Delta T (x, y) (5)

i

\Phi R(\pm ax, y) =
\partial \Phi R(x, y)

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=\pm ax

= 0, \Phi R(x,\pm ay) =
\partial \Phi R(x, y)

\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y=\pm ay

= 0. (6)

Побудова точних аналiтичних розв’язкiв крайових задач для бiгармонiчного рiвняння (5) з
неоднорiдними умовами, аналогiчними умовам (6), для областей з кутовими точками (прямо-
кутник, пiвсмуга та iн.) є суттєво ускладненою [13, 14].

Згiдно зi схемою реалiзацiї методу безпосереднього iнтегрування [1, 6, 15], рiвняння рiвно-
ваги (1) можна використати для того, щоб виразити двi з трьох компонент тензора напружень
через третю, вибрану за визначальну функцiю. Вибравши, наприклад, нормальнi напруження
\sigma xx за визначальнi, з рiвнянь (1) та вiдповiдних межових умов (3) отримаємо вирази [16, 18]

\sigma xy(x, y) =  - 1

2

\partial 

\partial x

ay\int 
 - ay

\sigma xx(x, \eta )sgn(y  - \eta )d\eta , \sigma yy(x, y) =
1

2

\partial 2

\partial x2

ay\int 
 - ay

\sigma xx(x, \eta ) | y  - \eta | d\eta 

(7)

та iнтегральнi умови

ay\int 
 - ay

\sigma xx(x, y)dy =

ay\int 
 - ay

y\sigma xx(x, y)dy = 0, x \in [ - ax, ax]. (8)
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Умови (8) вiдповiдають рiвностi нулевi головних вектора та моменту визначальних напру-
жень у перерiзi x = const. Зауважимо, що комутативнiсть диференцiальних та iнтегральних
операторiв у виразах (7) вимагає виконання певних умов, накладених на компоненти тензора
напружень [15].

Далi з використанням другого з рiвнянь (1) та умов (3) для дотичних напружень отримаємо
такi локальнi крайовi умови:

\sigma xx(\pm ax, y) =
\partial \sigma xx(x, y)

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=\pm ax

= 0,

а на основi (2), (7) знайдемо iнтегро-диференцiальне рiвняння

4
\partial 2\sigma xx(x, y)

\partial x2
+ 2

\partial 2\sigma xx(x, y)

\partial y2
+

ay\int 
 - ay

\partial 4\sigma xx(x, \eta )

\partial x4
| y  - \eta | d\eta =  - 2\alpha E\ast \Delta T (x, y). (9)

На вiдмiну вiд бiгармонiчного рiвняння (5) iнтегро-диференцiальне рiвняння (9) мiстить по-
хiдну другого порядку за координатою y . Кiлькiсть межових умов також вiдповiдно зменшено
на двi, оскiльки чотири локальнi умови (3) при y = \pm ay еквiвалентно замiнено двома iнте-
гральними умовами (8) для визначальної функцiї \sigma xx , фiзичне обґрунтування якої є очевидним.
Зауважимо, що у такий же спосiб можна звести задачу до ключового рiвняння з вiдповiдним
набором локальних крайових та iнтегральних умов при виборi за визначальну будь-якої iншої
компоненти тензора напружень; сам вибiр визначальних напружень залежить вiд специфiки
задачi [15].

Позбутися невизначеностi у виборi визначальних напружень при реалiзацiї методу безпо-
середнього iнтегрування рiвнянь рiвноваги можна шляхом уведення однiєї функцiї FR(x, y)

таким чином:

\sigma xx(x, y) =
1

2

ax\int 
 - ax

FR(\xi , y) | x - \xi | d\xi , \sigma yy(x, y) =
1

2

ay\int 
 - ay

FR(x, \eta ) | y  - \eta | d\eta ,

\sigma xy(x, y) =  - 1

2

\int \int 
\scrD R

FR(\xi , \eta )sgn(x - \xi )sgn(y  - \eta )d\xi d\eta .

(10)

Нескладно переконатися, що з використанням виразiв (10) рiвняння рiвноваги (1) задовольня-
ються тотожно, а вiсiм межових умов (3) для рiзних компонент тензора напружень зводяться
до чотирьох iнтегральних умов

ax\int 
 - ax

FR(x, y)dx =

ax\int 
 - ax

xFR(x, y)dx =

ay\int 
 - ay

FR(x, y)dy =

ay\int 
 - ay

yFR(x, y)dy = 0 (11)

для визначальної функцiї FR(x, y). Рiвняння суцiльностi (2) у цьому випадку зводимо до такого
ключового рiвняння:
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4FR(x, y) +
\partial 2

\partial x2

ay\int 
 - ay

FR(x, \eta ) | y  - \eta | d\eta +
\partial 2

\partial y2

ax\int 
 - ax

FR(\xi , y) | x - \xi | d\xi =  - 2\alpha E\ast \Delta T (x, y). (12)

Iнтегро-диференцiальне рiвняння (12) мiстить частиннi похiднi другого порядку за обо-
ма координатами з вiдповiдною кiлькiстю умов (11). Таким чином, у випадку плоскої задачi
термопружностi для прямокутної областi подання компонент тензора напружень (10) через
визначальну функцiю FR(x, y) дозволяє знизити порядок ключового рiвняння суцiльностi i
кiлькiсть межових (iнтегральних) умов.

Порiвнюючи вирази (4) i (10) для компонент тензора напружень, нескладно встановити
зв’язок мiж функцiєю напружень Ерi \Phi R(x, y) i визначальною функцiєю FR(x, y) при однорiд-
них межових умовах (3):

\Phi R(x, y) =
1

4

\int \int 
\scrD R

FR(\xi , \eta ) | (x - \xi )(y  - \eta )| d\xi d\eta , FR(x, y) =
\partial 4\Phi R(x, y)

\partial x2\partial y2
.

Для побудови розв’язку ключового iнтегро-диференцiального рiвняння (12) з однорiдни-
ми умовами (11) зручно розвинути функцiю FR(x, y) i задане температурне поле T (x, y) у
ряди за повними ортогональними системами функцiй [1, 2] \{ 1, x, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma nx/ax, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx/ax\} i
\{ 1, y, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma ny/ay, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda ny/ay\} , де \gamma n = n\pi , \lambda n — додатнi коренi трансцендентного рiвняння
tg\lambda = \lambda , пронумерованi у порядку зростання, n \in \BbbN . Цi системи функцiй ефективно викорис-
танi у роботах [16, 18] для розвинення нормальних компонент тензора напружень при побудовi
розв’язкiв плоских задач теорiї пружностi та термопружностi у прямокутнiй областi. Викори-
стання таких систем функцiй дозволяє тотожно задовольнити умови (11) для кожної гармонiки.
Задоволення ж ключового iнтегро-диференцiального рiвняння (12) забезпечується при

FR(x, y) =
\infty \sum 
i=1

F (i)(x, y), (13)

де складовi для парних i непарних верхнiх iндексiв мають вигляд

F (2i - 1)(x, y) =
\infty \sum 
n=1

\biggl( 
Y (2i - 1)
c,n (y) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\gamma nx

ax
+ Y (2i - 1)

s,n (y) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda nx

ax

\biggr) 
,

F (2i)(x, y) =

\infty \sum 
m=1

\biggl( 
X(2i)

c,m (x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\gamma my

ay
+X(2i)

s,m (x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda my

ay

\biggr) 
, i = 1, 2, . . . ,

(14)

i є розв’язками рiвнянь
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2F (2i - 1)(x, y) +
1

2

ax\int 
 - ax

\partial 2F (2i - 1)(\xi , y)

\partial y2
| x - \xi | d\xi + 1

2

ay\int 
 - ay

\partial 2F (2i - 1)(x, \eta )

\partial x2
| y  - \eta | d\eta =

=
\partial 2g(2i - 1)(x, y)

\partial y2
 - \partial 2g(2i - 2)(x, y)

\partial x2
 - \alpha E\ast \partial 

2T (x, y)

\partial x2
\delta 2i - 1,1,

2F (2i)(x, y) +
1

2

ax\int 
 - ax

\partial 2F (2i)(\xi , y)

\partial y2
| x - \xi | d\xi + 1

2

ay\int 
 - ay

\partial 2F (2i)(x, \eta )

\partial x2
| y  - \eta | d\eta =

=
\partial 2g(2i)(x, y)

\partial x2
 - \partial 2g(2i - 1)(x, y)

\partial y2
 - \alpha E\ast \partial 

2T (x, y)

\partial y2
\delta 2i,1

(15)

для кожного значення i = 1, 2, . . . . Тут

g(2i - 1)(x, y) =

\infty \sum 
n=1

\biggl( 
Y (2i - 1)
c,n (y)

a2x \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma n
\gamma 2n

+ axxY
(2i - 1)
s,n (y)

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda n

\lambda n

\biggr) 
,

g(2i)(x, y) =

\infty \sum 
m=1

\Biggl( 
X(2i)

c,m (x)
a2y \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma m

\gamma 2m
+ ayyX

(2i)
s,m (x)

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda m

\lambda m

\Biggr) 
.

(16)

Пiдсумовуючи (15) i (16) навiть у скiнченному дiапазонi змiни iндексу i, отримуємо рiв-
няння, що збiгається з (12) iз точнiстю до лiнiйного за координатами x та y доданка. В роботi
[16] показано, що зi збiльшенням iндексу i члени (14) ряду (13) рiвномiрно прямують до нуля.
Тому якщо складовi F (2i - 1) i F (2i) є розв’язками рiвнянь (15), (16), то iнтегро-диференцiальне
рiвняння (12) можна задовольнити з довiльною наперед заданою точнiстю.

3. Термопружна рiвновага кiльцевого сектора. Розглянемо плоску задачу термопружнос-
тi для кiльцевого сектора \scrD S = \{ (\rho , \varphi ) : \rho \in [k, 1] , \varphi \in [ - \theta , \theta ], \theta \in (0, \pi )\} , яка за вiдсутностi
масових сил описується рiвняннями рiвноваги [7]

\partial (\rho \sigma rr(\rho , \varphi ))

\partial \rho 
+

\partial \sigma r\varphi (\rho , \varphi )

\partial \varphi 
= \sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi ),

1

\rho 

\partial 
\bigl( 
\rho 2\sigma r\varphi (\rho , \varphi )

\bigr) 
\partial \rho 

+
\partial \sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )

\partial \varphi 
= 0 (17)

i рiвнянням суцiльностi в напруженнях

\Delta S (\sigma rr(\rho , \varphi ) + \sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )) =  - \alpha E\ast \Delta ST (\rho , \varphi ), \Delta S =
1

\rho 

\partial 

\partial \rho 

\biggl( 
\rho 
\partial 

\partial \rho 

\biggr) 
+

1

\rho 2
\partial 2

\partial \varphi 2
(18)

за вiльної вiд силових навантажень межi \delta \scrD S :

\sigma rr(k, \varphi ) = \sigma rr(1, \varphi ) = \sigma r\varphi (k, \varphi ) = \sigma r\varphi (1, \varphi ) = 0, \varphi \in [ - \theta , \theta ],

\sigma rr(\rho ,\pm \theta ) = \sigma r\varphi (\rho ,\pm \theta ) = 0, \rho \in [k, 1].
(19)

Тут \rho = r/Ro , k = Ri/Ro , r — полярний радiус, Ri i Ro — вiдповiдно внутрiшнiй i зовнiшнiй
радiуси, що обмежують сектор \scrD S у розмiрних координатах.
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Як i для випадку прямокутника у декартових координатах, можна скористатись спiввiдно-
шеннями [7]

\sigma rr(\rho , \varphi ) =
1

\rho 

\partial \Phi S(\rho , \varphi )

\partial \rho 
+

1

\rho 2
\partial 2\Phi S(\rho , \varphi )

\partial \varphi 2
,

\sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi ) =
\partial 2\Phi S(\rho , \varphi )

\partial \rho 2
, \sigma r\varphi (\rho , \varphi ) =  - \partial 

\partial \rho 

\biggl( 
1

\rho 

\partial \Phi S(\rho , \varphi )

\partial \varphi 

\biggr) 
,

(20)

щоб задовольнити рiвняння рiвноваги (17) тотожно та звести рiвняння суцiльностi (18) й межовi
умови (19) для компонент тензора напружень вiдповiдно до бiгармонiчного рiвняння

\Delta 2
S\Phi S(\rho , \varphi ) =  - \alpha E\ast \Delta ST (\rho , \varphi )

та умов на потенцiальну функцiю

\Phi S(k, \varphi )=\Phi S(1, \varphi )=
\partial \Phi S(\rho , \varphi )

\partial \rho 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\rho =k

=
\partial \Phi S(\rho , \varphi )

\partial \rho 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\rho =1

=0, \Phi S(\rho ,\pm \theta )=
\partial \Phi S(\rho , \varphi )

\partial \varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\varphi =\pm \theta 

=0.

Як i у випадку задачi для прямокутної областi, можна скористатися рiвняннями рiвноваги
для того, щоб визначити компоненти тензора напружень через одну визначальну компоненту.
Якщо, наприклад, у якостi останньої вибрати напруження \sigma \varphi \varphi , то аналогiчнi (7) спiввiдношення
отримаємо у виглядi

\sigma rr(\rho , \varphi ) =
1

2\rho 

1\int 
k

\biggl( 
\sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta ) +

1

\rho 

\partial 2\sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi )

\partial \varphi 2
| \rho  - \eta | 

\biggr) 
d\eta ,

\sigma r\varphi (\rho , \varphi ) =  - 1

2\rho 2
\partial 

\partial \varphi 

1\int 
k

\eta \sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta .

Тодi задача термопружностi для кiльцевого сектора (17) – (19) звeдeться до iнтегрування клю-
чового рiвняння

2\rho 
\partial 

\partial \rho 

\biggl( 
\rho 
\partial \sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )

\partial \rho 

\biggr) 
+ 2\rho 2

\partial 

\partial \rho 

\biggl( 
\sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )

\rho 

\biggr) 
+

1

\rho 

1\int 
k

\sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} (\rho  - \eta ) d\eta +

+
\partial 2

\partial \varphi 2

\left(  4\sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi ) - 
2

\rho 

1\int 
k

\sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta +
5

\rho 2

1\int 
k

\sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi ) | \rho  - \eta | d\eta 

\right)  +

+
1

\rho 2
\partial 4

\partial \varphi 4

1\int 
k

\sigma \varphi \varphi (\eta , \varphi ) | \rho  - \eta | d\eta =  - 2\rho 2\alpha E\ast \Delta ST (\rho , \varphi )

з набором локальних межових та iнтегральних умов
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\sigma \varphi \varphi (\rho ,\pm \theta ) =
\partial \sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )

\partial \varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\varphi =\pm \theta 

= 0,

1\int 
k

\sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )d\rho =

1\int 
k

\rho \sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi )d\rho = 0,

записаниx у термiнах колових напружень \sigma \varphi \varphi .

За визначальнi можна вибрати i дотичнi напруження, але, на вiдмiну вiд випадку декартових
координат, визначити дотичнi i коловi напруження окремо через радiальнi не вдається.

Якщо ввести функцiю FS(\rho , \varphi ) за допомогою виразiв

\sigma rr(\rho , \varphi ) =
1

4\rho 

\int \int 
\scrD S

FS(\eta , \xi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta ) | \varphi  - \xi | d\xi d\eta +
1

2\rho 2

1\int 
k

FS(\eta , \varphi ) | \rho  - \eta | d\eta ,

\sigma r\varphi (\rho , \varphi ) =  - 1

4\rho 2

\int \int 
\scrD S

\eta FS(\eta , \xi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\varphi  - \xi )d\xi d\eta , (21)

\sigma \varphi \varphi (\rho , \varphi ) =
1

2

\theta \int 
 - \theta 

FS(\rho , \xi ) | \varphi  - \xi | d\xi ,

то рiвняння рiвноваги (17) задовольняться тотожно, рiвняння суцiльностi (18) зведеться до
ключового iнтегро-диференцiального рiвняння

4\rho 2FS(\rho , \varphi ) +
\rho 

2

\int \int 
\scrD S

F (\eta , \xi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta ) | \varphi  - \xi | d\xi d\eta +

1\int 
k

\partial 2FS(\eta , \varphi )

\partial \varphi 2
| \rho  - \eta | d\eta +

+2

1\int 
k

(\rho  - 2\eta )FS(\eta , \varphi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta +

+\rho 2
\theta \int 

 - \theta 

\biggl( 
\partial 

\partial \rho 

\biggl( 
\rho 2

\partial FS(\rho , \xi )

\partial \rho 

\biggr) 
 - FS(\rho , \xi )

\biggr) 
| \varphi  - \xi | d\xi =  - 2\rho 4\alpha E\ast \Delta ST (\rho , \varphi ), (22)

а межовi умови (19) наберуть вигляду

1\int 
k

FS(\rho , \varphi )d\rho =

1\int 
k

\rho FS(\rho , \varphi )d\rho = 0,

\theta \int 
 - \theta 

FS(\rho , \varphi )d\varphi =

\theta \int 
 - \theta 

\varphi FS(\rho , \varphi )d\varphi = 0. (23)

За допомогою описаного вище алгоритму вiдокремлення змiнних можна побудувати ана-
лiтичний розв’язок ключового iнтегро-диференцiального рiвняння (22) з умовами (23), вико-
риставши розвинення заданої та шуканої функцiй у ряди за повними системами функцiй: за
кутовою координатою \varphi така система є аналогiчною використаним у випадку декартових коор-
динат \{ 1, \varphi , \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma n\varphi , \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda n\varphi \} , а за радiальною координатою \rho слiд використати неортогональну
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повну систему

\Biggl\{ 
1

\rho 2
,
1

\rho 2
\mathrm{l}\mathrm{n} \rho ,

1

\rho 2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\~\lambda n \mathrm{l}\mathrm{n} \rho 

1 - k
,
1

\rho 2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\~\lambda n \mathrm{l}\mathrm{n} \rho 

1 - k

\Biggr\} 
, де \~\lambda n — додатнi коренi трансцен-

дентного рiвняння \mathrm{t}\mathrm{g}

\biggl( 
\lambda 

2
\mathrm{l}\mathrm{n} k

\biggr) 
=  - 1 - k

1 + k
\lambda , а алгоритм розвинення довiльної функцiї за цiєю

системою наведено в роботi [4].
Порiвнявши вирази (20) i (21), знайдемо спiввiдношення мiж функцiєю напружень Ерi

\Phi S(\rho , \varphi ) та введеною визначальною функцiєю FS(\rho , \varphi ) в полярнiй системi координат:

\Phi S(\rho , \varphi ) =
1

4

\int \int 
\scrD S

FS(\eta , \xi ) | (\rho  - \eta )(\varphi  - \xi )| d\xi d\eta , FS(\rho , \varphi ) =
\partial 4\Phi S(\rho , \varphi )

\partial \rho 2\partial \varphi 2
.

4. Осесиметрична задача термопружностi для скiнченного порожнистого цилiндра.
Розглянемо задачу про термопружну рiвновагу однорiдного iзотропного порожнистого цилiндра
\scrC = \{ (\rho , \varphi , z) : \rho \in [k, 1], \varphi \in [0, 2\pi ], z \in [ - h, h]\} в осесиметричному температурному полi
T (\rho , z), де \rho = r/Ro , z = Z/Ro , k = Ri/Ro , h = H/Ro , r, Z — радiальна та осьова координати
розмiрної цилiндричної системи, Ri i Ro — внутрiшнiй i зовнiшнiй радiуси цилiндра, 2H

— довжина його твiрної. У цьому випадку при вiдсутностi масових сил компоненти тензора
напружень в осьовому перерiзi цилiндра \scrD C = \{ (\rho , z) : \rho \in [k, 1], z \in [ - h, h]\} задовольняють
два рiвняння рiвноваги [17]

\partial 

\partial \rho 
(\rho \sigma rr(\rho , z)) + \rho 

\partial \sigma rz(\rho , z)

\partial z
= \sigma \varphi \varphi (\rho , z),

\partial 

\partial \rho 
(\rho \sigma rz(\rho , z)) + \rho 

\partial \sigma zz(\rho , z)

\partial z
= 0, (\rho , z) \in \scrD C,

(24)

два рiвняння суцiльностi в напруженнях

\rho 
\partial 

\partial \rho 
(\sigma \varphi \varphi (\rho , z) - \nu (\sigma rr(\rho , z) + \sigma zz(\rho , z))) + (1 + \nu ) (\sigma \varphi \varphi (\rho , z) - \sigma rr(\rho , z)) =  - \alpha E\ast \rho 

\partial T (\rho , z)

\partial \rho 
,

\rho 
\partial 

\partial z2
(\sigma \varphi \varphi (\rho , z) - \nu (\sigma rr(\rho , z) + \sigma zz(\rho , z))) - 2 (1 + \nu )

\partial \sigma rz(\rho , z)

\partial z
+ (25)

+
\partial 

\partial \rho 
(\sigma zz(\rho , z) - \nu (\sigma rr(\rho , z) + \sigma \varphi \varphi (\rho , z))) =  - \alpha E\ast 

\biggl( 
\rho 
\partial T (\rho , z)

\partial z2
+

\partial T (\rho , z)

\partial \rho 

\biggr) 
, (\rho , z) \in \scrD C,

та однорiднi межовi умови

\sigma rr(k, z) = \sigma rr(1, z) = \sigma rz(k, z) = \sigma rz(1, z) = 0, z \in [ - h, h],

\sigma zz(\rho ,\pm h) = \sigma zz(\rho ,\pm h) = 0, \rho \in [k, 1].
(26)

Зауважимо, що якщо у процесi використання методу безпосереднього iнтегрування для цiєї
задачi за визначальнi функцiї вибрати компоненти тензора напружень чи їхнi комбiнацiї, то
на вiдмiну вiд розглянутих вище плоских задач тут неможливо обiйтись однiєю визначальною
функцiєю. У роботах [3, 17] за визначальнi функцiї вибрано, наприклад, осьовi напруження
\sigma zz i перший iнварiант тензора напружень \sigma I = \sigma rr + \sigma \varphi \varphi + \sigma zz або сумарнi напруження
\sigma = \sigma rr + \sigma \varphi \varphi i перший iнварiант \sigma I .
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Виразимо компоненти тензора напружень через функцiю FC(\rho , z) таким чином:

1

\rho 

\partial 

\partial \rho 

\bigl( 
\rho 2\sigma rr(\rho , z)

\bigr) 
 - \sigma (\rho , z) =

1

2

1\int 
k

\eta FC(\eta , z)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta ,

\sigma zz(\rho , z) =
1

2

h\int 
 - h

FC(\rho , \zeta ) | z  - \zeta | d\zeta , (27)

\sigma rz(\rho , z) =  - 1

4\rho 

\int \int 
\scrD C

\eta FC(\eta , \zeta )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(z  - \zeta )d\eta d\zeta .

Тодi рiвняння рiвноваги (24) задовольняються тотожно, а межовi умови (26) виконуються, якщо
введена функцiя задовольняє однорiднi iнтегральнi умови

1\int 
k

\rho FC(\rho , z)d\rho =

h\int 
 - h

FC(\rho , z)dz =

h\int 
 - h

zFC(\rho , z)dz = 0. (28)

З урахуванням рiвнянь рiвноваги (24) i формул (27) запишемо перше рiвняння суцiльностi
(25) у виглядi

\rho 
\partial \sigma (\rho , z)

\partial \rho 
=  - \rho 

\partial 

\partial \rho 

\left(  T (\rho , z) +
\nu 

2

h\int 
 - h

FC(\rho , \zeta ) | z  - \zeta | d\zeta 

\right)  +
1 + \nu 

2

1\int 
k

\eta FC(\eta , z)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta .

(29)

Розв’язуючи систему рiвнянь (24), (29) з межовими умовами (26) вiдносно радiальних
напружень \sigma rr з урахуванням першої iнтегральної умови (28), отримуємо вирази

\sigma (\rho , z) =  - T (\rho , z) +
2

1 - k2

1\int 
k

\eta T (\eta , z)d\eta +
\nu 

2

h\int 
 - h

FC(\rho , \zeta ) | z  - \zeta | d\zeta +

+
1 - \nu 

2(1 - k2)

1\int 
k

\eta 3FC(\eta , z)d\eta +
1 + \nu 

2

1\int 
k

\eta FC(\eta , z)

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta ) \mathrm{l}\mathrm{n}

\rho 

\eta 
+

1 + k2

1 - k2
\mathrm{l}\mathrm{n} \eta 

\biggr) 
d\eta , (30)

2\rho 2\sigma rr(\rho , z) =  - 
1\int 

k

\eta T (\eta , z)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta +
2\rho 2  - 1 - k2

1 - k2

1\int 
k

\eta T (\eta , z)d\eta +

+
\nu 

2

\int \int 
\scrD C

\eta FC(\eta , \zeta ) | z  - \zeta | \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta d\zeta +

+
1 - \nu 

4

1\int 
k

\eta FC(\eta , z)

\biggl( 
2\rho 2  - 1 - k2

1 - k2
\eta 2 + (\rho 2  - \eta 2)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )

\biggr) 
d\eta +
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+
1 + \nu 

2

1\int 
k

\eta FC(\eta , z)

\biggl( 
\rho 2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\rho 

\eta 
\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta ) +

\rho 2(1 + k2) - 2k2

1 - k2
\mathrm{l}\mathrm{n} \eta 

\biggr) 
d\eta . (31)

Таким чином, у випадку осесиметричної задачi термопружностi для однорiдного iзотропно-
го порожнистого цилiндра скiнченної довжини компоненти тензора напружень виражаються
через одну скалярну функцiю FC(\rho , z) за допомогою спiввiдношень (27), (30) i (31). Рiвняння
рiвноваги (24) i перше рiвняння суцiльностi (25) при цьому задовольняються тотожно, а вiсiм
межових умов (26) для рiзних компонент тензора напружень еквiвалентно замiнюються трьо-
ма iнтегральними умовами (28). Цi формули можна застосовувати i для суцiльного цилiндра
(k = 0), при цьому невизначеностi, що виникають при \rho \rightarrow 0, розкриваються за правилом
Лопiталя. Зауважимо, що при F \equiv 0 отримуємо вiдомий розв’язок одновимiрної задачi термо-
пружностi для довгого порожнистого цилiндра [10].

Для визначення невiдомої функцiї FC (\rho , z), що задовольняє iнтегральнi умови (28), вико-
ристаємо друге рiвняння суцiльностi (25), яке з урахуванням формул (27), (30) набере вигляду

1

4

1\int 
k

\eta 
\partial 2FC(\eta , z)

\partial z2

\biggl( 
\eta 2  - \rho 2

2
+ \rho 2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\rho 

\eta 

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )d\eta +

1\int 
k

\eta FC(\eta , z)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} (\rho  - \eta )d\eta +

+
1

2(1 - k2)

1\int 
k

\eta 
\partial 2FC(\eta , z)

\partial z2

\biggl( 
\eta 2

2

\biggl( 
1 - \nu 

1 + \nu 
\rho 2 +

1 + k2

2

\biggr) 
+

\biggl( 
1 + k2

2
\rho 2 +

1 + \nu 

1 - \nu 
k2
\biggr) 
\mathrm{l}\mathrm{n} \eta 

\biggr) 
d\eta +

+
\rho 

2

\partial 

\partial \rho 

h\int 
 - h

FC(\rho , \zeta ) | z  - \zeta | d\zeta =  - \rho 

1 - \nu 

\partial T (\rho , z)

\partial \rho 
 - 

 - 1

2

1\int 
k

\eta 
\partial 2T (\eta , z)

\partial z2

\biggl( 
1

1 - k2

\biggl( 
2\rho 2

1 + \nu 
+

1 + k2

1 - \nu 

\biggr) 
+

\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\rho  - \eta )

1 - \nu 

\biggr) 
d\eta . (32)

Для побудови розв’язку ключового рiвняння (32) шукану й задану функцiї слiд розвинути у
подвiйнi ряди за такими повними системами функцiй: за осьовою координатою використано та-
ку ж систему, як i у випадку плоскої задачi в декартових координатах \{ 1, z, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma nz/h, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nz/h\} ;
за радiальною координатою — повну систему [10] \{ 1, U0(sm\rho ),m \in \BbbN \} , де U0(sm\rho ) = Y1(sm)\times 
\times J0(sm\rho ) - J1(sm)Y0(sm\rho ), sm — додатнi коренi рiвняння J1(s)Y1(sk) - Y1(s)J1(sk) = 0, Jj ,
Yj — функцiї Бесселя першого та другого роду порядку j . Зауважимо, що у випадку суцiльного
цилiндра (k = 0) Um(\rho ) = J0 (sm\rho ), а sm — коренi рiвняння J1(s) = 0. Використання цих
розвинень дає змогу вiдокремити змiннi у ключовому рiвняннi (32) та задовольнити умови (28)
з використанням алгоритму [19].

Як i для розглянутих вище плоских задач, можна показати зв’язок мiж визначальною функ-
цiєю FS , уведеною виразами (27), та бiгармонiчною функцiєю Лява \Phi C , що задовольняє одно-
рiдне бiгармонiчне рiвняння [11]

\Delta 2
C\Phi C(\rho , z) = 0, \Delta C =

\partial 2

\partial \rho 2
+

1

\rho 

\partial 

\partial \rho 
+

\partial 2

\partial z2
, (33)
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i пов’язана з компонентами тензора напружень виразами

\sigma rr(\rho , z) =
\partial 

\partial z

\biggl( 
\nu \Delta C\Phi C(\rho , z) - 

\partial 2\Phi C(\rho , z)

\partial \rho 2

\biggr) 
,

\sigma zz(\rho , z) =
\partial 

\partial z

\biggl( 
(2 - \nu )\Delta C\Phi C(\rho , z) - 

\partial 2\Phi C(\rho , z)

\partial z2

\biggr) 
,

\sigma \varphi \varphi (\rho , z) =
\partial 

\partial z

\biggl( 
\nu \Delta C\Phi C(\rho , z) - 

1

\rho 

\partial \Phi C(\rho , z)

\partial \rho 

\biggr) 
,

\sigma rz(\rho , z) =
\partial 

\partial \rho 

\biggl( 
(1 - \nu )\Delta C\Phi C(\rho , z) - 

\partial 2\Phi C(\rho , z)

\partial z2

\biggr) 
.

5. Висновки. Запропоновано узагальнення схеми реалiзацiї методу безпосереднього iнте-
грування вихiдних рiвнянь двовимiрних задач термопружностi для тiл скiнченних розмiрiв з
кутовими точками, яке дозволяє унiфiкувати вибiр визначальних функцiй, зокрема для плоскої
задачi у полярних координатах та осесиметричної задачi. З використанням рiвнянь рiвноваги
всi компоненти тензора напружень визначено через одну функцiю для кожної задачi, а саме,
через FR(x, y) з використанням (10) для плоскої задачi термопружностi у прямокутнiй областi,
через FS(\rho , \varphi ) з використанням (21) для плоскої задачi у полярних координатах для кiльце-
вого сектора та через FC(\rho , z) за допомогою виразiв (27) у випадку осесиметричної задачi
термопружностi для цилiндра скiнченної довжини. З урахуванням розмiрностi введених у та-
кий спосiб визначальних функцiй їх фiзичний змiст можна умовно визначити як «густину»
напружень. Встановлено зв’язок мiж уведеними визначальними функцiями та традицiйно ви-
користовуваними бiгармонiчними функцiями Ерi у полярних та декартових координатах i Лява
у випадку осесиметричної задачi.

Ключовi рiвняння (12), (22) i (32) для введених визначальних функцiй FR(x, y), FS(\rho , \varphi ),
FC(\rho , z) є iнтегро-диференцiальними рiвняннями, що мiстять удвiчi нижчi частиннi похiднi у
порiвняннi з класичними ключовими рiвняннями i пiсля вiдповiдного диференцiювання зво-
дяться до останнiх. Однак зведення класичних визначальних рiвнянь до отриманих у роботi
шляхом вiдповiдного iнтегрування вимагає задоволення певних умов погодження, якi визна-
чаються поведiнкою наявних у цих рiвняннях функцiй на межi розглянутих областей. Запро-
поновано алгоритм вiдокремлення змiнних в отриманих ключових рiвняннях з використан-
ням вiдповiдних розвинень шуканих визначальних функцiй i заданого температурного поля за
повними системами функцiй, що вiдповiдають фiзичному характеру сформульованих задач i
враховують геометрiю областей.

Зауважимо, що наявнiсть можливостi зведення задач термопружностi до визначення однiєї
функцiї, яка має фiзичний змiст iз вiдповiдними iнтегральними умовами, є корисною для розро-
блення ефективних методiв керування напружено-деформованим станом тiл, що моделюються
розглянутими репрезентативними областями [6].
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