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УМОВИ IСНУВАННЯ БАЗОВИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ЛIНIЙНИХ МНОЖИННОЗНАЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

In this paper, we discusses various definitions and properties of the derivative of a set-valued mapping. Also, we consider a
linear set-valued differential equation and investigate the problem of existence of solutions of this equation with Hukuhara
derivative, PS-derivative and BG-derivative. The obtained results are illustrated with model examples.

Розглянуто рiзнi означення похiдної множиннозначного вiдображення та їхнi властивостi. Вивчається лiнiйне мно-
жиннозначне диференцiальне рiвняння та дослiджується iснування розв’язкiв цього рiвняння з похiдною Хукухари,
PS-похiдною та BG-похiдною. Отриманi результати проiлюстровано на модельних прикладах.

1. Вступ. У 1969 р. F. S. de Blasi та F. Iervolino розглянули множиннозначнi диференцiальнi
рiвняння з похiдною Хукухари [1]. У подальшому множиннозначнi диференцiальнi, iнтегральнi
та дискретнi рiвняння i включення стали важливою частиною теорiї множиннозначного аналiзу
i вивчались у багатьох роботах (див. [2 – 9] та наведену в них бiблiографiю).

У цiй статтi ми спочатку розглянемо деякi означення похiдної множиннозначного вiдобра-
ження (похiдної Хукухари [10], PS-похiдної [12, 13] i BG-похiдної [14 – 18]) та деякi їхнi вла-
стивостi. Потiм дослiдимо лiнiйнi множиннозначнi диференцiальнi рiвняння з цими похiдними
та отримаємо умови iснування розв’язкiв цих рiвнянь.

2. Основнi означення i позначення. Нехай conv(Rn) — простiр непорожнiх опуклих ком-
пактних пiдмножин простору Rn з метрикою Гаусдорфа

h(A,B) = min\{ r ≥ 0 : A ⊂ B +Br(0), B ⊂ A+Br(0)\} ,

де A,B \in conv(Rn), Br(c) = \{ x \in Rn : \| x - c\| \leq r\} — куля радiуса r > 0 з центром у c \in Rn.

Крiм звичайних теоретико-множинних операцiй розглянемо у просторi conv(Rn) ще двi
операцiї: суму Мiнковського множин A + B = \{ a + b : a \in A, b \in B\} i добуток скаляра на
множину \lambda A = \{ \lambda a : a \in A, \lambda \in R1\} .

Цi операцiї задовольняють такi властивостi [5 – 7, 19]:

1) A+ \{ 0\} = A;

2) A+B = B +A;

3) 1A = A, 0A = \{ 0\} ;
4) (\lambda + \mu )A = \lambda A+ \mu A;

5) \beta (A+B) = \beta A+ \beta B;

6) h(A+ C,B + C) = h(A,B);

7) h(\beta A, \beta B) = | \beta | h(A,B);

8) h(\beta A, \gamma A) \leq | \beta  - \gamma | h(A, \{ 0\} )
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для всiх A,B,C \in conv(Rn), \lambda , \mu \in R1
+ i β, γ \in R1, де \{ 0\} — нульова множина, що мiстить

лише нульовий вектор 0 = (0, . . . , 0)T \in Rn.

Як вiдомо [19], метричний простiр (conv(Rn), h) є повним метричним простором. Однак
простiр conv(Rn) не є лiнiйним простором щодо наведених операцiй, тому що в загальному
випадку не можна ввести поняття протилежного елемента для A \in conv(Rn) [2, 5 – 7, 19].
Елемент ( - 1)A, очевидно, таким не є, тому що в загальному випадку A+ ( - 1)A = \{ 0\} , хоча
якщо A = \{ a\} , a \in Rn, то ( - 1)A = \{  - a\} — протилежний елемент. Вiдсутнiсть протилежного
елемента в просторi conv(Rn) призводить до неоднозначного введення поняття рiзницi множин
i умов її iснування. Як наслiдок запропоновано альтернативнi означення рiзницi [10, 19, 21, 23],
але кожна з них має свої як позитивнi, так i негативнi властивостi.

У данiй статтi ми будемо використовувати рiзницю Хукухари [10], яка є окремим випадком
рiзницi Мiнковського [11].

Означення 1 [19]. Нехай A,B \in conv(Rn). Максимальна множина C \in conv(Rn) така,
що B + C ⊆ A, називається рiзницею Мiнковського множин A i B та позначається A ∗ B,

тобто C = \{ c \in Rn : c+B ⊆ A\} .
Наприклад, якщо A = \{ a \in R2 : | ai| \leq 3, i = 1, 2\} — квадрат зi стороною, яка дорiвнює 6,

B = \{ b \in R2 : \| b\| \leq 1\} — одиничний круг, то A ∗ B = C = \{ c \in R2 : | ci| \leq 2, i = 1, 2\} —
квадрат зi стороною, яка дорiвнює 4. Зазначимо, що B + C ⊂ A, але B + C = A.

Рiзниця Мiнковського задовольняє такi властивостi [19]:
1) A ∗ A = \{ 0\} для всiх A \in conv(Rn);

2) якщо A ∗ B iснує, то (A ∗ B) +B ⊆ A;

3) якщо A ∗ B iснує, то (\lambda A) ∗ B = (\lambda B) = \lambda (A ∗ B);

4) якщо A ∗ (B + C) iснує, то A ∗ (B + C) = A ∗ B ∗ C = A ∗ C ∗ B.

Зауваження 1. Якщо рiзниця Мiнковського A ∗ B iснує i виконується рiвнiсть (A ∗ B) +

+B = A, то говорять, що множина B повнiстю вимiтає множину A [19].
Зрозумiло, що рiзниця Мiнковського не завжди iснує. Але якщо для множин A i B рiзниця

Мiнковського A ∗ B iснує, то виконується така нерiвнiсть для дiаметрiв множин A i B :

diam(A) ≥ diam(B),

де diam(A) = max\| ψ\| =1

(
maxa\in Aa, \psi +maxa\in Aa, - \psi 

)
, a, \psi  — скалярний добуток векторiв

a, \psi \in Rn.

Очевидно, що в деяких випадках для рiзницi Мiнковського C = A ∗ B може виконуватись
умова B + C = A. Наприклад, якщо A =

{
a \in R2 : \| a\| \leq 3

}
, B =

{
b \in R2 : \| b\| \leq 1

}
, то

A ∗ B = C =
{
c \in R2 : \| c\| \leq 2

}
та, очевидно, що B + C = A.

Означення 2 [10]. Нехай A,B \in conv(Rn). Множина C \in conv(Rn) така, що A = B+C,

називається рiзницею Хукухари множин A i B та позначається A H B.

Зауваження 2. Рiзниця Хукухари є окремим випадком рiзницi Мiнковського, коли B пов-
нiстю вимiтає множину A [5 – 7, 19].

Наведемо деякi властивостi рiзницi Хукухари [2, 5 – 7, 19]:
1) якщо рiзниця Хукухари A H B двох множин A,B \in conv(Rn) iснує, то вона єдина;
2) A H A = \{ 0\} для всiх A \in conv(Rn);

3) (A+B) H B = A для всiх A,B \in conv(Rn);

4) якщо рiзниця Хукухари A H B двох множин A,B \in conv(Rn) iснує, то знайдеться таке
\alpha 0 ≥ 1, що для всiх \alpha \in (0, \alpha 0] буде iснувати рiзниця Хукухари A H \alpha B;
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5) якщо рiзниця Хукухари A H (B + C) iснує, то рiзницi Хукухари A H B та A H C

також iснують i A H (B + C) = A H B H C = A H C H B;

6) якщо рiзницi Хукухари A H B та A H C iснують, то знайдеться таке \alpha > 0, що рiзниця
Хукухари A H \alpha (B + C) iснує;

7) якщо множини A i B є центрально-симетричними (центрально-симетричнiсть розу-
мiється у сенсi [34]) i рiзниця Хукухари A H B iснує, то рiзницi Хукухари A H ( - 1)A,

B H ( - 1)B, ( - 1)A H B, A H ( - 1)B i ( - 1)A H ( - 1)B iснують;
8) якщо множини A i B не є центрально-симетричними i рiзниця Хукухари A H B iснує,

то рiзниця Хукухари ( - 1)A H ( - 1)B iснує, а рiзницi Хукухари A H ( - 1)A, B H ( - 1)B,

( - 1)A H B, A H ( - 1)B не iснують.
Зауваження 3. Очевидно, що:
1) якщо рiзниця Хукухари A H B iснує та одна з множин центрально-симетрична, то друга

множина також є центрально-симетричною;
2) якщо рiзниця Хукухари A H B iснує та одна з множин не є центрально-симетричною,

то друга множина також не є центрально-симетричною.
Бiльш детально властивостi рiзницi Хукухари розглянуто в [2, 5 – 7, 12, 19].
Означення 3 [10]. Множиннозначне вiдображення X(·) : [0, T ] → conv(Rn) має похiдну

Хукухари (H-похiдну) в точцi t \in (0, T ), якщо для всiх достатньо малих \Delta > 0 iснують
вiдповiднi H-рiзницi i множина DHX(t) \in conv(Rn) така, що

lim
∆→0+

\Delta  - 1(X(t+\Delta ) H X(t)) = lim
∆→0+

\Delta  - 1(X(t) H X(t - \Delta )) = DHX(t).

Зауваження 4. Властивостi похiдної Хукухари докладнiше розглянуто в [5 – 7, 12, 19].
Теорема 1 [10]. Якщо вiдображення X : [0, T ] → conv(Rn) є H-диференцiйовним на [0, T ],

то X(t) = X(0) +

∫ t

0
DHX(s)ds, де iнтеграл розумiється у сенсi [10].

Наслiдок 1. Якщо вiдображення X(·) є H-диференцiйовним на [0, T ], то функцiя
diam(X(·)) є неспадною на [0, T ].

Зауваження 5. Обернене твердження не є правильним. Наприклад, нехай X : [0, 1] →

→ conv(R2) таке, що X(t) = A(t)Ct(0), де A(t) =

(
cos(t)  - sin(t)

sin(t) cos(t)

)
— матриця обертання,

Ct(0) =
{
x \in R2 : | xi| \leq t, i = 1, 2

}
— квадрат зi стороною 2t. Очевидно, що diam(X(t)) =

= 2
√
2t. Однак вiдображення X(·) не є H-диференцiйовним на [0, 1].

Наслiдок 2. Якщо функцiя diam(X(·)) є спадною на [0, T ], то вiдображення X(·) не є
H-диференцiйовним на [0, T ].

Для подолання цих недолiкiв похiдної Хукухари було введено iншi типи похiдних для
множиннозначних вiдображень (Huygens-похiдна [20], \pi -похiдна [21, 22], T-похiдна [23]). Їхнi
властивостi вивчались у статтях [5, 7, 24 – 27]. Однак диференцiальнi рiвняння з похiдними
таких типiв виявилися дуже складними навiть на етапi формулювання [5 – 7, 23 – 27].

Пiзнiше А. В. Плотнiков i Н. В. Скрипник використали пiдходи, якi були запропонованi в
[23] для означення T -похiдної, i ввели нове означення похiдної.

Означення 4 [12, 13]. Нехай X : [0, T ] → conv(Rn). Будемо казати, що X(·) має PS-
похiдну DpsX(t) \in conv(Rn) у точцi t \in (0, T ), якщо для всiх достатньо малих \Delta > 0

вiдповiднi H-рiзницi iснують i виконується щонайменше одна з таких рiвностей:
1) lim∆→0\Delta 

 - 1(X(t+\Delta ) H X(t)) = lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t) H X(t - \Delta )) = DpsX(t),
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2) lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t) H X(t+\Delta )) = lim∆→0\Delta 

 - 1(X(t - \Delta ) H X(t)) = DpsX(t),

3) lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t+\Delta ) H X(t)) = lim∆→0\Delta 

 - 1(X(t - \Delta ) H X(t)) = DpsX(t),

4) lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t) H X(t+\Delta )) = lim∆→0\Delta 

 - 1(X(t) H X(t - \Delta )) = DpsX(t).

Властивостi цiєї похiдної було отримано в [12, 13, 35 – 37].
Пiзнiше M. T. Malinowski [15, 16], H. Vu i L. S. Dong [17], H. Vu i N. V. Hoa [18], N. V. Hoa i

N. D. Phu [28], N. D. Phu i N. N. Hung [29], Ş. E. Amrahov, A. Khastan, N. Gasilov i A. G. Fatullayev
[14] адаптували концепцiю Bede – Gal-похiдної [30 – 32] для вiдображень з iнтервальними зна-
ченнями на множиннозначнi вiдображення X : [0, T ] → conv(Rn) i отримали її властивостi
[14, 18].

Означення 5 [14, 17]. Нехай X : [0, T ] → conv(Rn). Будемо казати, що X(·) має BG-
похiдну DbgX(t) \in conv(Rn) у точцi t \in (0, T ), якщо для всiх достатньо малих \Delta > 0

вiдповiднi H-рiзницi iснують i виконується щонайменше одна з таких рiвностей:
1) lim∆→0\Delta 

 - 1(X(t+\Delta ) H X(t)) = lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t) H X(t - \Delta )) = DbgX(t),

2) lim∆→0( - \Delta ) - 1(X(t) H X(t+\Delta )) = lim∆→0( - \Delta ) - 1(X(t - \Delta ) H X(t)) = DbgX(t),

3) lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t+\Delta ) H X(t)) = lim∆→0( - \Delta ) - 1(X(t - \Delta ) H X(t)) = DbgX(t),

4) lim∆→0( - \Delta ) - 1(X(t) H X(t+\Delta )) = lim∆→0\Delta 
 - 1(X(t) H X(t - \Delta )) = DbgX(t).

Зауваження 6. У статтях [15, 16] розглянуто множиннозначнi вiдображення, що задоволь-
няють умову 4 означення 5, i названо цю похiдну похiдною Хукухари другого типу.

Далi наведемо деякi властивостi цих похiдних.
Зауваження 7. Якщо множиннозначне вiдображення X(·) H-диференцiйовне на [0, T ], то

воно BG-диференцiйовне на [0, T ] i PS-диференцiйовне на [0, T ], а також DHX(t) = DpsX(t) =

= DbgX(t).

Зауваження 8. Iснують множиннозначнi вiдображення, якi BG-диференцiйовнi i PS-дифе-
ренцiйовнi, але не H-диференцiйовнi.

Приклад 1. Множиннозначне вiдображення X(t) = B| t| (0) є PS-диференцiйовним на R1

та BG-диференцiйовним на R1 i DpsX(t) ≡ DbgX(t) ≡ B1(0). Але множиннозначне вiдобра-
ження X(·) є H-диференцiйовним лише на iнтервалi (0,+∞) i DHX(t) ≡ B1(0). На iнтер-
валi ( - ∞, 0) множиннозначне вiдображення X(·) не є H-диференцiйовним, оскiльки функцiя
diam(X(·)) є спадною на цьому промiжку.

Теорема 2 [13]. Якщо множиннозначне вiдображення X : [0, T ] → conv(Rn) є PS-диферен-
цiйовним на [0, T ], то для всiх t \in [0, T ]:

1) якщо функцiя diam(X(t)) є неспадною на [0, T ], то

X(t) = X(0) +

t∫

0

DpsX(s)ds;

2) якщо функцiя diam(X(t)) є спадною на [0, T ], то

X(t) = X(0) H

t∫

0

DpsX(s)ds.

Теорема 3 [14]. Якщо множиннозначне вiдображення X : [0, T ] → conv(Rn) є BG-диферен-
цiйовним на [0, T ], то для всiх t \in [0, T ]:
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Рис. 1. Графiк множиннозначного вiдображення X(t),
t \in [0, 2].

1) якщо функцiя diam(X(t)) є неспадною на [0, T ], то

X(t) = X(0) +

t

0

DbgX(s)ds;

2) якщо функцiя diam(X(t)) є спадною на [0, T ], то

X(t) = X(0) H ( - 1)

t

0

DbgX(s)ds.

Зауваження 9. Iснують множиннозначнi вiдображення X(·) такi, що DbgX(t) = DpsX(t)

для всiх t.

Приклад 2. Нехай X : [0, 2] → conv(R2) i X(t) = B| 1 - t| (g(t)), де g(t) = (t+ 1, t+ 1)T .

Очевидно, що на промiжку [0, 1] функцiя diam(X(t)) = 2  - 2t є спадною, а на промiжку
[1, 2] функцiя diam(X(t)) = 2t - 2 — зростаючою (рис. 1).

Множиннозначне вiдображення X(·) є BG-диференцiйовним на промiжку (0, 2) i DbgX(t) ≡
≡ B1(a), де a = (1, 1)T . Очевидно, що множиннозначне вiдображення DbgX(t) є непе-
рервним на промiжку (0, 2) (див. рис. 2, а). Але множиннозначне вiдображення X(·) є PS-
диференцiйовним на промiжку (0, 1) i DpsX(t) ≡ B1(b) = DbgX(t), де b = ( - 1, - 1)T , а також
на промiжку (1, 2) i DpsX(t) ≡ B1(a) = DbgX(t). Тобто PS-похiдна DpsX(t) не iснує в точцi
t = 1 (рис. 2, б).

Приклад 3. Нехай X : [0, 2] → conv(R2) таке, що

X(t) =

 
 


x \in R2 : x21 + x22 ≤ t, x2 ≥ 0


, t \in [0, 1],


x \in R2 : x21 + x22 ≤ 2 - t, x2 ≥ 0


, t \in (1, 2].

Очевидно, що на промiжку [0, 1] функцiя diam(X(t)) = 2t є зростаючою, а на промiжку
[1, 2] функцiя diam(X(t)) = 4 - 2t — спадною (рис. 3).
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Рис. 2. Графiки множиннозначних вiдображень DbgX(t) (a) i DpsX(t) (б), t \in [0, 2].
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Рис. 3. Графiк множиннозначного вiдображення X(t),
t \in [0, 2].

Множиннозначне вiдображення X(·) є PS-диференцiйовним на промiжку (0, 2) i DpsX(t) ≡
≡ {x \in R2 : x21 + x22 ≤ 1, x2 ≥ 0\} . Очевидно, що множиннозначне вiдображення DpsX(t) є
неперервним на промiжку (0, 2) (рис. 4, а).

Але множиннозначне вiдображення X(·) є BG-диференцiйовним на (0, 1) i DbgX(t) ≡
≡ DpsX(t), а також BG-диференцiйовним на промiжку (1, 2) i DbgX(t) ≡ ( - 1)DpsX(t).

Тобто BG-похiдна DbgX(t) не iснує в точцi t = 1 (рис. 4, б).
3. Лiнiйнi множиннозначнi диференцiальнi рiвняння. Розглянемо лiнiйне множиннознач-

не диференцiальне рiвняння

DX(t) = aX(t) + F, X(0) = X0, (1)

де a \in R1, F \in conv(Rn), X : [0, T ] → conv(Rn) — множиннозначне вiдображення; DX(t) є
однiєю з розглянутих ранiше похiдних

(
DHX(t), DpsX(t), DbgX(t)

)
.

Зауваження 10. У статтi [12] розглянуто систему (1) для випадку, коли F ≡ {0\} .
Означення 6. Множиннозначне вiдображення X(·) називається розв’язком системи (1)

на промiжку [0, T ], якщо воно неперервно диференцiйовне i задовольняє систему (1) на [0, T ].
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Рис. 4. Графiки множиннозначних вiдображень DpsX(t) (a) i DbgX(t) (б), t \in [0, 2].

Як вiдомо, лiнiйне диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари

DHX(t) = aX(t) + F, X(0) = X0, (2)

має єдиний розв’язок на промiжку [0, T ], який є також розв’язком iнтегрального рiвняння [5, 6]

X(t) = X0 + a

t∫

0

X(s)ds+ tF. (3)

Звiдси видно, що:
1) початкова множина X0 i множина F визначають геометричну форму поперечного пе-

рерiзу розв’язку X(t) в кожен момент часу t \in [0, T ], тобто X(t) = α(t)X0 + β(t)F, де α, β :
[0, T ] → R1

+ — деякi неперервнi функцiї;
2) функцiя diam(X(t)) є неспадною на [0, T ].

Зауваження 11 [5]. Якщо a > 0, то X(t) = eatX0 +
eat  - 1

a
F для всiх t \in [0, T ], тобто

α(t) = eat i β(t) =
eat  - 1

a
.

Приклад 4. Нехай n = 2, a = 1, X0 — трикутник iз вершинами ( - 1, 0)T , (0, 1)T , (1, 0)T ,

F =
{
f \in R2 : | f1| \leq 0,5, | f2| \leq 1

}
— прямокутник зi сторонами, якi дорiвнюють 1 i 2, T = 1.

Тодi розв’язок X(t) вiдповiдної системи (2) на промiжку [0, 1] має вигляд X(t) = etX0 +

+ (et  - 1)F для всiх t \in [0, T ]. Отже, при t = 0 множина X(0) збiгається з трикутником X0, а
в кожен момент часу t \in (0, 1] множина X(t) дорiвнює сумi трикутника X0 i прямокутника F

з коефiцiєнтами α(t) = et i β(t) = et  - 1 i має вигляд, зображений на рис. 5.
Зауваження 12 [33]. Система (2) може не бути еквiвалентною системi iнтервальнозначних

диференцiальних рiвнянь з похiдною Хукухари

DHX1(t) = aX1(t) + F1, X1(0) = X01,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

DHXn(t) = aXn(t) + Fn, Xn(0) = X0n,

(4)
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Рис. 5. Розв’язок X(t) диференцiального рiвняння (2)
з похiдною Хукухари на промiжку [0, 1].

де Xi : [0, T ] → conv(R1) — iнтервальнозначне вiдображення, X0i — проєкцiя множини X0 на
вiсь Oxi, Fi — проєкцiя множини F на вiсь Oxi, i = 1, n.

Якщо X(·) — розв’язок системи (2) i Xi(·), i = 1, n, — розв’язки системи (4), то X(t) ⊂
⊂ X1(t)× . . .×Xn(t) для всiх t \in [0, T ].

Якщо X0 = X01 × . . .×X0n i F = F1 × . . .× Fn, то система (2) еквiвалентна системi (4).

Продемоструємо це на такому прикладi.
Приклад 5. Нехай n = 2, a = 1, F = \{ 0\} , X0 = B1(0). Тодi системи (2) i (4) мають вигляд

DHX(t) = X(t), X(0) = B1(0), t \in [0, 2], (5)

i
DHX1(t) = X1(t), X1(0) = X01 = [ - 1, 1],

DHX2(t) = X2(t), X2(0) = X02 = [ - 1, 1],
(6)

де X : [0, 2] → conv(R2) — множиннозначне вiдображення, Xi : [0, 2] → conv(R1) — iнтерваль-
нозначне вiдображення, X0i — проєкцiя множини X0 на вiсь Oxi, i = 1, 2.

Множиннозначне вiдображення X(t) = Bet(0) є розв’язком системи (5). Iнтервальнозначнi
вiдображення Xi(t) = [ - et, et], i = 1, 2, є розв’язками системи (6). Очевидно, що X(t) ⊂
⊂ X1(t)×X2(t) для всiх t \in [0, 2] (рис. 6).

Але якщо початкова множина X(0) =
{
x \in R2 : | xi| \leq 1, i = 1, 2

}
є квадратом, то

X0 ≡ X01 × X02 i X(t) ≡ X1(t) × X2(t) для всiх t \in [0, 2], тобто розв’язки систем (5) i (6)
будуть збiгатися мiж собою (рис. 7).

Тепер розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння (1) iз PS- i BG-похiдною. Як вiдомо з
[13, 14, 35 – 37], цi диференцiальнi рiвняння мають принаймнi один розв’язок. Бiльш того, один
iз цих розв’язкiв (дiаметр якого є функцiєю, що не спадає) збiгається з розв’язком вiдповiдного
диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари (2).

Проiлюструємо це на такому прикладi.
Приклад 6. Нехай

DX(t) = X(t) +B1(0), X(0) = B1(0), t \in [0, 1], (7)
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Рис. 6. Розв’язки систем (5) i (6) у випадку X(t) ⊂
⊂ X1(t)×X2(t), t \in [0, 2]. Графiк X1(t)×X2(t)
зображено штрихом.
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Рис. 7. Розв’язки систем (5) i (6) у випадку X0 ≡ X01×X02.

де X : [0, 1] → co\mathrm{n}v(R2) — множиннозначне вiдображення, DX(t) — одна з похiдних(
DHX(t), DpsX(t), Dbg(t)

)
.

Множиннозначне вiдображення X(t) = B2et - 1(0) є розв’язком диференцiального рiвнян-
ня (7) iз похiдною Хукухари (рис. 8).

Множиннозначнi вiдображення X1(t) = B2et - 1(0) i X2(t) = B2e - t - 1(0) є розв’язками
диференцiального рiвняння (7) iз PS- i BG-похiдною (рис. 9, 10).

У цьому випадку розв’язки диференцiального рiвняння з PS-похiдною будуть також розв’яз-
ками диференцiального рiвняння з BG-похiдною i навпаки. Для першого розв’язку X1(·)
функцiя diam(X1(t)) є неспадною на промiжку [0, 1]. Для другого розв’язку X2(·) функцiя
diam(X2(t)) є спадною на промiжку [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)]. Також зазначимо, що перший розв’язок X1(·)
можна продовжити на промiжок [0,+∞), а другий розв’язок X2(·) iснує лише на промiжку
[0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)]. Очевидно, що перший розв’язок X1(·) є розв’язком диференцiального рiвняння з
похiдною Хукухари, тобто X(t) = X1(t) для всiх t \in [0, 1].
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Рис. 8. Розв’язок X(t) диференцiального рiвняння
(7) iз похiдною Хукухари на промiжку [0, 1].
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Рис. 9. Перший базовий розв’язок X1(t) диферен-
цiального рiвняння (7) iз PS- i BG-похiдною
на промiжку [0, 1].
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Рис. 10. Другий базовий розв’язок X2(t) диференцi-
ального рiвняння (7) з PS- i BG-похiдною на
промiжку [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].
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Рис. 11. Мiшаний розв’язок Y1(t) диференцiального
рiвняння (7) iз PS- i BG-похiдною на промiжку
[0, 1].
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Рис. 12. Мiшаний розв’язок Y2(t) диференцiального
рiвняння (7) iз PS- i BG-похiдною на промiж-
ку [0, 1].

Розв’язки X1(·) i X2(·) називаються базовими розв’язками. Розв’язок X1(·) називається
першим базовим розв’язком, а розв’язок X2(·) — другим базовим розв’язком.

Також зазначимо, що множиннозначнi вiдображення

Y1(t) =

 
 
B2et - 1(0), t \in [0; 0,5],

B2e1 - t - 1(0), t \in [0,5; 1],
Y2(t) =

 
 
B2e - t - 1(0), t \in [0; 0,5],

B2et - 1 - 1(0), t \in [0,5; 1],

також будуть розв’язками диференцiального рiвняння (7) iз PS- i BG-похiдною (рис. 11, 12).
Очевидно, що такi розв’язки легко побудувати завдяки базовим розв’язкам, i для даної сис-

теми таких розв’язкiв буде безлiч. Такi розв’язки Y (·) називаються мiшаними розв’язками, i
функцiя diam(Y (·)) не є монотонно спадною або монотонно зростаючою на всьому розгляну-
тому iнтервалi (або на iнтервалi, на якому вони iснують).

Зазначимо також, що форма поперечного перерiзу розв’язкiв вiдповiдає формi початкової
множини X0 i множини F.

Також зауважимо, що в попередньому прикладi розв’язки для лiнiйних диференцiальних
рiвнянь iз PS- та BG-похiдною збiгалися мiж собою, тому що початкова множина X0 i множина
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Рис. 13. Другий базовий розв’язок Xps
2 (t) диференцiаль-

ного рiвняння (8) iз PS-похiдною на промiжку
[0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].
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Рис. 14. Другий базовий розв’язок Xbg
2 (t) диференцiального рiв-

няння (9) iз BG-похiдною на промiжку [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].

F є центрально-симетричними i X0 = ( - 1)X0, F = ( - 1)F. Однак в iнших випадках другi
базовi розв’язки можуть бути рiзними, якщо ця умова не виконується.

Приклад 7. Нехай

DpsX(t) = X(t) +B1(1), X(0) = B1(0), t \in [0, 1], (8)

DbgX(t) = X(t) +B1(1), X(0) = B1(0), t \in [0, 1], (9)

де B1(1) =
{
b \in R2 : (b1  - 1)2 + (b2  - 1)2 ≤ 1

}
.

Очевидно, що B1(1) = ( - 1)B1(1), i тому другi базовi розв’язки цих рiвнянь будуть задо-
вольняти рiзнi вiдповiднi iнтегральнi рiвняння
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Рис. 15. Розв’язок X(t) диференцiального рiвняння (10) iз похi-
дною Хукухари на промiжку [0, 1].

Xps
2 (t) = B1(0)

H

t∫

0

Xps
2 (s)ds H tB1(1),

Xbg
2 (t) = B1(0)

H ( - 1)

t∫

0

Xbg
2 (s)ds H ( - 1)tB1(1),

а отже, вони будуть рiзними (рис. 13, 14). Також диференцiальнi рiвняння (8) i (9) будуть мати
рiзнi мiшанi розв’язки.

Варто зауважити, що другий базовий розв’язок для таких рiвнянь може не iснувати.
Приклад 8. Нехай

DX(t) = X(t) + C1(0), X(0) = B1(0), t \in [0, 1], (10)

де C1(0) =
{
v \in R2 : | vi| \leq 1, i = 1, 2

}
— квадрат, X : [0, 1] → conv(R2) — множиннозначне

вiдображення, DX(t) — вiдповiдна похiдна
(
DHX(t), DpsX(t), Dbg(t)

)
.

Множиннозначне вiдображення X(t) = Bet(0) + Cet - 1(0) є розв’язком диференцiального
рiвняння (10) iз похiдною Хукухари (рис. 15).

Це диференцiальне рiвняння з BG- i PS-похiдною має лише перший базовий розв’язок, який
збiгається з розв’язком диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари.

Других базових розв’язкiв для цих рiвнянь не буде, оскiльки множиннозначнi вiдображення,
що задовольняють вiдповiднi iнтегральнi рiвняння

Xbg
2 (t) = B1(0)

H ( - 1)

t∫

0

DbgX
bg
2 (s)ds = B1(0)

H ( - 1)

t∫

0

[Xbg
2 (s) + C1(0)]ds =

= B1(0)
H ( - 1)tC1(0)

H ( - 1)

t∫

0

Xbg
2 (s)ds, (11)
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Рис. 16. Мiшанi розв’язки Y1(t) (а) i Y2(t) (б) диференцiального рiвняння (10) iз PS- i BG-похiдною на промiжку
[0, 1].

Xps
2 (t) = B1(0)

H

t∫

0

DpsX
ps
2 (s)ds = B1(0)

H

t∫

0

[Xps
2 (s) + C1(0)]ds =

= B1(0)
H tC1(0)

H

t∫

0

Xps
2 (s)ds, (12)

не iснують, тому що рiзницi Хукухари B1(0)
H tC1(0) i B1(0)

H ( - 1)tC1(0) мiж кругом
B1(0) i квадратом tC1(0) не iснують для всiх t > 0.

Але мiшанi розв’язки для цих диференцiальних рiвнянь будуть iснувати. Наприклад, мно-
жиннозначнi вiдображення Y1(t) i Y2(t) (рис. 16) є мiшаними розв’язками диференцiального
рiвняння (10) iз PS- i BG-похiдною.

Очевидно, що в цьому прикладi таких розв’язкiв можна побудувати нескiнченно багато. Для
цих мiшаних розв’язкiв Y (·) функцiя дiаметра diam(Y (·)) не збiльшується i не зменшується
в усьому iнтервалi. Проте дiаметр будь-якого мiшаного розв’язку Y (·) повинен збiльшуватися
на початку iнтервалу.

Далi ми будемо розглядати лише базовi розв’язки.
Виникає питання: в яких випадках такi диференцiальнi рiвняння мають два базових роз-

в’язки?
Спочатку розглянемо випадок, коли a = 0. Тодi система (1) набирає вигляду

DX(t) = F, X(0) = X0. (13)

Очевидно, що множиннозначне вiдображення X1(t) = X0 + tF буде розв’язком диференцiаль-
ного рiвняння (13) iз похiдною Хукухари, а також першим базовим розв’язком диференцiаль-
ного рiвняння (13) iз PS- i BG-похiдною.

Також очевидно, що другий базовий розв’язок X2(·) диференцiального рiвняння (13) з
PS-похiдною, якщо вiн iснує, має вигляд
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X2(t) = X0
H

t∫

0

Fds = X0
H tF.

Тобто для iснування розв’язку X2(t) на деякому промiжку [0, T ] повинна виконуватись умова:
для всiх t \in [0, T ] має iснувати рiзниця Хукухари

X0
H tF. (14)

Аналогiчно, другий базовий розв’язок X2(·) диференцiального рiвняння (13) iз BG-похiдною,
якщо вiн iснує, має вигляд

X2(t) = X0
H ( - 1)

t∫

0

Fds = X0
H ( - 1)tF.

Тобто для iснування розв’язку X2(t) на деякому промiжку [0, T ] повинна виконуватись умова:
для всiх t \in [0, T ] має iснувати рiзниця Хукухари

X0
H ( - 1)tF. (15)

Варто зазначити, що з властивостей рiзницi Хукухари випливають такi умови:
1) якщо рiзниця X0

H TF iснує, множина F є центрально-симетричною i F = ( - 1)F, то
рiзниця X0

H ( - 1)TF iснує i X0
H ( - 1)tF = X0

H tF для всiх t \in [0, T ]. Тобто в цьому
випадку другi базовi розв’язки диференцiальних рiвнянь (13) iз PS- i PG-похiдною iснують на
промiжку [0, T ] i збiгаються мiж собою;

2) якщо рiзниця X0
H TF iснує, множина F є центрально-симетричною i F = ( - 1)F, то

рiзниця X0
H ( - 1)TF iснує, але X0

H ( - 1)tF = X0
H tF для всiх t \in (0, T ]. Тобто в цьому

випадку другi базовi розв’язки диференцiальних рiвнянь (13) iз PS- i PG-похiдною iснують на
промiжку [0, T ], але не збiгаються мiж собою (рiзнi);

3) якщо рiзниця X0
H TF iснує i множина F не є центрально-симетричною, то рiзниця

X0
H ( - 1)tF не iснує для всiх t \in (0, T ]. Тобто в цьому випадку другий базовий розв’язок

диференцiального рiвняння (13) iз PS-похiдною iснує, а другий базовий розв’язок диференцi-
ального рiвняння (13) iз PG-похiдною не iснує;

4) якщо рiзниця X0
H ( - 1)TF iснує i множина F не є центрально-симетричною, то рiз-

ниця X0
H tF не iснує для всiх t \in (0, T ]. Тобто в цьому випадку другий базовий розв’язок

диференцiального рiвняння (13) iз PG-похiдною iснує, а другий базовий розв’язок диференцi-
ального рiвняння (13) iз PS-похiдною не iснує.

Тепер розглянемо випадок, коли a = 0. Як було зазначено ранiше, множиннозначне вiдо-
браження X(·), яке задовольняє iнтегральне рiвняння

X(t) = X0 + a

t∫

0

X(s)ds+ tF,

збiгається з розв’язком диференцiального рiвняння (1) iз похiдною Хукухари, а також iз пер-
шими базовими розв’язками диференцiальних рiвнянь (1) iз PS- i BG-похiдною.
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Також множиннозначнi вiдображення Xps
2 (·) i Xbg

2 (·) (якщо вони iснують), якi задовольня-
ють на деякому промiжку [0, T ] вiдповiдне iнтегральне рiвняння

Xps
2 (t) = X0

H


 a

t

0

Xps
2 (s)ds+ tF


 ,

Xbg
2 (t) = X0

H ( - 1)


 a

t

0

Xbg
2 (s)ds+ tF


 ,

збiгаються з другим базовим розв’язком Xps
2 (·) диференцiального рiвняння (1) iз PS-похiдною

та другим базовим розв’язком Xbg
2 (·) диференцiального рiвняння (1) iз BG-похiдною.

Оскiльки

X0
H


 a

t

0

Xps
2 (s)ds+ tF


 = X0

H a

t

0

Xps
2 (s)ds H tF,

X0
H ( - 1)


 a

t

0

Xps
2 (s)ds+ tF


 = X0

H ( - 1)a

t

0

Xps
2 (s)ds H ( - 1)tF,

то, очевидно, що можливiсть iснування цих розв’язкiв також залежить вiд виконання умов (14)

i (15), а також вiд iснування множиннозначних вiдображень X
ps
2 (·) i X

bg
2 (·), якi задовольняють

на деякому промiжку [0, T ] вiдповiднi iнтегральнi рiвняння

X
ps
2 (t) = X0

H a

t

0

X
ps
2 (s)ds,

X
bg
2 (t) = X0

H ( - 1)a

t

0

X
bg
2 (s)ds,

що було розглянуто в роботi [12].
Тепер розглянемо приклади, коли a = 1 (a > 0).

Приклад 9. Розглянемо рiвняння

DpsX(t) = X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1], (16)

DbgX(t) = X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1], (17)

де X : [0, 1] → co\mathrm{n}v(R2) — множиннозначне вiдображення, K =

x \in R2 : x21+x22 ≤ 1, x2 ≥ 0


— верхнє пiвколо.

Диференцiальне рiвняння (16) iз PS-похiдною має два базових розв’язки X1(·) i X2(·)
(рис. 17, 18).

Також зауважимо, що другий базовий розв’язок X2(·) iснує лише на iнтервалi [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].
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Рис. 17. Перший базовий розв’язок X1(t) диференцiального
рiвняння (16) iз PS-похiдною та диференцiального
рiвняння (17) iз BG-похiдною на промiжку [0, 1].
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Рис. 18. Другий базовий розв’язок X2(t) диференцiального
рiвняння (16) iз PS-похiдною на промiжку [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].

Диференцiальне рiвняння (17) iз BG-похiдною має лише один базовий розв’язок, який
збiгається з розв’язком диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари та першим базовим
розв’язком X1(·) диференцiального рiвняння з PS-похiдною (див. рис. 17).

Оскiльки множина K не є центрально-симетричною, то рiзниця Хукухари K H ( - 1)tK не
iснує для t > 0. Вiдповiдно, другий базовий розв’язок не iснує, оскiльки не iснує множинно-
значного вiдображення, що задовольняє iнтегральне рiвняння

X(t) = K H ( - 1)

t

0

DbgX(s)ds = K H ( - 1)

t

0

[X(s) +K]ds =

= K H ( - 1)


 

t

0

X(s)ds+ tK


 = K H ( - 1)tK H ( - 1)

t

0

X(s)ds.
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Рис. 19. Перший базовий розв’язок X(t) диференцiальних
рiвнянь (18) i (19) iз PS- i BG-похiдною на промiжку
[0, 1].

Приклад 10. Нехай

DpsX(t) = X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1], (18)

DbgX(t) = X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1], (19)

де K = ( - 1)K =
{
x \in R2 : x21 + x22 ≤ 1, x2 ≤ 0

}
— нижнє пiвколо.

Цi диференцiальнi рiвняння з PS- i BG-похiдною мають лише один базовий розв’язок, який
збiгається з розв’язком диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари (рис. 19).

Других базових розв’язкiв для диференцiальних рiвнянь (18) та (19) не iснує, оскiльки не
iснує множиннозначних вiдображень, що вiдповiдають iнтегральним рiвнянням

X(t) = K H

t∫

0

DpsX(s)ds = K H

t∫

0

[
X(s) +K

]
ds =

= K H

t∫

0

X(s)ds H tK = K H tK H

t∫

0

X(s)ds, (20)

X(t) = K H ( - 1)

t∫

0

DbgX(s)ds = K H ( - 1)

t∫

0

[
X(s) +K

]
ds =

= K H ( - 1)

t∫

0

X(s)ds H ( - 1)tK = K H ( - 1)tK H ( - 1)

t∫

0

X(s)ds. (21)

У рiвняннi (20) не буде iснувати рiзниця Хукухари K H tK для всiх t > 0, а для рiв-

няння (21) не буде iснувати розв’язок iнтегрального рiвняння X(t) = K H ( - 1)

∫ t

0
X(s)ds,

оскiльки множини K i X(t) не є центрально-симетричними [12].
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Рис. 20. Перший базовий розв’язок X(t) диференцiальних
рiвнянь (22) i (23) iз PS- i BG-похiдною на про-
мiжку [0, 1].

Тепер розглянемо приклад, коли a =  - 1 (a < 0).

Приклад 11. Нехай

DpsX(t) = ( - 1)X(t) +K X(0) = K, t \in [0, 1], (22)

DbgX(t) = ( - 1)X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1]. (23)

Цi диференцiальнi рiвняння з PS- i BG-похiдною мають лише один базовий розв’язок, який
збiгається з розв’язком диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари (рис. 20).

Другi базовi розв’язки для диференцiальних рiвнянь (22) i (23) не iснують, оскiльки не
iснують множиннозначнi вiдображення, що вiдповiдають iнтегральним рiвнянням

X(t) = K H

t∫

0

DpsX(s)ds = K H

t∫

0

[( - 1)X(s) +K]ds =

= K H ( - 1)

t∫

0

X(s)ds H tK, (24)

X(t) = K H ( - 1)

t∫

0

DbgX(s)ds = K H ( - 1)

t∫

0

[( - 1)X(s) +K]ds =

= K H

t∫

0

X(s)ds H ( - 1)tK = K H ( - 1)tK H

t∫

0

X(s)ds. (25)

Для рiвняння (24) не буде iснувати розв’язок iнтегрального рiвняння

X(t) = K H ( - 1)

t∫

0

X(s)ds,
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Рис. 21. Перший базовий розв’язок X1(t) диференцiальних
рiвнянь (26) i (27) iз PS- i BG-похiдною на промiжку
[0, 1].
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Рис. 22. Другий базовий розв’язок X2(t) диференцiального
рiвняння (26) iз BG-похiдною на промiжку [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].

а в рiвняннi (25) не буде iснувати рiзниця Хукухари K H ( - 1)tK для всiх t > 0, оскiльки
множини K i X(t) не є центрально-симетричними [12].

Приклад 12. Нехай

DbgX(t) = ( - 1)X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1], (26)

DpsX(t) = ( - 1)X(t) +K, X(0) = K, t \in [0, 1]. (27)

Диференцiальне рiвняння (26) iз BG-похiдною має два базових розв’язки X1(·) i X2(·)
(рис. 21, 22).

Також зауважимо, що другий базовий розв’язок X2(·) iснує лише на iнтервалi [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(2)].
Диференцiальне рiвняння (27) iз PS-похiдною має лише перший базовий розв’язок, який

збiгається з розв’язком диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари та першим базовим
розв’язком X1(·) диференцiального рiвняння з BG-похiдною (див. рис. 21).
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Другий базовий розв’язок не iснує, оскiльки вiдсутнє множиннозначне вiдображення, що
задовольняє вiдповiдне iнтегральне рiвняння

X(t) = K H

t∫

0

DpsX(s)ds = K H

t∫

0

[
( - 1)X(s) +K

]
ds =

= K H ( - 1)

t∫

0

X(s)ds H tK.

Оскiльки множини K i K не є центрально-симетричними, то рiзниця Хукухари K H tK

не iснує для t > 0, а також не буде iснувати розв’язок iнтегрального рiвняння X(t) =

= K H

∫ t

0
( - 1)X(s)ds [12].

На пiдставi викладеного вище можна сформулювати таке твердження.
Твердження 1. 1. Якщо множини X0 i F є центрально-симетричними, aX0 = ( - 1)aX0,

F = ( - 1)F i знайдеться \alpha > 0 таке, що H-рiзниця X0
H \alpha F iснує, то диференцiальне

рiвняння (1) iз PS-похiдною та диференцiальне рiвняння (1) iз BG-похiдною мають два базових
розв’язки i вони будуть однаковими.

2. Якщо множини X0 i F є центрально-симетричними, aX0 = ( - 1)aX0 i (або) F = ( - 1)F

та знайдеться \alpha > 0 таке, що H-рiзниця X0
H \alpha F iснує, то диференцiальне рiвняння (1) iз

PS-похiдною та диференцiальне рiвняння (1) iз BG-похiдною мають два базових розв’язки, але
їхнi другi базовi розв’язки будуть рiзними.

3. Якщо множини X0 i F не є центрально-симетричними, a ≥ 0 i знайдеться \alpha > 0 таке,
що H-рiзниця X0

H \alpha F iснує, то диференцiальне рiвняння (1) iз PS-похiдною має два базових
розв’язки, а диференцiальне рiвняння (1) iз BG-похiдною має лише перший базовий розв’язок.

4. Якщо множини X0 i F не є центрально-симетричними, a ≤ 0 i знайдеться \alpha > 0

таке, що H-рiзниця X0
H \alpha ( - 1)F iснує, то диференцiальне рiвняння (1) iз BG-похiдною має

два базових розв’язки, а диференцiальне рiвняння (1) iз PS-похiдною має лише перший базовий
розв’язок.

5. Якщо для всiх \alpha > 0 H-рiзницi X0
H \alpha F та X0

H \alpha ( - 1)F не iснують, то диферен-
цiальне рiвняння (1) iз BG-похiдною i диференцiальне рiвняння (1) iз PS-похiдною мають лише
першi базовi розв’язки, якi збiгаються iз розв’язком диференцiального рiвняння (1) iз похiдною
Хукухари.

4. Висновки. У статтi показано, що лiнiйнi множиннозначнi диференцiальнi рiвняння ма-
ють суттєвi вiдмiнностi вiд звичайних та iнтервальнозначних лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь. Тобто кiлькiсть розв’язкiв для цих рiвнянь може залежати вiд розглядуваної похiдної,
геометричної форми початкової множини X0, геометричної форми множини F та коефiцiєнта
у правiй частинi диференцiального рiвняння.

Також зауважимо, що в статтях [13, 35 – 37] було розглянуто iнший тип диференцiальних
рiвнянь з PS-похiдною, для яких може iснувати не бiльше нiж один розв’язок, i цей розв’язок
буде збiгатися з одним iз розв’язкiв системи (1) iз PS-похiдною.
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