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ПРО ПОВЕДIНКУ ОДНОГО КЛАСУ ГОМЕОМОРФIЗМIВ
НА НЕСКIНЧЕННОСТI

We study the behavior of ring Q-homeomorphisms with respect to the p-modulus with p > n at infinity.

Дослiджується поведiнка на нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв щодо p-модуля при p > n.

1. Вступ. Нагадаємо деякi означення (див. [1]). Нехай задано сiм’ю \Gamma кривих \gamma у просторi \BbbR n,

n \geq 2. Борелеву функцiю \rho : \BbbR n \rightarrow [0,\infty ] називають допустимою для \Gamma (пишуть \rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma ),

якщо \int 
\gamma 

\rho (x)ds \geq 1

для кожної (локально спрямлюваної) кривої \gamma \in \Gamma . Нехай p \in (1,\infty ). Тодi p-модулем сiм’ї \Gamma 
називається величина

\mathrm{M}p(\Gamma ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma 

\int 
\BbbR n

\rho p(x) dm(x),

де m — мiра Лебега в \BbbR n.

Для довiльних множин E, F i G в \BbbR n позначимо через \Delta (E,F,G) сiм’ю всiх неперервних
кривих \gamma : [a, b] \rightarrow \BbbR n, якi з’єднують E та F в G, тобто \gamma (a) \in E, \gamma (b) \in F i \gamma (t) \in G при
a < t < b. Нехай D — область в \BbbR n, x0 \in D i d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x0, \partial D). Покладемо

\BbbA (x0, r1, r2) = \{ x \in \BbbR n : r1 < | x - x0| < r2\} ,

Si = S(x0, ri) = \{ x \in \BbbR n : | x - x0| = ri\} , i = 1, 2.

Нехай Q : D \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що гомеоморфiзм f :
D \rightarrow \BbbR n є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-модуля в точцi x0 \in D, якщо спiввiдношення

\mathrm{M}p

\bigl( 
\Delta (fS1, fS2, fD)

\bigr) 
\leq 
\int 
\BbbA 

Q(x) \eta p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x)

виконується для будь-якого кiльця \BbbA = \BbbA (x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0, i для кожної вимiрної
функцiї \eta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ] такої, що
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r2\int 
r1

\eta (r)dr = 1.

Теорiю Q-гомеоморфiзмiв при p = n дослiджували в роботах [2 – 6], при 1 < p < n — у
[7 – 14] i при p > n — у [15 – 19]. Бiльш загальнi класи вiдображень дослiджували в [20 – 26].

Нехай \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n, qx0(r) =
1

\omega n - 1rn - 1

\int 
S(x0,r)

Q(x)d\scrA —

середнє iнтегральне значення по сферi S(x0, r) = \{ x \in \BbbR n : | x  - x0| = r\} i d\scrA — елемент
площi поверхнi.

Сформулюємо критерiй належностi класу кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв щодо p-модуля при
p > 1 в \BbbR n.

Твердження 1. Нехай D — область в \BbbR n i Q : D \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна за Лебегом функцiя
така, що середнє iнтегральне значення qx0(r) скiнченне для майже всiх r \in (0, d0), d0 =

= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x0, \partial D). Гомеоморфiзм f : D \rightarrow \BbbR n є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом в точцi x0 \in D

тодi й лише тодi, коли для будь-яких 0 < r1 < r2 < d0

\mathrm{M}p

\bigl( 
\Delta (fS1, fS2, fD)

\bigr) 
\leq \omega n - 1\Biggl( \int r2

r1

dr

r
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (r)

\Biggr) p - 1 ,

де S1 i S2 — сфери S(x0, r1) i S(x0, r2) (див. теорему 2.3 в [12]).
Згiдно з роботою [29], пару \scrE = (A,C), де A \subset \BbbR n — вiдкрита множина i C — не-

порожня компактна множина, що мiститься в A, назвемо конденсатором. Говорять також,
що конденсатор \scrE = (A,C) лежить в областi D, якщо A \subset D. Очевидно, що якщо f :
D \rightarrow \BbbR n — неперервне вiдкрите вiдображення i \scrE = (A,C) — конденсатор в D, то (fA, fC)

також конденсатор в fD. Далi f\scrE = (fA, fC).

Нехай \scrE = (A,C) — конденсатор. Позначимо через \scrC 0(A) множину неперервних функцiй u :
A \rightarrow \BbbR 1 з компактним носiєм. \scrW 0(\scrE ) = \scrW 0(A,C) — сiм’я невiд’ємних функцiй u : A \rightarrow \BbbR 1

таких, що: 1) u \in \scrC 0(A), 2) u(x) \geq 1 для x \in C i 3) u належить класу \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L}, i нехай

| \nabla u| =

\Biggl( 
n\sum 

i=1

\biggl( 
\partial u

\partial xi

\biggr) 2
\Biggr) 1

2

.

При p \geq 1 величину

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p \scrE = \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p (A,C) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
u\in \scrW 0(\scrE )

\int 
A

| \nabla u| pdm(x)

називають p-ємнiстю конденсатора \scrE . Вiдомо, що при p > 1

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p \scrE = \mathrm{M}p

\bigl( 
\Delta (\partial A, \partial C;A \setminus C)

\bigr) 
(1)

(див. теорему 1 в [30]). При p > n виконується нерiвнiсть
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\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p(A,C) \geq n\Omega 
p
n
n

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1 \Bigl[ 
m

p - n
n(p - 1) (A) - m

p - n
n(p - 1) (C)

\Bigr] 1 - p

, (2)

де \Omega n — об’єм одиничної кулi, а m — мiра Лебега в \BbbR n (див., наприклад, нерiвнiсть 8.7 у [31]).
2. Основнi результати. Наведемо основний результат цiєї статтi про поведiнку на нескiн-

ченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв щодо p-модуля при p > n. Випадок p = n дослiджено
в роботi [27]. Нехай

L(x0, f, R) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
| x - x0| =R

| f(x) - f(x0)| .

Лема 1. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0 при
p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, r0 > 0 виконується умова\int 

\BbbA (x0,r0,R)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) \leq cF (r0, R) \forall R > r0, (3)

де \psi (t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+\infty ) така, що

0 < I(r0, R) =

R\int 
r0

\psi (t)dt <\infty \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

\biggl( 
F (r0, R)

Ip(r0, R)

\biggr) 1
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

. (4)

Тут \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Доведення. Розглянемо конденсатор \scrE = (A,C) в \BbbR n, де A = \{ x \in \BbbR n : | x  - x0| < R\} ,
C = \{ x \in \BbbR n : | x  - x0| \leq r0\} , 0 < r0 < R < \infty й \BbbA = \BbbA (x0, r0, R). Тодi f\scrE = (fA, fC) —
кiльцевий конденсатор в \BbbR n i згiдно з (1) справджується рiвнiсть

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}pf\scrE = \mathrm{M}p(\Delta (\partial fA, \partial fC; f(A \setminus C))).

За означенням кiльцевого Q-гомеоморфiзму маємо оцiнку

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p(fA, fC) \leq 
\int 
\BbbA 

Q(x)\eta p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) (5)

для кожної вимiрної функцiї \eta : (r0, R) \rightarrow [0,\infty ] такої, що

R\int 
r0

\eta (t)dt = 1. (6)

Зазначимо, що функцiя

\eta (t) =

\left\{   
\psi (t)

I(r0, R)
, t \in (r0, R),

0, t \not \in (r0, R),

задовольняє умову (6) i, отже, внаслiдок спiввiдношення (5)
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\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p(fA, fC) \leq I - p(r0, R)

\int 
\BbbA 

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x).

За умовою (3) iз останньої оцiнки маємо

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p(fA, fC) \leq 
c F (r0, R)

Ip(r0, R)
. (7)

З iншого боку, згiдно з (2)

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p(fA, fC) \geq \nu n,p

\Bigl[ 
m

p - n
n(p - 1) (fA) - m

p - n
n(p - 1) (fC)

\Bigr] 1 - p

\geq \nu n,p[m(fA)] - 
p - n
n , (8)

де \nu n,p = n\Omega 
p
n
n

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1

.

Комбiнуючи нерiвностi (7) i (8), одержуємо

\nu n,p
\bigl[ 
m(fA)

\bigr]  - p - n
n \leq cF (r0, R)

Ip(r0, R)
.

Звiдси випливає оцiнка

m
\bigl( 
fB(x0, R)

\bigr) 
\geq n

n
p - n\Omega 

p
p - n
n

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) n(p - 1)
p - n \bigl( 

cF (r0, R)
\bigr)  - n

p - n
\bigl( 
I(r0, R)

\bigr) np
p - n . (9)

Згiдно з нерiвнiстю

m(fB(x0, R)) \leq \Omega nL
n(x0, f, R) ,

iз (9) випливає оцiнка

L(x0, f, R) \geq (n\Omega n)
1

p - n

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n

(cF (r0, R))
 - 1

p - n
\bigl( 
I(r0, R)

\bigr) p
p - n .

Враховуючи рiвнiсть \omega n - 1 = n\Omega n (див., наприклад, [28], розд. I, §1, п. 1.1), останню оцiнку
можна записати виглядi

L(x0, f, R) \geq \omega 
1

p - n

n - 1

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n \bigl( 

cF (r0, R)
\bigr)  - 1

p - n
\bigl( 
I(r0, R)

\bigr) p
p - n .

Помноживши останню нерiвнiсть на величину

\biggl( 
F (r0, R)

Ip(r0, R)

\biggr) 1
p - n

та перейшовши до нижньої

границi при R\rightarrow \infty , отримаємо оцiнку (4).
Лему 1 доведено.
Наслiдок 1. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0

при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, r0 > 0 виконується умова\int 
\BbbR n\setminus B(x0,r0)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) \leq c , (10)
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де \psi (t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+\infty ) така, що

0 < I(r0, R) =

R\int 
r0

\psi (t)dt <\infty \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

I
p

p - n (r0, R)
\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

. (11)

Тут \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Доведення. Справдi, для R > r0 > 0

\BbbA (x0, r0, R) \subset \BbbR n \setminus B(x0, r0).

Отже, за умовою (10) маємо оцiнку\int 
\BbbA (x0,r0,R)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) \leq 

\int 
\BbbR n\setminus B(x0,r0)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) \leq c.

Далi, поклавши в лемi 1 F (r0, R) = 1, отримаємо оцiнку (11).
Теорема 1. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0

при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 \leq \kappa \leq p, r0 > 0

виконується умова \int 
\BbbA (x0,r0,R)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) \leq cI\kappa (r0, R) \forall R > r0,

де \psi (t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+\infty ) така, що

0 < I(r0, R) =

R\int 
r0

\psi (t)dt <\infty \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)I
\kappa  - p
p - n (r0, R) \geq 

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

.

Тут \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Доведення. Справдi, вибираючи в лемi 1 F (r0, R) = I\kappa (r0, R), приходимо до висновку
теореми.

Поклавши в теоремi 1 \kappa = n, отримаємо такий наслiдок.
Наслiдок 2. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0

при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, r0 > 0 виконується умова\int 
\BbbA (x0,r0,R)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) \leq cIn(r0, R) \forall R > r0,
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де \psi (t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+\infty ) така, що

0 < I(r0, R) =

R\int 
r0

\psi (t)dt <\infty \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

I(r0, R)
\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

,

де \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Наслiдок 3. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0
при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 \leq \kappa \leq p виконується
умова \int 

\BbbA (x0,r0,R)

Q(x) dm(x)

| x - x0| p
\leq c \mathrm{l}\mathrm{n}\kappa R \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

(\mathrm{l}\mathrm{n}R)
p - \kappa 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

,

де \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Доведення. Справдi, вибираючи в теоремi 1 функцiю \psi (t) =
1

t
, отримуємо нерiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)\Bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} R

r0

\Bigr) p - \kappa 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

.

Звiдси маємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

(\mathrm{l}\mathrm{n}R)
p - \kappa 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

.

Наслiдок 4. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0
при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n, r0 > e. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 \leq \kappa \leq p

виконується умова \int 
\BbbA (x0,r0,R)

Q(x)dm(x)

| x - x0| p \mathrm{l}\mathrm{n}p | x - x0| 
\leq c(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}R)\kappa \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}R)
p - \kappa 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

,

де \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.
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Доведення. Вибираючи в лемi 1 функцiю \psi (t) =
1

t \mathrm{l}\mathrm{n} t
i F (r0, R) = \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}R, одержуємо

нерiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

\left[    (\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}R)\kappa \biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\mathrm{l}\mathrm{n}R

\mathrm{l}\mathrm{n} r0

\biggr) p

\right]    
1

p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

.

Звiдси отримуємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}R)
p - \kappa 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

.

Теорема 2. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0
при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 < \alpha < p, 0 \leq \lambda < p - \alpha 

виконується умова \int 
\BbbA (x0,r0,R)

Q(x) dm(x)

| x - x0| \alpha 
\leq cR\lambda \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

R
p - \alpha  - \lambda 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n
\biggl( 

p

p - \alpha 

\biggr) p
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

, (12)

де \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Доведення. Застосовуючи лему 1 з функцiями \psi (t) =
1

t
\alpha 
p

та F (r0, R) = R\lambda , згiдно з (4)

отримуємо нерiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

\biggl( 
R\lambda 

Ip(r0, R)

\biggr) 1
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

, (13)

де I(r0, R) =
\int R

r0

dt

t
\alpha 
p

.

Далi знаходимо границю

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

\bigl( 
I(r0, R)

\bigr) p
p - n

R
p - \alpha 
p - n

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

1

R
p - \alpha 
p - n

\left(  R\int 
r0

dt

t
\alpha 
p

\right)  
p

p - n

=

\biggl( 
p

p - \alpha 

\biggr) p
p - n

(14)

i оскiльки

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

R
p - \alpha  - \lambda 
p - n

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

\biggl( 
R\lambda 

Ip(r0, R)

\biggr) 1
p - n

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

\bigl( 
I(r0, R)

\bigr) p
p - n

R
p - \alpha 
p - n

,

то, враховуючи оцiнки (13), (14), приходимо до нерiвностi (12).
Покладаючи \lambda = 0 в теоремi 2, одержуємо такий наслiдок.
Наслiдок 5. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0

при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 < \alpha < p виконується
умова
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\BbbR n\setminus B(x0,r0)

Q(x)dm(x)

| x - x0| \alpha 
\leq c \forall R > r0,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

R
p - \alpha 
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n
\biggl( 

p

p - \alpha 

\biggr) p
p - n\Bigl( \omega n - 1

c

\Bigr) 1
p - n

,

де \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

3. Екстремальний випадок. У цьому пунктi вивчаються точнi оцiнки та побудовано прик-
лад, на якому вони досягаються.

Теорема 3. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0
при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n. Тодi для всiх чисел r0 > 0 справджується оцiнка

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

\left(  R\int 
r0

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   - p - 1
p - n

\geq 
\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n

> 0, (15)

де qx0(t) =
1

\omega n - 1tn - 1

\int 
S(x0,t)

Q(x)d\scrA — середнє iнтегральне значення по сферi S(x0, t) = \{ x \in 

\in \BbbR n : | x - x0| = t\} , \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Доведення. Справдi, покладаючи в теоремi 1 функцiю \psi (t) =
1

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

, за теоремою

Фубiнi маємо \int 
\BbbA (x0,r0,R)

Q(x)\psi p
\bigl( 
| x - x0| 

\bigr) 
dm(x) = \omega n - 1I(r0, R),

де I(r0, R) =
\int R

r0

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

, \omega n - 1 — площа одиничної сфери \BbbS n - 1 в \BbbR n.

Тодi, використовуючи теорему 1 при c = \omega n - 1, \kappa = 1, приходимо до нерiвностi (15).
Наслiдок 6. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0

при p > n, де x0 — деяка точка в \BbbR n, i для деяких чисел r0 > 0, K > 0 виконується умова

qx0(t) \leq K t\alpha (16)

для майже всiх t \in [r0,+\infty ). Якщо \alpha \in [0, p - n), то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

R
p - n - \alpha 
p - n

\geq K
1

n - p

\biggl( 
p - n

p - n - \alpha 

\biggr) p - 1
p - n

> 0. (17)

Якщо ж \alpha = p - n, то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

(\mathrm{l}\mathrm{n}R)
p - 1
p - n

\geq K
1

n - p

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1
p - n

> 0. (18)

Доведення. Використавши умову (16), оцiнимо лiву частину нерiвностi (15), а виконавши
елементарнi перетворення, отримаємо оцiнки (17) i (18).

Поклавши \alpha = 0 в наслiдку 6, одержимо ще один наслiдок.
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Наслiдок 7. Нехай f : \BbbR n \rightarrow \BbbR n — кiльцевий Q-гомеоморфiзм щодо p-модуля в точцi x0
при p > n i для деяких чисел r0 > 0, K > 0 виконується умова

qx0(t) \leq K

для майже всiх t \in [r0,+\infty ). Тодi має мiсце оцiнка

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

L(x0, f, R)

R
\geq K

1
n - p > 0.

Приклад. Нехай f1 : \BbbR n \rightarrow \BbbR n, де

f1(x) =

\left\{     K
1

n - p

\biggl( 
p - n

p - n - \alpha 

\biggr) p - 1
p - n

| x| 
p - n - \alpha 
p - n

x

| x| 
, x \not = 0,

0, x = 0.

Легко бачити, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}R\rightarrow \infty 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| x| =R | f1(x)| 

R
p - n - \alpha 
p - n

= K
1

n - p

\biggl( 
p - n

p - n - \alpha 

\biggr) p - 1
p - n

. Тепер покажемо, що

вiдображення f1 є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-модуля з функцiєю Q(x) = K| x| \alpha в
точцi x0 = 0. Очевидно, що qx0(t) = Kt\alpha . Розглянемо кiльце \BbbA (0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < \infty .

Зазначимо, що вiдображення f1 вiдображає кiльце \BbbA (0, r1, r2) на кiльце \widetilde \BbbA (0, \widetilde r1, \widetilde r2), де

\widetilde ri = K
1

n - p

\biggl( 
p - n

p - n - \alpha 

\biggr) p - 1
p - n

r
p - n - \alpha 
p - n

i , i = 1, 2.

Позначимо через \Gamma множину всiх кривих, що з’єднують сфери S(0, r1) i S(0, r2) у кiльцi
\BbbA (0, r1, r2). Тодi p-модуль сiм’ї кривих f1\Gamma можна обчислити в явному виглядi

\mathrm{M}p(f1\Gamma ) = \omega n - 1

\biggl( 
p - n

p - 1

\biggr) p - 1\biggl( \widetilde r p - n
p - 1

2  - \widetilde r p - n
p - 1

1

\biggr) 1 - p

(див., наприклад, спiввiдношення (2) в [32]). Пiдставляючи у попередню рiвнiсть значення \widetilde r1 i\widetilde r2, означенi вище, одержуємо

\mathrm{M}p(f1\Gamma ) = \omega n - 1K

\biggl( 
p - n - \alpha 

p - 1

\biggr) p - 1\biggl( 
r

p - n - \alpha 
p - 1

2  - r
p - n - \alpha 
p - 1

1

\biggr) 1 - p

.

Зауважимо, що останню рiвнiсть можна записати у виглядi

\mathrm{M}p(f1\Gamma ) =
\omega n - 1\left(  \int r2

r1

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)  p - 1 ,

де qx0(t) = Kt\alpha .
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Отже, згiдно з твердженням 1, гомеоморфiзм f1 є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-
модуля при p > n з функцiєю Q(x) = K| x| \alpha в точцi x0 = 0.
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