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БIГАРМОНIЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ КУТА I МОНОГЕННI ФУНКЦIЇ

We consider a piecewise continuous biharmonic problem in an angle and the corresponding Schwartz-type boundary-value
problem for monogenic functions in a commutative biharmonic algebra. These problems are reduced to a system of integral
equations on the positive semiaxis. It is shown that, on each segment of this semiaxis, the set of solutions of the system
coincides with the set of solutions of a certain system of Fredholm integral equations.

Розглядається кусково-неперервна бiгармонiчна задача у кутi i вiдповiдна їй крайова задача типу задачi Шварца
для моногенних функцiй у комутативнiй бiгармонiчнiй алгебрi. Вказанi задачi редуковано до системи iнтегральних
рiвнянь на додатнiй пiвпрямiй. Показано, що на кожному вiдрiзку цiєї пiвпрямої множина розв’язкiв системи
збiгається з множиною розв’язкiв певної системи iнтегральних рiвнянь Фредгольма.

1. Вступ. Нехай \BbbR — множина дiйсних чисел i

D :=
\bigl\{ 
(x, y) \in \BbbR \times \BbbR : x = r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , y = r \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , 0 < \theta < \alpha , 0 < r <\infty 

\bigr\} 
з фiксованим \alpha \in (0; 2\pi ) — кут у декартовiй площинi xOy з вершиною в початку координат.

Розглянемо бiгармонiчну задачу (див., наприклад, [1]), яка полягає у вiдшуканнi бiгармонiч-
ної функцiї u : D  - \rightarrow \BbbR , тобто функцiї, що задовольняє рiвняння

\Delta 2u(x, y) :=

\biggl( 
\partial 4

\partial x4
+ 2

\partial 4

\partial x2\partial y2
+

\partial 4

\partial y4

\biggr) 
u(x, y) = 0 \forall (x, y) \in D, (1)

якщо граничнi значення її частинних похiдних першого порядку на множинi \partial D \setminus \{ (0, 0)\} 
задовольняють умови

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
(x,y)\rightarrow (x0,y0), (x,y)\in D

\partial u(x, y)

\partial x
= u1(x0, y0),

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
(x,y)\rightarrow (x0,y0), (x,y)\in D

\partial u(x, y)

\partial y
= u3(x0, y0) \forall (x0, y0) \in \partial D \setminus \{ (0, 0)\} 

(2)

i справджуються оцiнки\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u(x, y)\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u(x, y)\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c (x2 + y2) - \beta 0/2, x2 + y2 \rightarrow 0, (x, y) \in D, (3)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u(x, y)\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u(x, y)\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c (x2 + y2) - \beta \infty /2, x2 + y2 \rightarrow \infty , (x, y) \in D, (4)

де \beta 0, \beta \infty \in (0, 1) i стала c не залежить вiд (x, y).

Будемо припускати лише, що заданi функцiї uj : \partial D\setminus \{ (0, 0)\}  - \rightarrow \BbbR , j \in \{ 1, 3\} , неперервнi
на множинi \partial D \setminus \{ (0, 0)\} . Водночас з оцiнок (3), (4) випливає, що для заданих функцiй повиннi
виконуватись нерiвностi

| uj(x0, y0)| \leq c (x20 + y20)
 - \beta 0/2, x20 + y20 \rightarrow 0, (x0, y0) \in \partial D, (5)
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| uj(x0, y0)| \leq c (x20 + y20)
 - \beta \infty /2, x20 + y20 \rightarrow \infty , (x0, y0) \in \partial D, (6)

де стала c не залежить вiд (x0, y0).

Теорiю крайових задач для елiптичних рiвнянь в областях з кусково-гладкими межами
розвинуто в роботах багатьох авторiв (див., наприклад, роботи [2 – 5] i наведену в них бi-
блiографiю). При цьому вивчено питання iснування i єдиностi розв’язкiв крайових задач для
елiптичних операторiв у вагових просторах, дослiджено асимптотичнi властивостi розв’язкiв в
околах кутових точок та вплив кутових точок на гладкiсть розв’язкiв тощо.

Для розв’язування крайових задач для бiгармонiчних функцiй розвинено методи, що вико-
ристовують аналiтичнi функцiї комплексної змiнної, технiка використання яких базується на
зображеннi бiгармонiчних функцiй формулою Гурса. Це дозволяє зводити крайовi задачi для
бiгармонiчних функцiй до вiдповiдних крайових задач для пари аналiтичних функцiй. Далi з
використанням зображення аналiтичних функцiй iнтегралами типу Кошi в загальному випадку
отримують систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь. У випадку, коли межа областi є кри-
вою Ляпунова, зазначена система, як правило, зводиться до системи рiвнянь Фредгольма. Таку
схему розроблено (див., наприклад, [6 – 8]) для розв’язування основних задач плоскої теорiї
пружностi з використанням спецiальної бiгармонiчної функцiї, яка називається функцiєю на-
пружень Ерi. Iншi методи зведення крайових задач плоскої теорiї пружностi до iнтегральних
рiвнянь розвинено в роботах [1, 9 – 15].

У роботi [16] показано, що для обмеженої областi, межа якої є кривою Радона (тобто
кривою з обмеженим обертанням (див. [17])) з кутовими точками у випадку заданих граничних
функцiй, що задовольняють умову Гельдера, основнi крайовi задачi плоскої теорiї пружностi
можна звести до iнтегрального рiвняння типу рiвняння Мусхелiшвiлi (див. [6]).

Розглядалися також крайовi задачi для бiгармонiчних функцiй в областях з конкретними
кусково-гладкими межами (див., наприклад, [18 – 22]). Зокрема, у роботi [19] з використан-
ням багатошарових потенцiалiв бiгармонiчну задачу для квадранта з неперервними крайовими
умовами редуковано до системи iнтегральних рiвнянь. У роботi [20] до системи iнтегральних
рiвнянь редуковано основну бiгармонiчну задачу для квадранта про вiдшукання бiгармонiчної
функцiї за заданими значеннями функцiї на межi областi та значеннями її нормальної похiдної
в усiх точках межi, за винятком кутової точки.

Новий метод розв’язування бiгармонiчної задачi, який базується на зв’язку бiгармонiчних
функцiй з моногенними функцiями у двовимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi над полем
комплексних чисел та на зображеннi розв’язкiв гiперкомплексними iнтегралами, аналогiчними
класичним iнтегралам Шварца i iнтегралам типу Кошi, розвинено в роботах [23 – 28]. Цей метод
у загальному випадку дозволяє редукувати бiгармонiчну задачу й основну бiгармонiчну задачу
безпосередньо до систем iнтегральних рiвнянь, оминаючи iнтегро-диференцiальнi рiвняння. У
роботах [24 – 27] встановлено достатнi умови фредгольмовостi вказаної системи для обмежених
областей з гладкими межами, що належать бiльш широким класам, нiж клас кривих Ляпунова,
який, як правило, розглядався ранiше в плоскiй теорiї пружностi.

У данiй роботi гiперкомплексний метод розв’язання бiгармонiчної задачi застосовується у
випадку конкретної необмеженої кутової областi D, яку ми розглядаємо як модельний приклад
для вдосконалення методики розв’язання задачi за наявностi кутових точок на межi областi.
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2. Крайова задача для моногенних функцiй у бiгармонiчнiй алгебрi, асоцiйована з
бiгармонiчною задачею. У роботi [29] асоцiативну комутативну двовимiрну алгебру \BbbB з оди-
ницею e над полем комплексних чисел \BbbC названо бiгармонiчною, якщо вона мiстить базис
\{ e1, e2\} , що задовольняє вимоги

(e21 + e22)
2 = 0, e21 + e22 \not = 0 (7)

(який також названо бiгармонiчним), i запропоновано таблицю множення для такого базису:

e21 = e1, e2e1 = e2, e22 = e1 + 2ie2,

де i — уявна комплексна одиниця.
У роботi [30] доведено єдинiсть бiгармонiчної алгебри \BbbB i показано, що вона породжується

небiгармонiчним базисом \{ e, \rho \} , де

\rho = 2e1 + 2ie2, (8)

при цьому \rho 2 = 0, а також описано всi бiгармонiчнi базиси в \BbbB . Зауважимо, що алгебра
\BbbB iзоморфна чотиривимiрним алгебрам над полем дiйсних чисел \BbbR , розглянутим у роботах
[31, 32].

Задамо евклiдову норму \| a\| :=
\sqrt{} 

| z1| 2 + | z2| 2 в алгебрi \BbbB , де a = z1e1 + z2e2 i z1, z2 \in \BbbC .
Як i в роботi [29], розглянемо бiгармонiчну площину \mu := \{ \zeta = x e1 + y e2 : x, y \in \BbbR \} .

Областi D декартової площини xOy поставимо у вiдповiднiсть конгруентну їй область
D\zeta := \{ \zeta = xe1 + ye2 : (x, y) \in D\} у площинi \mu . Їх межi позначатимемо вiдповiдно через
\partial D та \partial D\zeta . Скрiзь далi \zeta := x e1 + y e2, z := x + iy, де (x, y) \in D, i \zeta 0 := x0e1 + y0e2, де
(x0, y0) \in \partial D.

Оскiльки в бiгармонiчнiй площинi немає дiльникiв нуля, то похiдна функцiї \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB 
визначається так, як i для аналiтичних функцiй комплексної змiнної, а саме,

\Phi \prime (\zeta ) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
h\rightarrow 0, h\in \mu 

\bigl( 
\Phi (\zeta + h) - \Phi (\zeta )

\bigr) 
h - 1.

Функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB називається моногенною в областi D\zeta , якщо її похiдна \Phi \prime (\zeta ) iснує у
кожнiй точцi \zeta \in D\zeta .

Кожну функцiю \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB записують у виглядi

\Phi (\zeta ) = U1(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2, (9)

де Uj : D  - \rightarrow \BbbR , j = 1, 4, — дiйснозначнi компоненти-функцiї. Для них також будемо викори-
стовувати позначення \mathrm{U}j [\Phi ] := Uj , j = 1, 4.

У роботi [29] доведено, що функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB моногенна в областi D\zeta тодi й лише тодi,
коли всi її дiйснозначнi компоненти з розкладу (9) диференцiйовнi в D i виконується аналог
умов Кошi – Рiмана

\partial \Phi (\zeta )

\partial y
=
\partial \Phi (\zeta )

\partial x
e2. (10)

У роботах [33, 34] доведено, що кожна моногенна функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB має похiднi
\Phi (n)(\zeta ) усiх порядкiв в областi D\zeta i задовольняє рiвняння (1) в областi D на пiдставi першого
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зi спiввiдношень (7) i рiвностi

\Delta 2\Phi (\zeta ) = \Phi (4)(\zeta ) (e21 + e22)
2.

Тому всi компоненти Uj : D  - \rightarrow \BbbR , j = 1, 4, з розкладу (9) є бiгармонiчними функцiями в
областi D.

Крiм того, кожна бiгармонiчна в D функцiя U(x, y) є першою компонентою U1 \equiv U з
розкладу (9) для деякої моногенної функцiї \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB . Всi такi функцiї \Phi знайдено в
роботах [33, 34] у явному виглядi для обмежених однозв’язних областей, але з урахуванням
теореми єдиностi для моногенних функцiй (див. [34]) результат поширюється на необмеженi
однозв’язнi областi, до яких належить задана кутова область D\zeta .

Нехай \Phi 1 — моногенна функцiя в областi D\zeta , яка має своєю першою компонентою шукану
функцiю u(x, y) бiгармонiчної задачi, тобто \Phi 1 має розклад

\Phi 1(\zeta ) = u(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2 \forall \zeta \in D\zeta .

З умови (10) для \Phi = \Phi 1 випливає рiвнiсть \partial U3(x, y)/\partial x = \partial u(x, y)/\partial y. Тому

\Phi \prime 
1(\zeta ) =

\partial u(x, y)

\partial x
e1 +

\partial U2(x, y)

\partial x
ie1 +

\partial u(x, y)

\partial y
e2 +

\partial U4(x, y)

\partial x
ie2 \forall \zeta \in D\zeta .

Отже, бiгармонiчна задача з крайовими умовами (2) редукується до еквiвалентної крайової
задачi про знаходження моногенної в областi D\zeta функцiї \Phi \equiv \Phi \prime 

1 у випадку, коли значення
двох компонент \mathrm{U}j [\Phi ], j \in \{ 1, 3\} , розкладу (9) задано на множинi \partial D\zeta \setminus \{ 0\} .

Наведемо точне формулювання крайової задачi для моногенних функцiй, що є предметом
цього розгляду.

Розглянемо кусково-неперервну (1–3)-задачу про знаходження моногенної функцiї
\Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB , для якої граничнi значення компонент \mathrm{U}j [\Phi (\zeta )], j \in \{ 1, 3\} , з розкладу (9)
задовольняють крайовi умови

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0,\zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}j [\Phi (\zeta )] = uj(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \partial D\zeta \setminus \{ 0\} , j \in \{ 1, 3\} , (11)

де uj : \partial D\zeta \setminus \{ 0\}  - \rightarrow \BbbR , j \in \{ 1, 3\} , — заданi неперервнi на \partial D\zeta \setminus \{ 0\} функцiї (при цьому
ми ототожнюємо заданi функцiї бiгармонiчної задачi та (1–3)-задачi: uj(x0, y0) \equiv uj(\zeta 0), j \in 
\in \{ 1, 3\} ). Крiм того, шукана функцiя \Phi у вiдповiдностi з оцiнками (3), (4) повинна задовольняти
нерiвностi \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{U}j [\Phi (\zeta )]\bigm| \bigm| \bigm| \leq c \| \zeta \|  - \beta 0 , \zeta \rightarrow 0, \zeta \in D\zeta , (12)\bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{U}j [\Phi (\zeta )]\bigm| \bigm| \bigm| \leq c \| \zeta \|  - \beta \infty , \| \zeta \| \rightarrow \infty , \zeta \in D\zeta , (13)

при j \in \{ 1, 3\} , де \beta 0, \beta \infty \in (0, 1) i стала c не залежить вiд \zeta .

У роботi [35] задачi такого типу названо бiгармонiчними задачами Шварца з огляду на їхню
пряму аналогiю з класичною задачею Шварца про вiдшукання аналiтичної функцiї комплексної
змiнної, коли значення її дiйсної частини задано на межi областi.
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Пiсля розв’язання (1–3)-задачi моногенна функцiя \Phi 1 (а разом з нею i перша її компонента —
розв’язок u бiгармонiчної задачi) знаходиться в результатi контурного iнтегрування

\Phi 1(\zeta ) =

\int 
\gamma \zeta 1\zeta 

\Phi (\tau ) d\tau + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} \forall \zeta \in D\zeta 

вздовж спрямлюваної кривої \gamma \zeta 1\zeta \subset D\zeta , що сполучає фiксовану точку \zeta 1 \in D\zeta з точкою \zeta .

Зазначимо, що внаслiдок справедливостi iнтегральної теореми Кошi для моногенних функцiй
(див. [34]) результат такого iнтегрування не залежить вiд вибору кривої \gamma \zeta 1\zeta .

Скрiзь далi iнтеграли вздовж необмеженого контуру \Gamma розумiються у сенсi головного зна-
чення за Кошi, тобто \int 

\Gamma 

g(\tau , \cdot ) d\tau := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
N\rightarrow +\infty 

\int 
\{ \tau \in \Gamma : \| \tau \| \leq N\} 

g(\tau , \cdot ) d\tau .

Будемо шукати розв’язки (1–3)-задачi у класi функцiй, що зображуються у виглядi бiгармо-
нiчного iнтеграла типу Кошi

\Phi (\zeta ) =
1

2\pi i

\int 
\partial D\zeta 

\varphi (\tau )(\tau  - \zeta ) - 1 d\tau =: \scrB [\varphi ](\zeta ) \forall \zeta \in D\zeta , (14)

де

\varphi (\zeta ) = \varphi 1(\zeta ) e1 + \varphi 3(\zeta ) e2 \forall \zeta \in \partial D\zeta (15)

i функцiї \varphi j : \partial D\zeta \setminus \{ 0\}  - \rightarrow \BbbR , j \in \{ 1, 3\} , неперервнi на \partial D\zeta \setminus \{ 0\} , а умови на їхню поведiнку
на нескiнченностi та в околi нуля будуть наведенi нижче.

3. Допомiжнi твердження. Позначимо k1 := \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha , k2 := \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha . Введемо до розгляду вiд-
критi променi R+ := \{ xe1 : x \in (0,+\infty )\} i L\alpha := \{ rk1e1 + rk2e2 : r \in (0,+\infty )\} , що є
частинами межi \partial D\zeta .

Розглядаючи функцiю \upsilon : R+  - \rightarrow \BbbR як функцiю дiйсної змiнної, зберiгаємо для неї те ж
саме позначення, тобто \upsilon (x) \equiv \upsilon (xe1) при x > 0.

Для функцiї \upsilon : L\alpha  - \rightarrow \BbbR , визначеної на променi L\alpha , введемо до розгляду функцiю дiйсної
змiнної \widetilde \upsilon (r) := \upsilon (r(k1e1 + k2e2)) при r > 0.

При s1, s \in (0,\infty ) позначимо

q(s1, s) :=
\bigl( 
s2  - 2k1ss1 + s21

\bigr) 2 \equiv \bigl( (k1s - s1)
2 + k22s

2
\bigr) 2
.

Нехай E \subset \BbbR . Для функцiї \upsilon \ast : E  - \rightarrow \BbbR , неперервної на множинi E, розглянемо її модуль
неперервностi на E :

\omega E(\upsilon \ast , \varepsilon ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1,t2\in E : | t1 - t2| \leq \varepsilon 

| \upsilon \ast (t1) - \upsilon \ast (t2)| .
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Лема 1. Нехай функцiя \upsilon : \partial D\zeta \setminus \{ 0\}  - \rightarrow \BbbR неперервна на \partial D\zeta \setminus \{ 0\} i задовольняє нерiв-
ностi \bigm| \bigm| \upsilon (\tau )\bigm| \bigm| \leq c \| \tau \|  - \beta 0 , \tau \rightarrow 0, \tau \in \partial D\zeta \setminus \{ 0\} , (16)\bigm| \bigm| \upsilon (\tau )\bigm| \bigm| \leq c \| \tau \|  - \beta \infty , \| \tau \| \rightarrow \infty , \tau \in \partial D\zeta , (17)

де \beta 0, \beta \infty \in (0, 1) i стала c не залежить вiд \tau . Тодi компоненти \mathrm{U}1[\scrB [\upsilon ]], \mathrm{U}3[\scrB [\upsilon ]], \mathrm{U}4[\scrB [\upsilon ]]
iнтеграла \scrB [\upsilon ] неперервно продовжуються на \partial D\zeta \setminus \{ 0\} з областi D\zeta . При цьому для всiх
\zeta 0 \in R+ справджуються рiвностi

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0, \zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}1[\scrB [\upsilon ](\zeta )] =
1

2
\upsilon (\| \zeta 0\| ) +

k32\| \zeta 0\| 
\pi 

\infty \int 
0

s2 \widetilde \upsilon (s)
q
\bigl( 
\| \zeta 0\| , s

\bigr) ds, (18)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0, \zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}3[\scrB [\upsilon ](\zeta )] =  - k
2
2\| \zeta 0\| 
\pi 

\infty \int 
0

s
\bigl( 
k1s - \| \zeta 0\| 

\bigr) \widetilde \upsilon (s)
q
\bigl( 
\| \zeta 0\| , s

\bigr) ds, (19)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0, \zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}4[\scrB [\upsilon ](\zeta )] =
k2\| \zeta 0\| 
2\pi 

\infty \int 
0

\Bigl( 
k22s

2  - 
\bigl( 
k1s - \| \zeta 0\| 

\bigr) 2\Bigr) \widetilde \upsilon (s)
q
\bigl( 
\| \zeta 0\| , s

\bigr) ds, (20)

а для всiх \zeta 0 \in L\alpha — рiвностi

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0, \zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}1[\scrB [\upsilon ](\zeta )] =
1

2
\widetilde \upsilon (\| \zeta 0\| ) + k32\| \zeta 0\| 3

\pi 

\infty \int 
0

\upsilon (s)

q
\bigl( 
\| \zeta 0\| , s

\bigr) ds, (21)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0, \zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}3[\scrB [\upsilon ](\zeta )] =
k22\| \zeta 0\| 2

\pi 

\infty \int 
0

\bigl( 
s - k1\| \zeta 0\| 

\bigr) 
\upsilon (s)

q
\bigl( 
\| \zeta 0\| , s

\bigr) ds, (22)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0, \zeta \in D\zeta 

\mathrm{U}4[\scrB [\upsilon ](\zeta )] =
k2\| \zeta 0\| 
2\pi 

\infty \int 
0

\Bigl( 
k22\| \zeta 0\| 2  - 

\bigl( 
s - k1\| \zeta 0\| 

\bigr) 2\Bigr) 
\upsilon (s)

q
\bigl( 
\| \zeta 0\| , s

\bigr) ds. (23)

Доведення. Для точки \tau = t1e1 + t2e2 \in \partial D\zeta , де t1, t2 \in \BbbR , позначимо t := t1 + it2. Легко
отримуємо вираз (див., наприклад, [33, 34])

(\tau  - \zeta ) - 1 =
1

t - z
e1 +

t2  - y

(t - z)2
i

2
\rho .

Тодi \scrB [\upsilon ] записуємо у виглядi суми двох iнтегралiв:

\scrB [\upsilon ] = 1

2\pi i

\int 
R+

\upsilon (\tau )

\biggl( 
e1

dt

t - z
+

\biggl( 
t2  - y

(t - z)2
dt - dt2

t - z

\biggr) 
i\rho 

2

\biggr) 
+

+
1

2\pi i

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )

\biggl( 
e1

dt

t - z
+

\biggl( 
t2  - y

(t - z)2
dt - dt2

t - z

\biggr) 
i\rho 

2

\biggr) 
:= I+ + I\alpha . (24)
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Враховуючи рiвнiсть i\rho /2 = ie1 - e2, що випливає з рiвностi (8), видiляємо компоненти \mathrm{U}j [I+],

\mathrm{U}j [I\alpha ] iнтегралiв I+, I\alpha при j = 1, 3, 4. Оскiльки t2 = 0 при \tau \in R+, то

\mathrm{U}1[I+] =
y3

\pi 

\infty \int 
0

\upsilon (t)

| t - z| 4
dt, (25)

\mathrm{U}3[I+] =
y2

\pi 

\infty \int 
0

\upsilon (t) (t - x)

| t - z| 4
dt, (26)

\mathrm{U}4[I+] =
y

2\pi 

\infty \int 
0

\upsilon (t)
\bigl( 
y2  - (t - x)2

\bigr) 
| t - z| 4

dt. (27)

Виконаємо такi перетворення iнтеграла I\alpha :

I\alpha =
e1
2\pi i

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
t1  - x - i(t2  - y)

| t - z| 2
(dt1 + i dt2) +

+
ie1  - e2
2\pi i

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
(t2  - y) dt1  - (t1  - x) dt2

(t - z)2
=

=  - e1
2\pi 

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
(t2  - y) dt1  - (t1  - x) dt2

| t - z| 2
+

e1
2\pi i

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
(t1  - x) dt1 + (t2  - y) dt2

| t - z| 2
+

+
ie1  - e2
2\pi i

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )

\bigl( 
(t1  - x)2  - (t2  - y)2  - 2i(t1  - x)(t2  - y)

\bigr) \bigl( 
(t2  - y) dt1  - (t1  - x) dt2

\bigr) 
| t - z| 4

.

З урахуванням рiвностей t = | t| ei\alpha = t1 + it2 i z = | z| ei\psi , де 0 < \psi < \alpha , маємо

(t2  - y) dt1  - (t1  - x) dt2 = k1(k2| t|  - y) d| t|  - k2(k1| t|  - x) d| t| = (k2x - k1y) d| t| = \delta z d| t| ,

де \delta z := | z| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\alpha  - \psi ).

Оскiльки \| \tau \| = | t| , в результатi отримуємо

\mathrm{U}1[I\alpha ] =  - \delta z
\pi 

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
(t2  - y)2

| t - z| 4
d\| \tau \| , (28)

\mathrm{U}3[I\alpha ] =
\delta z
\pi 

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
(t1  - x)(t2  - y)

| t - z| 4
d\| \tau \| , (29)

\mathrm{U}4[I\alpha ] =
\delta z
2\pi 

\int 
L\alpha 

\upsilon (\tau )
(t1  - x)2  - (t2  - y)2

| t - z| 4
d\| \tau \| . (30)

Доведемо рiвнiсть (18). Для цього спочатку запишемо рiвнiсть (25) у виглядi
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\mathrm{U}1[I+] =
y3

\pi 

\infty \int 
0

\upsilon (t) - \upsilon (x)\bigl( 
(t - x)2 + y2

\bigr) 2 dt+ y3 \upsilon (x)

\pi 

\infty \int 
0

dt\bigl( 
(t - x)2 + y2

\bigr) 2 =: I1 + I2.

Зауважимо, що якщо \zeta \rightarrow \zeta 0 \equiv x0e1 \in R+, то z \rightarrow x0 i y \rightarrow 0. Тому, не зменшуючи загальностi,
вважаємо, що | z  - x0| < x0/4. При цьому маємо рiвнiсть

I1 =
y3

\pi 

x+| y| \int 
x - | y| 

\upsilon (t) - \upsilon (x)\bigl( 
(t - x)2 + y2

\bigr) 2 dt+ y3

\pi 

\left(   x - | y| \int 
x0/2

+

\infty \int 
x+| y| 

\right)   \upsilon (t) - \upsilon (x)\bigl( 
(t - x)2 + y2

\bigr) 2 dt +

+
y3

\pi 

x0/2\int 
0

\upsilon (t) - \upsilon (x)\bigl( 
(t - x)2 + y2

\bigr) 2 dt =: I \prime 1 + I \prime \prime 1 + I \prime \prime \prime 1

i отримуємо спiввiдношення

| I \prime 1| \leq 
| y| 3

\pi 

x+| y| \int 
x - | y| 

\omega [x0/2,\infty )(\upsilon , | y| )
y4

dt =
2

\pi 
\omega [x0/2,\infty )(\upsilon , | y| ) \rightarrow 0, y \rightarrow 0,

| I \prime \prime 1 | \leq 
| y| 3

\pi 

\left(   x - | y| \int 
x0/2

+

\infty \int 
x+| y| 

\right)   \omega [x0/2,\infty )(\upsilon , | t - x| )
| t - x| 4

dt \leq 

\leq 2| y| 3

\pi 

\infty \int 
| y| 

\omega [x0/2,\infty )(\upsilon , \eta )

\eta 4
d\eta \rightarrow 0, y \rightarrow 0.

Крiм того, враховуючи оцiнку (16), одержуємо

| I \prime \prime \prime 1 | \leq c
| y| 3

x40

x0/2\int 
0

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ t - \beta 0 , 1\} dt\rightarrow 0, y \rightarrow 0.

Пiсля обчислення iнтеграла у виразi I2 маємо

I2 \rightarrow 
1

2
\upsilon (x0), z \rightarrow x0.

Тепер для доведення рiвностi (18) залишилося зауважити, що другий доданок з правої частини
цiєї рiвностi отримується в результатi граничного переходу пiд знаком iнтеграла у виразi (28)
при \zeta \rightarrow \zeta 0 \equiv x0e1 \in R+.

Аналогiчно встановлюються спiввiдношення

\mathrm{U}j [I+] \rightarrow 0, \zeta \rightarrow \zeta 0 \in R+, j = 3, 4,

i рiвностi (19), (20).
В свою чергу, рiвностi (21) – (23) встановлюються аналогiчно рiвностям (18) – (20).
Лему доведено.
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Лема 2. За умов леми 1 компоненти \mathrm{U}1[\scrB [\upsilon ]], \mathrm{U}3[\scrB [\upsilon ]], \mathrm{U}4[\scrB [\upsilon ]] iнтеграла \scrB [\upsilon ] задоволь-
няють нерiвностi вигляду (12), (13).

Доведення. Використаємо зображення (24) iнтеграла \scrB [\upsilon ] i вирази (25) – (30) вiдповiдних
компонент iнтегралiв I+, I\alpha .

Нехай оцiнка (16) виконується при \tau \in \partial D\zeta \setminus \{ 0\} : \| \tau \| \equiv | t| < \delta 0. Покажемо, що для
компоненти \mathrm{U}1[I+] виконується оцiнка вигляду (12) при \zeta \in D\zeta : \| \zeta \| \equiv | z| < \delta 0/2. З цiєю
метою iнтеграл (25) запишемо у виглядi суми трьох iнтегралiв:

\mathrm{U}1[I+] =
y3

\pi 

| z| /2\int 
0

\upsilon (t)

| t - z| 4
dt+

y3

\pi 

\delta 0\int 
| z| /2

\upsilon (t)

| t - z| 4
dt+

y3

\pi 

\infty \int 
\delta 0

\upsilon (t)

| t - z| 4
dt =: I3 + I4 + I5.

Враховуючи нерiвнiсть (16), отримуємо оцiнки

| I3| \leq c
| y| 3

| z| 4

| z| /2\int 
0

t - \beta 0 dt \leq c | z|  - \beta 0 ,

| I4| \leq c | z|  - \beta 0 | y| 3
\delta 0\int 

| z| /2

dt\bigl( 
(t - x)2 + y2

\bigr) 2 \leq c | z|  - \beta 0 ,

де через c позначено рiзнi сталi, значення яких не залежать вiд z. Очевидно також, що при
| z| < \delta 0/2 iнтеграл I5 обмежений сталою, що не залежить вiд z.

Аналогiчно оцiнюються компоненти (26) – (30) в околi нуля та компоненти (25) – (30) при
\zeta \in D\zeta : \| \zeta \| \rightarrow \infty з використанням нерiвностi (17) замiсть нерiвностi (16).

Лему доведено.
4. Редукцiя кусково-неперервної (1–3)-задачi до системи iнтегральних рiвнянь. До шу-

каного розв’язку (14) кусково-неперервної (1–3)-задачi, де функцiя \varphi має вигляд (15) i функцiї
\varphi j : \partial D\zeta \setminus \{ 0\}  - \rightarrow \BbbR , j \in \{ 1, 3\} , задовольняють умови, накладенi на функцiю \upsilon у лемi 1,
застосуємо формули (18) – (23). В результатi з урахуванням рiвностей

\mathrm{U}1[e2\scrB [\varphi 3](\zeta )] = \mathrm{U}3[\scrB [\varphi 3](\zeta )], \mathrm{U}3[e2\scrB [\varphi 3](\zeta )] = \mathrm{U}1[\scrB [\varphi 3](\zeta )] - 2\mathrm{U}4[\scrB [\varphi 3](\zeta )]

i позначення \xi := \| \zeta 0\| крайовi умови (11) зводяться до системи iнтегральних рiвнянь для
вiдшукання функцiй \varphi 1, \varphi 3 :

1

2
\varphi 1(\xi ) +

k22 \xi 

\pi 

\infty \int 
0

\bigl( 
k2s

2 \widetilde \varphi 1(s) - s(k1s - \xi )\widetilde \varphi 3(s)
\bigr) 

q(\xi , s)
ds = u1(\xi ),

1

2
\varphi 3(\xi ) +

k2\xi 

\pi 

\infty \int 
0

(k1s - \xi )
\bigl( 
(k1s - \xi )\widetilde \varphi 3(s) - k2s\widetilde \varphi 1(s)

\bigr) 
q(\xi , s)

ds = u3(\xi ),

(31)

1

2
\widetilde \varphi 1(\xi ) +

k22 \xi 
2

\pi 

\infty \int 
0

\bigl( 
k2\xi \varphi 1(s) + (s - k1\xi )\varphi 3(s)

\bigr) 
q(\xi , s)

ds = \widetilde u1(\xi ),
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1

2
\widetilde \varphi 3(\xi ) +

k2\xi 

\pi 

\infty \int 
0

(s - k1\xi )
\bigl( 
k2\xi \varphi 1(s) + (s - k1s0)\varphi 3(s)

\bigr) 
q(\xi , s)

ds = \widetilde u3(\xi ) \forall \xi > 0.

З лем 1, 2 випливає, що кожен розв’язок системи (31), який вiдновлює функцiї \varphi 1, \varphi 3 з
рiвностi (15) за формулами

\varphi j(\tau ) =

\left\{   \varphi j(\| \tau \| ) при \tau \in R+,

\widetilde \varphi j(\| \tau \| ) при \tau \in L\alpha , j \in \{ 1, 3\} ,

такi, що задовольняють умови вигляду (16), (17), за формулою (14) породжує розв’язок кусково-
неперервної (1–3)-задачi.

Щоб записати систему (31) у векторному виглядi, введемо необхiднi позначення. Нехай
\bfa (s, \cdot ) позначає чотиривимiрний вектор-стовпець, компонентами якого є дiйснозначнi функцiї

aj(s, \cdot ), j = 1, 4, визначенi при всiх s > 0. Аналогiчно,
\int \infty 

0
\bfa (s, \cdot ) ds позначає чотиривимiрний

вектор-стовпець, компонентами якого є iнтеграли
\int \infty 

0
aj(s, \cdot ) ds, j = 1, 4, у випадку, коли цi

iнтеграли iснують.

Через \bfL \infty 
[0,\infty ) позначимо банахiв простiр чотиривимiрних векторiв-стовпцiв \bfb (s), компонен-

ти bj(s), j = 1, 4, яких — iстотно обмеженi функцiї на множинi [0,\infty ) з нормою

\| \bfb \| \bfL \infty 
[0,\infty )

:= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j=1,4

\{ \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [0,\infty )

| bj(s)| \} .

Через \bfC [0,\infty ) позначимо пiдпростiр простору \bfL \infty 
[0,\infty ), утворений векторами-стовпцями \bfb (s),

компоненти bj(s), j = 1, 4, яких — неперервнi функцiї на множинi [0,\infty ), що мають скiнченнi
границi при s\rightarrow \infty .

Введемо до розгляду вектор-стовпець \bfitvarphi (\xi ), \xi > 0, компонентами якого є вiдповiдно шуканi
функцiї \varphi 1(\xi ), \varphi 3(\xi ), \widetilde \varphi 1(\xi ), \widetilde \varphi 3(\xi ), i вектор-стовпець \bfu (\xi ), \xi > 0, компонентами якого є
вiдповiдно заданi в системi (31) функцiї u1(\xi ), u3(\xi ), \widetilde u1(\xi ), \widetilde u3(\xi ).

Припускаємо, що вектор-функцiї \bfitvarphi , \bfu мають вигляд

\bfitvarphi (\xi ) =
2(\xi + 1)\beta 0 - \beta \infty 

\xi \beta 0
\bfg (\xi ), \bfu (\xi ) =

(\xi + 1)\beta 0 - \beta \infty 

\xi \beta 0
\bfv (\xi ),

де вектор-функцiї

\bfg (\xi ) :=

\left(       
g1(\xi )

g3(\xi )\widetilde g1(\xi )\widetilde g3(\xi )

\right)       , \bfv (\xi ) :=

\left(       
v1(\xi )

v3(\xi )\widetilde v1(\xi )\widetilde v3(\xi )

\right)       
належать простору \bfL \infty 

[0,\infty ).

Позначимо через 02\times 2 нульову матрицю розмiрностi 2\times 2 i введемо до розгляду функцiо-
нальну матрицю

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 11



1488 С. В. ГРИЩУК, C. А. ПЛАКСА

a(\xi , s) :=

\Biggl( 
k22s

2 k2s(\xi  - k1s)

k2s(\xi  - k1s) (k1s - \xi )2

\Biggr) 
.

Нарештi, розглянемо функцiональну матрицю розмiрностi 4 \times 4, яку з використанням за-
значених матриць розмiрностi 2\times 2 запишемо у блочному виглядi

A(\xi , s) :=

\Biggl( 
02\times 2 a(\xi , s)

a(s, \xi ) 02\times 2

\Biggr) 
.

Тепер при зроблених припущеннях про вектор-функцiї \bfitvarphi , \bfu запишемо систему (31) у вектор-
ному виглядi

\scrI [\bfg ](\xi ) +\scrA [\bfg ](\xi ) = \bfv (\xi ) \forall \xi > 0, (32)

де \scrI — тотожний оператор i

\scrA [\bfg ](\xi ) :=
2k2 \xi 

1+\beta 0 (\xi + 1)\beta \infty  - \beta 0

\pi 

\infty \int 
0

A(\xi , s)\bfg (s)
ds

s\beta 0 (s+ 1)\beta \infty  - \beta 0 q(\xi , s)
, (33)

а рiвнiсть (32) виконується майже скрiзь на (0,\infty ) щодо мiри Лебега.

Зафiксуємо довiльний вiдрiзок [a, b], де a > 0. Розглядаючи рiвняння (32) при \xi \in [a, b],

записуємо оператор (33) у виглядi суми трьох операторiв:

\scrA [\bfg ](\xi ) =
2k2 \xi 

1+\beta 0 (\xi + 1)\beta \infty  - \beta 0

\pi 

\delta \int 
0

A(\xi , s)\bfg (s)
ds

s\beta 0 (s+ 1)\beta \infty  - \beta 0 q(\xi , s)
+

+
2k2 \xi 

1+\beta 0 (\xi + 1)\beta \infty  - \beta 0

\pi 

N\int 
\delta 

A(\xi , s)\bfg (s)
ds

s\beta 0 (s+ 1)\beta \infty  - \beta 0 q(\xi , s)
+

+
2k2 \xi 

1+\beta 0 (\xi + 1)\beta \infty  - \beta 0

\pi 

\infty \int 
N

A(\xi , s)\bfg (s)
ds

s\beta 0 (s+ 1)\beta \infty  - \beta 0 q(\xi , s)
=:

=: \scrA \delta [\bfg ](\xi ) +\scrA 0[\bfg ](\xi ) +\scrA N [\bfg ](\xi ),

де додатнi числа \delta , N вибрано так, щоб при всiх \xi \in [a, b] виконувались нерiвностi

\| \scrA \delta [\bfg ](\xi )\| \bfL \infty 
[0,\infty )

<
1

2
\| \bfg \| \bfL \infty 

[0,\infty )
, \| \scrA N [\bfg ](\xi )\| \bfL \infty 

[0,\infty )
<

1

2
\| \bfg \| \bfL \infty 

[0,\infty )
.

Введемо до розгляду оператори

\widehat \scrA \delta [\bfg ](\xi ) :=

\left\{         
\scrA \delta [\bfg ](a) при 0 \leq \xi < a,

\scrA \delta [\bfg ](\xi ) при a \leq \xi \leq b,

\scrA \delta [\bfg ](b) при \xi \geq b,
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\widehat \scrA N [\bfg ](\xi ) :=

\left\{         
\scrA N [\bfg ](a) при 0 \leq \xi < a,

\scrA N [\bfg ](\xi ) при a \leq \xi \leq b,

\scrA N [\bfg ](b) при \xi > b,

\widehat \scrA [\bfg ](\xi ) :=

\left\{         
\scrA 0[\bfg ](a) при 0 \leq \xi < a,

\scrA 0[\bfg ](\xi ) при a \leq \xi \leq b,

\scrA 0[\bfg ](b) при \xi \geq b.

Очевидно, що для операторiв \widehat \scrA \delta , \widehat \scrA N при всiх \xi \geq 0 виконуються оцiнки\bigm\| \bigm\| \bigm\| \widehat \scrA \delta [\bfg ](\xi )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\bfL \infty 
[0,\infty )

<
1

2
\| \bfg \| \bfL \infty 

[0,\infty )
,

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \widehat \scrA N [\bfg ](\xi )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\bfL \infty 
[0,\infty )

<
1

2
\| \bfg \| \bfL \infty 

[0,\infty )
, (34)

а оператор \widehat \scrA дiє з простору \bfL \infty 
[0,\infty ) у простiр \bfC [0,\infty ). При цьому з теореми Асколi – Арцела ви-

пливає, що оператор \widehat \scrA : \bfL \infty 
[0,\infty )  - \rightarrow \bfC [0,\infty ) є компактним, а тому оператор \widehat \scrA також компактний

у просторi \bfL \infty 
[0,\infty ).

Поряд iз рiвнянням (32) розглянемо рiвняння

\scrI [\bfg ](\xi ) + \widehat \scrA \delta [\bfg ](\xi ) + \widehat \scrA N [\bfg ](\xi ) + \widehat \scrA [\bfg ](\xi ) = \bfv (\xi ) \forall \xi \geq 0. (35)

Очевидно, що кожний розв’язок рiвняння (32) задовольняє рiвняння (35) при \xi \in [a, b] i,
навпаки, кожний розв’язок рiвняння (35) задовольняє рiвняння (32) при \xi \in [a, b].

В теорiї операторiв у банахових просторах нетеровим називають оператор, образ якого є
замкненим, а ядро i коядро — скiнченновимiрними. При цьому рiзниця мiж розмiрностями
ядра i коядра називається iндексом оператора. Нетерiв оператор нульового iндексу називається
фредгольмовим (див., наприклад, [36]).

Теорема 1. Оператор \scrI + \widehat \scrA \delta + \widehat \scrA N + \widehat \scrA фредгольмiв у просторi \bfL \infty 
[0,\infty ).

Доведення. З оцiнок (34) випливає, що оператор \scrI + \widehat \scrA \delta + \widehat \scrA N має обернений у просторi
\bfL \infty 
[0,\infty ). Отже, оператор B := \scrI + \widehat \scrA \delta + \widehat \scrA N фредгольмiв у просторi \bfL \infty 

[0,\infty ).

Тепер з теореми про стiйкiсть властивостi нетеровостi та iндексу оператора при його ком-
пактному збуреннi (див., наприклад, [36]) випливає, що оператор B+ \widehat \scrA фредгольмiв у просторi
\bfL \infty 
[0,\infty ).

Теорему доведено.

Отже, на будь-якому вiдрiзку [a, b], де a > 0, множина розв’язкiв рiвняння (32) з простору
\bfL \infty 
[0,\infty ) збiгається з множиною розв’язкiв рiвняння Фредгольма (35) у цьому просторi.

5. Редукцiя основної бiгармонiчної задачi з кусково-неперервною крайовою умовою
до системи iнтегральних рiвнянь. Розглянемо основну бiгармонiчну задачу про знаходження
бiгармонiчної функцiї W : D  - \rightarrow \BbbR , що неперервно продовжується на межу \partial D, а її частин-
нi похiднi першого порядку неперервно продовжуються на \partial D \setminus \{ (0, 0)\} , у випадку, коли її
граничнi значення W (x0, y0) на межi i значення її нормальної похiдної \partial W/\partial n у напрямку
зовнiшньої нормалi до межi задовольняють крайовi умови (пор., наприклад, з [1, с. 13])
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W (x0, y0) = \omega 1(x0, y0) \forall (x0, y0) \in \partial D,

\partial W

\partial n
(x0, y0) = \omega 2(x0, y0) \forall (x0, y0) \in \partial D \setminus \{ (0, 0)\} .

Крiм того, функцiя W повинна задовольняти нерiвностi\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial W (x, y)

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial W (x, y)

\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c (x2 + y2) - \beta 0/2, x2 + y2 \rightarrow 0, (x, y) \in D,\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial W (x, y)

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial W (x, y)

\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c (x2 + y2) - \beta \infty /2, x2 + y2 \rightarrow \infty , (x, y) \in D,

де \beta 0, \beta \infty \in (0, 1) i стала c не залежить вiд (x, y).

Якщо задана функцiя \omega 1 : \partial D  - \rightarrow \BbbR має неперервну контурну похiдну \omega \prime 
1 на множинi

\partial D \setminus \{ (0, 0)\} , то розв’язок цiєї крайової задачi можна отримати в результатi розв’язання бiгар-
монiчної задачi (2), де

u1(x0, y0) =

\left\{   \omega 
\prime 
1(x0, y0) при x0e1 + y0e2 \in R+,

 - \omega \prime 
1(x0, y0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha  - \omega 2(x0, y0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha при x0e1 + y0e2 \in L\alpha ,

u3(x0, y0) =

\left\{    - \omega 2(x0, y0) при x0e1 + y0e2 \in R+,

 - \omega \prime 
1(x0, y0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha + \omega 2(x0, y0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha при x0e1 + y0e2 \in L\alpha ,

при цьому W (x, y) = u(x, y) + c з деякою сталою c \in \BbbR .
Отже, якщо функцiї \omega \prime 

1, \omega 2 неперервнi на множинi \partial D\setminus \{ (0, 0)\} i задовольняють нерiвностi
вигляду (5), (6), то сформульована тут основна бiгармонiчна задача з кусково-неперервною кра-
йовою умовою редукується до системи iнтегральних рiвнянь (31), записаної також у векторному
виглядi (32).

Зазначимо, що у роботi [20] основну бiгармонiчну задачу для квадранта з кусково-неперерв-
ною крайовою умовою редуковано до системи iнтегральних рiвнянь при значно жорсткiших
умовах на заданi функцiї \omega 1, \omega 2.
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