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ТЕОРЕМИ ТИПУ ВАЛIРОНА ТА ВАЛIРОНА – ТIТЧМАРША
ДЛЯ СУБГАРМОНIЧНИХ ФУНКЦIЙ ПОВIЛЬНОГО ЗРОСТАННЯ

Let u be a function of zero order subharmonic in \BbbR m, m \geq 2, with Riesz measure \mu on the negative semiaxis Ox1,

n(r, u) = \mu 
\bigl( \bigl\{ 

x \in \BbbR m : | x| \leq r
\bigr\} \bigr) 

, dm = m  - 2 for m \geq 3, d2 = 1, and N(r, u) = dm

\int r

1

n(t, u)

tm - 1
dt. Under the

condition of slow growth of N(r, u), we determine the asymptotics of u(x) as | x| = r \rightarrow +\infty . We also study the inverse
relationship between the regular growth of u and the behavior of N(r, u) for r \rightarrow +\infty .

Нехай u — субгармонiчна в \BbbR m, m \geq 2, функцiя нульового порядку з мiрою Рiсса \mu на вiд’ємнiй пiвосi Ox1,

n(r, u) = \mu 
\bigl( \bigl\{ 

x \in \BbbR m : | x| \leq r
\bigr\} \bigr) 

, dm = m  - 2 для m \geq 3, d2 = 1, N(r, u) = dm

\int r

1

n(t, u)

tm - 1
dt. За умови

повiльного зростання N(r, u) знайдено асимптотику u(x) при | x| = r \rightarrow +\infty . Дослiджено також обернений
зв’язок мiж регулярним зростанням u та поводженням N(r, u) при r \rightarrow +\infty .

1. Вступ. Нехай f — цiла трансцендентна (далi цiла) функцiя, n(r) = n(r, 0, f) — кiлькiсть
нулiв f у крузi \{ z : | z| \leq r\} , \rho — порядок f.

Якщо нулi f вiд’ємнi, \rho — нецiле число, 0 < \Delta < +\infty ,

n(r) \sim \Delta r\rho , r \rightarrow +\infty , (1)

то, як випливає з результатiв Ж. Валiрона [1],

\mathrm{l}\mathrm{n} | f(rei\theta )| \sim \pi \Delta 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi \rho 
r\rho \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \rho \theta , | \theta | < \pi , r \rightarrow +\infty .

Навпаки, якщо f має лише вiд’ємнi нулi, \rho — нецiле число, 0 < \Delta < +\infty ,

\mathrm{l}\mathrm{n} | f(r)| \sim \pi \Delta 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi \rho 
r\rho , r \rightarrow +\infty ,

то виконується (1).
Найпростiше доведення останнього твердження дав Е. Тiтчмарш [2]. Тому теореми про

зв’язок мiж регулярними поводженнями n(r) та \mathrm{l}\mathrm{n} | f(z)| називають теоремами типу Валiрона
та Валiрона – Тiтчмарша.

Аналогiчнi задачi для цiлих функцiй нульового порядку вивчалися в [3], де, зокрема, дове-
дено, що асимптотичнi рiвностi n(r) = r\lambda (r) + o

\bigl( 
r\lambda (r)

\bigr) 
й n(r) = r\lambda (r) + o

\bigl( 
\varepsilon (r)r\lambda (r)

\bigr) 
, r \rightarrow +\infty ,

є вiдповiдно необхiдною й достатньою умовами виконання спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{n} | f(r)| =
r\int 

1

t\lambda (t) - 1dt+ o
\Bigl( 
r\lambda (r)

\Bigr) 
, r \rightarrow +\infty .

Тут f — цiла функцiя нульового порядку з вiд’ємними нулями, \lambda (r) — нульовий уточнений
порядок (див., наприклад, [4, с. 69]), r\lambda (r) \nearrow +\infty , \varepsilon (r) = \lambda (r) + r\lambda \prime (r) \mathrm{l}\mathrm{n} r \rightarrow 0 при r \rightarrow +\infty .

Пiзнiше в [5] було доведено теорему типу Валiрона, а в [6] — теорему типу Валiрона –
Тiтчмарша для субгармонiчних в \BbbR n, n \geq 3, функцiй нецiлого порядку.

В цiй роботi дослiджується зв’язок мiж регулярними поводженнями субгармонiчної в \BbbR m,

m \geq 2, функцiї u нульового порядку та неванлiнновою лiчильною функцiєю N(r, u) її мiри
Рiсса у випадку, коли N(r, u) — повiльно зростаюча функцiя.

1 Вiдповiдальний за листування, e-mail: mykola.zabolotskyy@lnu.edu.ua.

c\bigcirc М. В. ЗАБОЛОЦЬКИЙ, Т. М. ЗАБОЛОЦЬКИЙ, С. I. ТАРАСЮК, 2022

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 11 1523



1524 М. В. ЗАБОЛОЦЬКИЙ, Т. М. ЗАБОЛОЦЬКИЙ, С. I. ТАРАСЮК

2. Означення та формулювання результатiв. Нехай u — субгармонiчна в \BbbR m, m \geq 2,

функцiя, u-гармонiчна в одиничному околi точки O, u(0) = 0, \mu — її мiра Рiсса, n(t, u) = \mu (\{ x :

| x| \leq t\} ), dm = m - 2 для m \geq 3, d2 = 1, N(t, u) =

\int r

1
n(\tau )/\tau m - 1d\tau , u+(x) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ u(x); 0\} ,

cm = 2\pi m/2/\Gamma (m/2) — площа поверхнi одиничної сфери
\bigl\{ 
x \in \BbbR m : | x| = 1

\bigr\} 
, d\sigma (x) — елемент

площi поверхнi сфери S(0, r) = \{ x : | x| = r\} ,

T (r, u) =
1

cmrm - 1

\int 
S(0,r)

u+(x) d\sigma (x)

— характеристика Неванлiнни функцiї u. Будемо говорити, що u нульового роду (нульового
порядку), якщо T (r, u) = o(r) (\mathrm{l}\mathrm{n} T (r, u) = o(\mathrm{l}\mathrm{n} r)) при r \rightarrow +\infty .

Позначимо через SHm(0) клас субгармонiчних в \BbbR m функцiй нульового порядку, через
SH - 

m(0) пiдклас функцiй u з SHm(0) таких, що u гармонiчна зовнi вiд’ємної пiвосi Ox1.
Невiд’ємну, неспадну, необмежену на [0; +\infty ) функцiю називатимемо функцiєю порiвнян-

ня. Через L позначимо множину неперервно диференцiйовних функцiй порiвняння v, для яких
tv\prime (t)/v(t) \rightarrow 0 при t \rightarrow +\infty . Неважко показати, що r\lambda (r) \in L, якщо \lambda (r) — такий, як вище,
нульовий уточнений порядок. Не зменшуючи загальностi вважатимемо, що v(t) = 0 на [0, \delta ],

0 < \delta < 1. Легко бачити (див., наприклад, [7, с. 15]), що з точнiстю до еквiвалентних функцiй L
збiгається з множиною повiльно зростаючих функцiй l, тобто додатних, неспадних на [0,+\infty )

i таких, що l(2t) \sim l(t), t\rightarrow +\infty .

Для v \in L приймемо

v1(r) =

r\int 
1

v(t)

t
dt. (2)

Неважко показати, що v1 \in L i v(r) = o(v1(r)) при r \rightarrow +\infty . Покладемо

P (t, r, \theta ;\alpha ) =
\bigl( 
t2 + 2tr \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta + r2

\bigr)  - \alpha 
, \alpha > 0, (3)

J(r, \theta ;\alpha ,\psi (t)) =

+\infty \int 
0

\psi (t)P (t, r, \theta ;\alpha )dt, (4)

J(r, \theta ;\alpha , \beta ) = J
\bigl( 
r, \theta ;\alpha , t\beta 

\bigr) 
, 0 < \beta < 2\alpha  - 1, (5)

де \psi — локально iнтегровна на [0; +\infty ) функцiя така, що iнтеграл у рiвностi (4) є збiжним.
Для m \geq 3 приймемо

A(m) =
m - 2\sum 
k=1

Ck
m - 1Im - 1(m - 2 - k),

де

In(k) =

+\infty \int 
1

tkdt

(t+ 1)n
, n \in \BbbN , n \geq 2, k = 0, 1, . . . , n - 2.

Неважко показати, що правильною є рекурентна формула

In(k) =
1

2n - 1(n - 1 - k)
+ kIn(k  - 1), In(0) =

1

(n - 1)2n - 1
.
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Теорема 1. Нехай m \geq 3, u \in SH - 
m(0), v \in L, r = | x| , x1 = r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , x = (r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , x2, . . .

. . . , xm). Якщо

N(t, u) = (1 + o(1))v(t), t\rightarrow +\infty , (6)

то для | \theta | < \pi 

u(x) =

\biggl( 
mJ

\biggl( 
1, \theta ;

m+ 2

2
,m - 1

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta +

+(m - 1)J
\Bigl( 
1, \theta ;

m

2
,m - 2

\Bigr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

\Bigr) 
v(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty , (7)

до того ж (7) виконується рiвномiрно щодо \theta на множинi \{ \theta : | \theta | < \pi  - \delta \} , 0 < \delta < 1.

Зауваження 1. Iнтеграли в (7) збiжнi, бо пiдiнтегральнi вирази tm - 1P (t, 1, \theta ; (m+2)/2) \sim 
\sim 1

t3
, tm - 2P (t, 1, \theta ;m/2) \sim 1

t2
при t\rightarrow +\infty .

Теорема 2. Нехай u \in SH - 
m(0), m \geq 3, v \in L, u(r) = u(r, 0, . . . , 0).

(A) Якщо

N(t, u) = v1(t) + o(v(t)), t\rightarrow +\infty , (8)

то

u(r) = v1(r) +A(m)v(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty . (9)

(B) Навпаки, якщо виконується (9), то

N(t, u) = (1 + o(1))v1(t), t\rightarrow +\infty . (10)

Зауваження 2. Оскiльки

(m - 1)J
\Bigl( 
1, 0;

m

2
,m - 2

\Bigr) 
= (m - 1)

+\infty \int 
0

tm - 2

(t+ 1)m
dt = (m - 1)B(m - 1, 1) = 1,

то для \theta = 0 за умови N(t, u) = (1 + o(1))v1(t), t\rightarrow +\infty , з (7) отримуємо

u(r) = u(r, 0, . . . , 0) = (1 + o(1))v1(r), r \rightarrow +\infty ,

що є слабшим, нiж (9).
Зауваження 3. Насправдi, буде доведено, що з (9) випливає асимптотична рiвнiсть

n(t, u) =
1 + o(1)

m - 2
tm - 2v(t), t\rightarrow +\infty , (11)

з якої легко отримати (10). Обернена iмплiкацiя є хибною, тобто з (10) не випливає (11).
Теорема 3. Нехай u \in SH - 

2 (0), v \in L, x = (r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , r \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta ) i

n(r, u) = (1 + o(1))v(t), t\rightarrow +\infty .

Тодi для | \theta | < \pi 

u(x) = N(r, u) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty , (12)

до того ж остання асимптотична рiвнiсть виконується рiвномiрно щодо \theta на множинi \{ \theta :
| \theta | < \pi  - \delta \} , 0 < \delta < 1.
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Теорема 4. Нехай u \in SH - 
2 (0), v \in L, u(r) = u(r, 0).

(A) Якщо
n(t, u) = v(t) + o(tv\prime (t)), t\rightarrow +\infty ,

то

u(r) = v1(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty . (13)

(B) Навпаки, якщо виконується (13), то

n(t, u) = (1 + o(1))v(t), t\rightarrow +\infty .

Наступна теорема узагальнує твердження (A) теореми 4.
Теорема 5. Нехай u \in SH - 

2 (0), v \in L, x = (r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , r \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta ) i n(t, u) = v1(t) + o(tv\prime (t)),

t\rightarrow +\infty . Тодi для | \theta | < \pi 

u(x) = N(r, u) +
1

2

\biggl( 
\pi 2

3
 - \theta 2

\biggr) 
v(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty . (14)

3. Допомiжнi результати. При доведеннi теорем будемо використовувати такi твердження.
Лема 1. Нехай v \in L, g — диференцiйовна, а g\prime — незростаюча на [1,+\infty ) функцiї ,

K \in \BbbR . Якщо

g(t) =

t\int 
1

v(\tau )

\tau 
d\tau +Kv(t) + o(v(t)), t\rightarrow +\infty ,

то

g\prime (t) =
v(t)

t
+ o

\biggl( 
v(t)

t

\biggr) 
, t\rightarrow +\infty .

Доведення цiєї леми аналогiчне доведенню леми 4 з [3].
Лема 2 [7, c. 63 – 65]. Нехай l — повiльно змiнна, а \phi — локально iнтегровна на [0,+\infty )

функцiї , a > 0 i для деякого \eta > 0 iнтеграл
\int +\infty 

a
t\eta \phi (t) dt

\biggl( \int a

0
t - \eta \phi (t)dt

\biggr) 
є збiжним. Тодi

+\infty \int 
a

\phi (t)l(xt) dt \sim l(x)

+\infty \int 
a

\phi (t)dt

\left(  a\int 
0

\phi (t)l(xt)dt \sim l(x)

a\int 
0

\phi (t)dt

\right)  , x\rightarrow +\infty .

Лема 3. Нехай p \geq 3, v \in L. Тодi

I(r) =

+\infty \int 
0

d
\bigl( 
tp - 2v(t)

\bigr) 
(t+ r)p - 1

= (1 + o(1))
v(r)

r
, r \rightarrow +\infty .

Доведення. Використовуючи твердження леми 2 з \eta =
1

2
та iнтегруючи частинами, отри-

муємо

I(r) = (p - 1)

+\infty \int 
0

tp - 2v(t)dt

(t+ r)p
=
p - 1

r

+\infty \int 
0

v(\tau r)
\tau p - 2d\tau 

(1 + \tau )p
=
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= (1 + o(1))
(p - 1)v(r)

r
B(p - 1, 1) =

= (1 + o(1))
(p - 1)v(r)

r

\Gamma (p - 1)\Gamma (1)

\Gamma (p)
= (1 + o(1))

v(r)

r
, r \rightarrow +\infty .

Лема 4 [8]. Нехай 0 < b < a+1, k = [b], \alpha та \beta — додатнi, неспаднi на [0,+\infty ) функцiї ,
\alpha диференцiйовна, \alpha (x) \rightarrow +\infty при x\rightarrow +\infty , a\alpha (x) < x\alpha \prime (x) < \beta \alpha (r) для x \geq x0,

F (x) =

+\infty \int 
1

d\alpha (t)

(x+ t)k+1
, G(x) =

+\infty \int 
1

d\beta (t)

(x+ t)k+1
.

Якщо F (x) \sim G(x), то \alpha (x) \sim \beta (x) при x\rightarrow +\infty .

Лема 5. Нехай v \in L, \varepsilon (r) — локально iнтегровна на [1,+\infty ) функцiя така, що \varepsilon (r) \rightarrow 0

при r \rightarrow +\infty . Тодi:
1) для \alpha < 1

r\int 
1

\varepsilon (t)v(t)dt

t\alpha 
= o

\biggl( 
v(r)

r\alpha  - 1

\biggr) 
, r \rightarrow +\infty ;

2) для \alpha > 1
+\infty \int 
r

\varepsilon (t)v(t)dt

t\alpha 
= o

\biggl( 
v(r)

r\alpha  - 1

\biggr) 
, r \rightarrow +\infty .

В iстинностi тверджень цiєї леми легко переконатися з допомогою правила Лопiталя.
Лема 6. Нехай m \geq 3, u — субгармонiчна в \BbbR m функцiя нульового роду, гармонiчна зовнi

вiд’ємної пiвосi Ox1, r = | x| , x = (r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , x2, . . . , xm), | \theta | < \pi . Тодi

u(x) = mr2J

\biggl( 
r, \theta ;

m+ 2

2
, tm - 1N(t)

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta + (m - 1)rJ

\Bigl( 
r, \theta ;

m

2
, tm - 2N(t)

\Bigr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta . (15)

Доведення. За умов леми маємо (див., наприклад, [9, с. 174])

u(x) =

\int 
| \xi | <+\infty 

\bigl( 
| \xi | 2 - m  - | x - \xi | 2 - m

\bigr) 
d\mu \xi , \xi \in \BbbR m,

де \mu — мiра Рiсса u. Якщо u гармонiчна в \BbbR m, за винятком вiд’ємної пiвосi Ox1, t = | \xi | ,
j = ( - 1, 0, . . . , 0) — m-вимiрний вектор, то (див. (3))

u(x) =

+\infty \int 
0

\bigl( 
t2 - m  - | x+ jt| 2 - m

\bigr) 
dn(t) =

+\infty \int 
0

\biggl( 
t2 - m  - P

\biggl( 
t, r, \theta ;

m - 2

2

\biggr) \biggr) 
dn(t) =

= (m - 2)

+\infty \int 
0

\Bigl( 
t1 - m  - (t+ r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta )P

\Bigl( 
t, r, \theta ;

m

2

\Bigr) \Bigr) 
n(t)dt =

=

+\infty \int 
0

\Bigl( 
1 - tm - 1(t+ r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta )P

\Bigl( 
t, r, \theta ;

m

2

\Bigr) \Bigr) 
dN(t), (16)
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бо

n(0) = 0, n(t) =
tm - 1

m - 2

d

dt
N(t),

P

\biggl( 
t, r, \theta ;

2 - m

2

\biggr) 
 - tm - 2

tm - 2P

\biggl( 
t, r, \theta ;

2 - m

2

\biggr) = (1 + o(1))
(m - 2)r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

tm - 1
,

n(t) = o
\bigl( 
tm - 1

\bigr) 
при t\rightarrow +\infty .

Оскiльки

N(0) = 0, 1 - tm - 1(t+ r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta )P
\Bigl( 
t, r, \theta ;

m

2

\Bigr) 
= (1 + o(1))

(m - 1)r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

t
,

N(t) = o(t) при t\rightarrow +\infty ,

то, iнтегруючи частинами, з (16) отримуємо

u(x) = mr2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta 

+\infty \int 
0

tm - 1N(t)P

\biggl( 
t, r, \theta ;

m+ 2

2

\biggr) 
dt+

+(m - 1)r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

+\infty \int 
0

tm - 2N(t)P
\Bigl( 
t, r, \theta ;

m

2

\Bigr) 
dt,

тобто (15) (див. (4), (5)).

4. Доведення результатiв. Доведення теореми 1. Використовуючи замiну \tau = rt, з (15)
маємо

u(x) = m \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta 

+\infty \int 
0

\tau m - 1N(r\tau )P

\biggl( 
\tau , 1, \theta ;

m+ 2

2

\biggr) 
d\tau +

+(m - 1) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

+\infty \int 
0

\tau m - 2N(r\tau )P
\Bigl( 
\tau , 1, \theta ;

m

2

\Bigr) 
d\tau . (17)

Якщо N(t) = v(t) + \varepsilon (t)v(t), де \varepsilon (t) \rightarrow 0 при t \rightarrow +\infty , то, враховуючи лему 2 з \eta = 1/2, з
(15), (17) при r \rightarrow +\infty отримуємо (див. (4), (5))

u(x) =

\biggl( 
mJ

\biggl( 
1, \theta ;

m+ 2

2
,m - 1

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta + (m - 1)J

\Bigl( 
1, \theta ;

m

2
,m - 2

\Bigr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

\biggr) 
v(r)+

+mr2J

\biggl( 
r, \theta ;

m+ 2

2
; tm - 1\varepsilon (t)v(t)

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta +

+(m - 1)rJ
\Bigl( 
r, \theta ;

m

2
; tm - 2\varepsilon (t)v(t)

\Bigr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta + o(v(r)). (18)
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Оскiльки [4, с. 92]
\bigm| \bigm| t2 + 2tr \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta + r2

\bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| t+ rei\theta 
\bigm| \bigm| 2 \geq (t+ r)2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \delta для | \theta | \leq \pi  - \delta , 0 < \delta < 1,

то з леми 5 та оцiнок

r2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}m+2 \delta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| J\biggl( r, \theta ; m+ 2

2
, tm - 1\varepsilon (t)v(t)

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1

rm

r\int 
1

\varepsilon (t)v(t)

t1 - m
dt+ r2

+\infty \int 
r

\varepsilon (t)v(t)

t3
dt

одержуємо

mr2J

\biggl( 
r, \theta ;

m+ 2

2
, tm - 1\varepsilon (t)v(t)

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \theta = o(v(r)), r \rightarrow +\infty .

Аналогiчно показуємо, що

(m - 1)rJ
\Bigl( 
r, \theta ;

m

2
, tm - 2\varepsilon (t)v(t)

\Bigr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta = o(v(r)), r \rightarrow +\infty .

Звiдси та з (18) отримуємо (7).
Теорему 1 доведено.
Доведення теореми 2. Якщо N(t) = v1(t) + \varepsilon (t)v(t), де \varepsilon (t) \rightarrow 0 при t \rightarrow +\infty , то, як i

вище, для \theta = 0 маємо

u(r) = (m - 1)rJ
\Bigl( 
r, 0;

m

2
, tm - 2v1(t)

\Bigr) 
+ o(v(r)) =

= (m - 1)r

\left\{   
r\int 

0

tm - 2v1(t)

(t+ r)m
dt+

+\infty \int 
r

tm - 2v1(t)

(t+ r)m
dt

\right\}   + o(v(r)), r \rightarrow +\infty . (19)

Оскiльки для t < r i t > r вiдповiдно

1

(t+ r)m
=

1

(m - 1)!

+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 1)!

n!rm+n
tn,

1

(t+ r)m
=

1

(m - 1)!

+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 1)!

n!r - n
t - m - n,

то з (19) одержуємо

u(r) =
1

(m - 2)!

\Biggl( 
+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 1)!

n!rm+n - 1
an(r; v1)+

+
+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 1)!

n!r - n - 1
bn(r; v1)

\Biggr) 
+ o(v(r)), r \rightarrow +\infty ,

де

an(r; v1) =

r\int 
0

tm+n - 2v1(t)dt, bn(r; v1) =

+\infty \int 
r

t - n - 2v1(t)dt.

Можливiсть почленного iнтегрування рядiв обґрунтовується, як i в [3]. Далi (rv\prime 1(r) = v(r)),
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an(r; v1) =
rm+n - 1

m+ n - 1
v1(r) - 

1

m+ n - 1

r\int 
0

tm+n - 2tv\prime 1(t)dt =

=
rm+n - 1

m+ n - 1
v1(r) - 

1

m+ n - 1
an(r; v),

i, аналогiчно,

bn(r; v1) =
r - n - 1

n+ 1
v1(r) +

1

n+ 1
bn(r; v),

а отже,

u(r) =
1

(m - 2)!

\Biggl( 
+\infty \sum 
n=0

\biggl( 
( - 1)n(m+ n - 2)!

n!
+

( - 1)n(m+ n - 1)!

(n+ 1)!

\biggr) 
v1(r) - 

 - 
+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 2)!

n!rm+n - 1
an(r; v) +

+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 1)!

(n+ 1)!r - n - 1
bn(r; v)

\Biggr) 
+ o(v(r)) =

= v1(r) - 
1

(m - 2)!

r\int 
0

+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 2)!

n!rm+n - 1
tm+n - 2v(t)dt+

+
1

(m - 2)!

+\infty \int 
r

+\infty \sum 
n=0

( - 1)n(m+ n - 1)!

(n+ 1)!r - n - 1
t - n - 2v(t)dt+ o(v(r)) =

= v1(r) - 
r\int 

0

tm - 2v(t)

(t+ r)m - 1
dt+

+
1

(m - 2)!

+\infty \int 
r

tm - 2
+\infty \sum 
n=1

( - 1)n(m+ n - 2)!

n!r - n
t - m - n+1v(t)dt+ o(v(r)) =

= v1(r) - 
r\int 

0

tm - 2v(t)

(t+ r)m - 1
dt+

+\infty \int 
r

\biggl( 
1

t
 - tm - 2

(t+ r)m - 1

\biggr) 
v(t)dt+ o(v(r)), r \rightarrow +\infty .

Пiсля замiни t = r\tau , з огляду на лему 2 з \eta = 1/2, з останньої рiвностi знаходимо

u(r) = v1(r) - 
1\int 

0

\tau m - 2v(r\tau )

(\tau + 1)m - 1
d\tau +

+\infty \int 
1

(\tau + 1)m - 1  - \tau m - 1

\tau (\tau + 1)m - 1
v(r\tau )d\tau + o(v(r)) =

= v1(r) - v(r)

1\int 
0

\tau m - 2d\tau 

(\tau + 1)m - 1
+

m - 1\sum 
k=1

Ck
m - 1

+\infty \int 
1

\tau m - 1 - kv(r\tau )

\tau (\tau + 1)m - 1
d\tau + o(v(r)) =

= v1(r) +A(m)v(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty ,

де
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A(m) =

m - 2\sum 
k=1

Ck
m - 1

+\infty \int 
1

tm - 2 - k

(t+ 1)m - 1
dt,

що доводить твердження (A) теореми 2.
Доведемо твердження (B). З (16) випливає, що функцiя

u\prime (r) = (m - 2)

+\infty \int 
0

dn(t)

(t+ r)m - 1

не зростає на [0,+\infty ), а отже, за лемою 1 з (9) одержуємо

u\prime (r) =
v(r)

r
+ o

\biggl( 
v(r)

r

\biggr) 
, r \rightarrow +\infty .

Враховуючи лему 3, з останнiх двох спiввiдношень маємо

(m - 2)

+\infty \int 
0

dn(t)

(t+ r)m - 1
= (1 + o(1))

+\infty \int 
0

d(tm - 2v(t))

(t+ r)m - 1
, r \rightarrow +\infty .

Оскiльки t
\bigl( 
tm - 2v(t)

\bigr) \prime 
= (1 + o(1))(m - 2)tm - 2v(t) при t\rightarrow +\infty , то\biggl( 

(m - 2) - 1

4

\biggr) 
tm - 2v(t) < t

\bigl( 
tm - 2v(t)

\bigr) \prime 
<

\biggl( 
(m - 2) +

1

4

\biggr) 
tm - 2v(t), t \geq 2,

i завдяки лемi 5 з k =

\biggl[ 
(m - 2) +

1

4

\biggr] 
= m - 2

n(t, u) =
1 + o(1)

m - 2
tm - 2v(t), t\rightarrow +\infty .

Звiдси та з означення N(t, u) випливає (10), а отже, теорему 2 доведено.
Доведення теорем 3 – 5. У випадку m = 2 замiсть x = (x1, x2) = (| x| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , | x| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta ) будемо

писати z = rei\theta ,  - \pi \leq \theta < \pi . Якщо тепер u \in SH - 
2 (0), то (див., наприклад, [9, с. 174]) маємо

(\xi = ( - t, 0), | \xi | = t)

u(z) =

+\infty \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \xi  - z

\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| d\mu \xi =
+\infty \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\bigm| \bigm| \bigm| 1 + z

t

\bigm| \bigm| \bigm| dn(t) = Re

+\infty \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 +

z

t

\Bigr) 
dn(t). (20)

Якщо n(t, u) = (1+ o(1))v(t) або n(t, u) = v1(t) + o(v(t)) при t\rightarrow +\infty , то, як i при доведеннi
теореми 1 з [3], для  - \pi < \theta < \pi одержуємо (12) i

+\infty \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 +

z

t

\Bigr) 
dn(t) = v1(r) + i\theta v(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty .

З останньої асимптотичної рiвностi та з (20) при \theta = 0 випливає (13), що разом з (12) доводить
теорему 3 i твердження (А) теореми 4.
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Нехай виконується (13). З (20) при \theta = 0 видно, що функцiя u\prime (r) =
\int +\infty 

0

1

t+ r
dn(t) не

зростає на [0,+\infty ), i з (13) та леми 1 отримуємо

u\prime (r) =
v(r)

r
+ o

\biggl( 
v(r)

r

\biggr) 
, r \rightarrow +\infty .

Оскiльки [3] (лема 4)
+\infty \int 
0

dv(t)

t+ r
= (1 + o(1))

v(r)

r
, r \rightarrow +\infty ,

то з останнiх спiввiдношень випливає, що

+\infty \int 
0

dn(t)

t+ r
= (1 + o(1))

+\infty \int 
0

dv(t)

t+ r
, r \rightarrow +\infty .

На пiдставi леми 4 при k = 0 отримуємо

n(t, u) = (1 + o(1))v(t), t\rightarrow +\infty ,

бо tv\prime (t) = o(v(t)), t\rightarrow +\infty , i тому tv\prime (t) <
1

2
v(t). Твердження (B) теореми 4 доведено.

Нехай виконуються умови теореми 5. Тодi, як i при доведеннi теореми 1 з [10], маємо

+\infty \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 +

z

t

\Bigr) 
dn(t) = N(r, u) + i\theta v1(r) +

1

2

\biggl( 
\pi 2

3
 - \theta 2

\biggr) 
v(r) + o(v(r)), r \rightarrow +\infty ,

Звiдси i з (20) випливає (14), що доводить теорему 5.
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