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УМОВНI ТА ПРИХОВАНI НЕСКIНЧЕННОВИМIРНI СИМЕТРIЇ
ХВИЛЬОВИХ РIВНЯНЬ

We consider conditional and hidden symmetry of multidimensional wave equations that are generated by additional
conditions. An additional condition that corresponds to the dilation operator generates an infinite-dimensional symmetry
for the wave equation.

Розглянуто умовну та приховану симетрiї багатовимiрних хвильових рiвнянь, якi породжуються додатковими умо-
вами. Додаткова умова, яка вiдповiдає оператору дiлатацiї, породжує нескiнченновимiрну умовну симетрiю для
хвильового рiвняння.

1. Основнi поняття. В роботi [1] ми розглядали приклад нескiнченновимiрної симетрiї, де
коефiцiєнти операторiв симетрiї включають довiльнi функцiї, яка виникає як умовна/прихована
симетрiя хвильового рiвняння Клейна – Гордона

\Box u = F (x, u) (1)

для дiйсної функцiї u = u(x0, x1, x2, . . . , xn), де x0 = t — це часова змiнна, x0, x1, x2,. . . ,xn —
вiдповiднi просторовi змiннi. Ми розглядали рiвняння в багатовимiрному просторi, тобто n \not = 1.

Для позначення оператора д’Аламбера використовується символ \Box u, де

\Box u =
\partial 2u

\partial x20
 - \partial 2u

\partial x21
 - \partial 2u

\partial x22
 - . . . - \partial 2u

\partial x2n
.

Таке загальне рiвняння (1) використовується досить часто для побудови математичних мо-
делей хвильових процесiв. Проте, воно не є iнварiантним вiдносно будь-яких операторiв, якщо
функцiя в правiй частинi явно залежить вiд всiх своїх змiнних. Деякi рiвняння в цьому класi
мають досить широкi алгебри симетрiї (див., наприклад, [2]).

В цiй роботi ми аналiзуємо та розширюємо результати роботи [1].

Якщо F = F (u) (тобто не залежить вiд х), максимальною алгеброю лiївської симетрiї
рiвняння (1) буде алгебра Пуанкаре AP (1, n) в просторi з n просторовими змiнними, яка може
бути описана базисними операторами

p\mu = ig\mu \nu 
\partial 

\partial x\nu 
, J\mu \nu = x\mu p\nu  - x\nu p\mu ,

де \mu , \nu приймають значення 0, 1, 2,. . . , n; i ми завжди, якщо не зазначене iнше, вважаємо, що
вiдбувається пiдсумовування за iндексами, що повторюються — для малих грецьких лiтер:

x\nu x\nu = x\nu x
\nu = x\nu x\nu = x20  - x21  - x22  - . . . - x2n,

g\mu \nu = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} (1, - 1, - 1, . . . , - 1),
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для малих латинських лiтер:

xkxk = xkx
k = xkxk = x21 + x22 + . . .+ x2n.

Алгебри iнварiантностi для рiвняння (1) в часткових випадках включатимуть також опера-
тори дiлатацiї, якщо F = \lambda uk або F = \lambda \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}u, та конформнi оператори для F = \lambda u

n+3
n - 1 .

Для ще одного часткового випадку максимальна алгебра iнварiантностi для рiвняння (1) з
F = F (x2, u) (x2 = x\nu x\nu ) є пiдалгеброю алгебри Пуанкаре AP (1, n) з базисними операторами
- поворотами алгебри Лоренца J\mu \nu .

Класична лiївська симетрiя лiнiйного рiвняння (1) з F = 0 та нелiнiйного F = \lambda \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}u,

n = 1 буде нескiнченновимiрною. Рiвняння з нескiнченновимiрною симетрiєю є досить цiка-
вими, тому що мають широкi класи точних розв’язкiв та можуть бути iнтегровними.

Процедура симетрiйної редукцiї [2 – 5] вiдносно нееквiвалентних пiдалгебр алгебри iнварi-
антностi рiвняння (1) дозволяє знайти симетрiйнi точнi розв’язки для цього рiвняння.

Ми будемо використовувати наступнi означення, якi стосуються умовної симетрiї:

Означення 1. Рiвняння \Phi (x, u, u
1
, . . . , u

l
) = 0, де u

k
— набiр всiх частинних похiдних порядку

k функцiї u = (u1, u2, . . . , um), називається умовно iнварiантним [4] вiдносно оператора

Q = \xi i(x, u)\partial xi + \eta r(x, u)\partial ur ,

якщо iснує додаткова умова

G

\biggl( 
x, u, u

1
, . . . , u

l1

\biggr) 
= 0, (2)

така, що система з двох рiвнянь \Phi = 0, G = O iнварiантна вiдносно оператора Q.

Якщо (2) має форму G = Qu, тодi ми маємо частковий випадок умовної симетрiї, а саме
Q-умовну симетрiю. Рiвняння \Phi = 0 буде тодi називатись Q-умовно iнварiантним вiдносно
оператора Q [4].

Це означення умовної iнварiантностi певного рiвняння, або системи рiвнянь базується фак-
тично на тому, що є класичною лiївською симетрiєю (див. наприклад, класичнi монографiї
[12 – 14]) того самого рiвняння з якоюсь додатковою умовою.

Поняття умовної симетрiї (хоча рiзнi автори могли використовувати рiзнi термiни, напри-
клад, нелiївська, некласична, слабка симетрiя) було запроваджене та розглядалось в багатьох
роботах - кiлька авторiв незалежно дослiджували це поняття: [6 – 10], i пiзнiше ще багато авторiв
розвинули це поняття у теорiю та деякi алгоритми для дослiдження симетрiйних властивостей
рiвнянь математичної фiзики та для побудови точних розв’язкiв (див., наприклад, [11]).

Пояснимо суттєву рiзницю мiж поняттями Q-умовної симетрiї, та просто умовної симе-
трiї, яка не є Q-умовною: Q-умовна симетрiя забезпечує можливостi для редукцiї вихiдного
рiвняння та знаходження розв’язкiв, аналогiчнi можливостям та властивостям звичайної лiїв-
ської симетрiї: виникає можливiсть редукувати вихiдне рiвняння до одного нового рiвняння
з меншим числом незалежних змiнних, на основi розв’язкiв можна побудувати за допомогою
вiдповiдного анзацу розв’язки вихiдного диференцiального рiвняння. На вiдмiну вiд цього, ан-
зац, побудований за допомогою оператора умовної симетрiї, який не є оператором Q-умовної
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симетрiї, редукуватиме вихiдну систему рiвнянь з додатковою умовою \Phi = 0, G = O до двох
редукованих рiвнянь з меншим числом незалежних змiнних.

Умовнi симетрiї саме хвильового рiвняння розглянутi, наприклад, в роботах [15 – 17]. Зазна-
чимо, що систематичне дослiдження умовних, i зокрема, Q-умовних симетрiй для хвильових
(квазiгiперболiчних) рiвнянь, є суттєво складнiшим, нiж таке дослiдження для квазiпараболi-
чних (еволюцiйних) рiвнянь.

В роботах [18 – 20] проведена класифiкацiя лiївських, умовних та узагальнених симетрiй
рiвняння Клейна – Гордона в двовимiрному просторi (для однiєї просторової змiнної).

Означення 2. Рiвняння має приховану Q-умовну симетрiю, якщо редуковане рiвняння має
нову Q-умовну симетрiю вiдносно певної додаткової умови.

Це означення було сформульоване в [21] на основi означення прихованої симетрiї II типу
для рiвнянь в частинних похiдних [22].

Алгоритм систематичного опису рiвнянь, якi мають задану Q-умовну, приховану та прихо-
вану Q-умовну, запропонований в роботi [23].

2. Умовна симетрiя хвильового рiвняння, яка не є \bfitQ -умовною симетрiєю. Переважна
бiльшiсть робiт, присвячених умовнiй симетрiї диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних,
надає приклади Q-умовної симетрiї. Ми розглядаємо приклади умовної симетрiї рiвняння (1),
яка не є Q-умовною. Саме Q-умовна симетрiя має визначну властивiсть, доведену в роботi
[11]) — яку можна описово сформулювати так наявнiсть Q-умовної симетрiї за певних умов
(системи в iнволюцiї) еквiвалентна можливостi редукувати рiвняння за допомогою анзацу, який
вiдповiдає цiй симетрiї.

Теорема 1. Рiвняння (1), F = x - 2
0 F1

\biggl( 
xa
x0
, ux - \alpha 

0

\biggr) 
, де xa — просторовi змiннi, a = 1, 2, . . .

. . . , n з додатковою умовою
x\mu u\mu + \alpha u = 0, (3)

де \alpha \not = 0, має максимальну алгебру симетрiї, яка визначається операторами

X =

\biggl( 
 - 1

\alpha 
u

1
\alpha x\mu 

\int 
\Phi uu

1
\alpha 
 - 1du+ dx\mu 

\biggr) 
px\mu +\Phi \partial u, (4)

де \Phi = \Phi 
\bigl( 
u, u

1
\alpha x\mu 

\bigr) 
— довiльна функцiя своїх аргументiв.

Позначення \partial u використовується для скороченого запису оператора
\partial 

\partial u
.

\alpha = 1 не є спецiальним випадком, проте саме для такого значення \alpha оператор (4) матиме
бiльш просту форму

X = ( - ux\mu \Phi + dx\mu )px\mu +\Phi \partial u, \Phi = \Phi (u, x\mu ) (5)

Якщо \alpha = 0, вiдповiдна максимальна алгебра iнварiантностi породжується оператором

X = x0\phi 
\mu 

\biggl( 
xa
x0
, u

\biggr) 
px\mu + \psi 

\biggl( 
xa
x0
, u

\biggr) 
\partial u, (6)

де \phi \mu , \psi — довiльнi функцiї своїх аргументiв.
Додаткова умова (3) може бути представлена як Du = 0, де D — оператор дiлатацiї
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D = x\mu \partial \mu + i\alpha u\partial u. (7)

Рiвняння (3) має загальний розв’язок

u = x\alpha 0\phi 

\biggl( 
xa
x0

\biggr) 
, (8)

де \phi — довiльна функцiя.

Якщо ми застосуємо анзац (8), де \omega a =
xa
x0
, до лiнiйного хвильового рiвняння

\Box u = 0, (9)

ми отримаємо редуковане рiвняння

(1 + 2\alpha )\omega a\phi \omega a + \omega a\omega b\phi \omega a\omega b
+ \alpha (\alpha + 1)\phi  - \phi \omega a\omega a = 0. (10)

Анзац (8) породжується оператором дiлатацiї (7), який є оператором класичної лiївської
симетрiї рiвняння (9).

В роботi [1] ми знайшли деякi частковi розв’язки рiвняння (10). Анзац \phi = \phi (\omega ), де
\omega = ma\omega a, ma — параметри, для яких виконується умова mama = 1, ми отримаємо звичайне
диференцiальне рiвняння

(1 + 2\alpha )\omega \phi \prime + (\omega 2  - 1)\phi \prime \prime + \alpha (\alpha + 1)\phi = 0. (11)

Його розв’язок для \alpha = 0 —

\phi = c1 \mathrm{l}\mathrm{n} | \omega +
\sqrt{} 
\omega 2  - 1| + c2,

для \alpha =  - 1 —

\phi = c1

\biggl( 
\omega 

2

\sqrt{} 
\omega 2  - 1 - 1

2
\mathrm{l}\mathrm{n} | \omega +

\sqrt{} 
\omega 2  - 1| 

\biggr) 
+ c2.

Якщо \phi = \phi (\omega ), \omega = \omega a\omega a, \alpha = 0, тодi розв’язок (10) матиме вигляд

\phi =

\int 
\omega  - n

2 (\omega  - 1) - 
n
2
 - 1d\omega .

Аналогiчно можна отримати редукованi рiвняння для початкового рiвняння (1) з довiльною
нелiнiйнiстю, хоча точнi розв’язки для цих рiвнянь буде отримати набагато складнiше.

Ми отримали розв’язки, якi не є новими - це класичнi симетрiйнi розв’язки рiвняння, отри-
манi за допомогою симетрiйних анзацiв. Проте, знайдена умовна нескiнченновимiрна симетрiя
дозволяє розмноження цих розв’язкiв та отримання нових, якi вже не будуть класичними лiїв-
ськими розв’язками.

Умовнi симетрiї (4) та (6) можна розглядати як приклади прихованої симетрiї рiвняння (9) —
це новi симетрiї редукованого рiвняння (10) за умови \alpha \not = 0 або \alpha = 0, якi не є симетрiями
початкового рiвняння.
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3. Умовна симетрiя лiнiйного хвильового рiвняння, яка дає антиредукцiю. Далi ми на-
ведемо приклад анзацу та розв’язкiв для лiнiйного хвильового рiвняння (9) з iншою додатковою
умовою

x\mu x\nu u\mu \nu + \alpha x\mu u\mu = 0. (12)

Цю умову можна розглядати як диференцiальний наслiдок умови типу (3).
Ця нова умова (12) породжує наступний анзац для (9):

u = x1 - \alpha 
0 \psi 

\biggl( 
xa
x0

\biggr) 
+ \phi 

\biggl( 
xa
x0

\biggr) 
f(x0), (13)

де f(x0) = \mathrm{l}\mathrm{n}x0 для \alpha = 1, або f(x0) = 1 для \alpha \not = 1.

Анзац (13) породжує антиредукцiю [24], тобто для одного початкового рiвняння дає систему
двох редукованих рiвнянь виду

2\omega a\phi \omega a + \omega a\omega b\phi \omega a\omega b
 - \phi \omega a\omega a = 0,

\alpha (\alpha  - 1)\psi + 2\alpha \omega a\psi \omega a + \omega a\omega b\psi \omega a\omega b
 - \psi \omega a\omega a = 0, (14)

для \alpha \not = 1, та

2\omega a\phi \omega a + \omega a\omega b\phi \omega a\omega b
 - \phi \omega a\omega a = 0,

\alpha \omega a\psi \omega a + \omega a\omega b\psi \omega a\omega b
 - \psi \omega a\omega a  - \phi  - 2\omega a\phi \omega a = 0, (15)

для \alpha = 1.

Наведемо частковi розв’язки цих редукованих рiвнянь, де \phi = \phi (\omega ), \omega = ma\omega a, ma —
параметри, для яких виконується умова mama = 1.

Для (14) це

\phi = c1 \mathrm{l}\mathrm{n}
\omega  - 1

\omega + 1
,

\psi = c3

\int 
d\omega 

(\omega 2  - 1)\alpha 
,

для (15) це

\phi = c1 \mathrm{l}\mathrm{n}
\omega  - 1

\omega + 1
,

\psi =
1\surd 

\omega 2  - 1

\biggl\{ 
c2 \mathrm{l}\mathrm{n} | \omega +

\sqrt{} 
\omega 2  - 1|  - 2

c1\surd 
\omega 2  - 1

+ c1

\int 
1\surd 

\omega 2  - 1
\mathrm{l}\mathrm{n} | \omega +

\sqrt{} 
\omega 2  - 1| d\omega 

\biggr\} 
.

Пiдстановка знайдених розв’язкiв редукованих рiвнянь до анзацу (13) дасть точнi розв’язки
рiвняння (9).

Розглянемо застосування анзацу (13) до загального рiвняння (1). Пiдстановка анзацу (13)
в це рiвняння призводить до висновку, що редукцiя можлива лише для лiнiйного рiвняння
(функцiя F має залежати вiд u лише лiнiйно):

F = x - 2
0 uf(\omega a).
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4. Висновки. Система з хвильового рiвняння та додаткової умови — породженої оператором
дiлатацiї або диференцiального наслiдку такої умови — має новi цiкавi симетрiї, яких не має
початкове рiвняння.

Подальшi дослiдження можуть включати застосування розглянутих в цiй роботi додаткових
умов та анзацiв до iнших хвильових рiвнянь, що включають диференцiальнi iнварiанти алгебри
Пуанкаре (проте, можуть не бути iнварiантними вiдносно цiєї алгебри). Редукцiя таких рiвнянь
за допомогою цих анзацiв може давати новi симетрiї та точнi розв’язки.

Може бути цiкавим також систематичне дослiдження iнших рiвнянь, якi мають симетрiй-
нi властивостi, аналогiчнi описанi в цiй роботi. Для такого дослiдження можна використати
алгоритм опису рiвнянь з заданою умовною та прихованою симетрiєю [23].
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