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ПРО ОДНУ АСИМПТОТИЧНУ РIВНIСТЬ РЕВЕРСА

We clarify an asymptotic equality proved by Revers for an interpolation analog of the classic Bernstein – Varga – Carpenter
result.

Уточнено асимптотичну рiвнiсть, доведену Реверсом для iнтерполяцiйного аналога класичного результату Bernstein –
Varga – Carpenter.

1. Вступ i основний результат. Нехай P2n — полiном Лагранжа, який iнтерполює функцiю
| x| \alpha , \alpha > 0, в нулях полiнома Чебишова T2n+1 . Реверс [1] отримав iнтерполяцiйний аналог
класичного результату Bernstein – Varga – Carpenter. Вiн довiв, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

(2n)\alpha \| | x| \alpha  - P2n\| C[ - 1,1] =
2

\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \pi \alpha 

2

\bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in [0,\infty )

H(\alpha , x), (1)

де

H(\alpha , x) :=

\infty \int 
0

t\alpha 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}(t)

x| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x| 
x2 + t2

dt, \alpha > 0, x > 0.

Крiм того, Реверс [2] знайшов асимптотично точний вираз для правої частини (1). А саме, довiв
таку теорему.

Теорема 1 ([2], теорема 1.3). Справджується асимптотична рiвнiсть

\| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) =
1

1 + 2\alpha 
C(\alpha )(1 + o(1)), \alpha \rightarrow \infty ,

де

C(\alpha ) :=

\infty \int 
0

t\alpha 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}(t)
dt, \alpha > 0.

З цiєю метою вiн, зокрема, довiв таке твердження.

Теорема 2 ([2], теорема 3.1). Нехай \alpha \geq 2. Тодi має мiсце

C(\alpha )

1 + 2\alpha 

\biggl( 
1 - 1\surd 

\alpha 

\biggr) 
\leq H1(\alpha , \alpha ) \leq \| H1(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) =

C(\alpha )

1 + 2\alpha 

\biggl( 
1 +

2\surd 
\alpha 

\biggr) 
,

де

H1(\alpha , x) :=

\infty \int 
0

t\alpha 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}(t)

x

x2 + t2
dt, \alpha > 0, x > 0.

Спрощуючи доведення з [2], встановимо точнiшi оцiнки. Основним результатом цiєї роботи
є така теорема.
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Графiки \alpha 

\biggl( 
1 - 2H(\alpha , \pi /2)

C(\alpha  - 1)

\biggr) 
(а) та \alpha 

\biggl( 
1 - 2H(\alpha , 3\pi /2)

C(\alpha  - 1)

\biggr) 
(б) на вiдповiдних промiжках.

Теорема 3. Нехай \alpha \geq 2. Тодi має мiсце

(1 - 1/\alpha )C(\alpha  - 1) \leq 2\| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq 2\| H1(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq C(\alpha  - 1). (2)

Зауважимо, що нерiвнiсть \| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq \| H1(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) є очевидною, а оцiнка
2\| H1(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq C(\alpha  - 1) легко випливає з нерiвностi x2 + t2 \geq 2xt (детальнiше див. [2],
лема 3.7). Отже, щоб отримати (2), нам потрiбно довести лише його лiву частину.

Безпосереднiми обчисленнями отримуємо

\alpha 

\biggl( 
1 - 2H(\alpha , \pi /2)

C(\alpha  - 1)

\biggr) 
< 0,7 < 1, 2 \leq \alpha \leq \pi ,

i

\alpha 

\biggl( 
1 - 2H(\alpha , 3\pi /2)

C(\alpha  - 1)

\biggr) 
< 0,7 < 1, \pi < \alpha \leq 2\pi ,

що зумовлює справедливiсть лiвої частини (2) для 2 \leq \alpha \leq 2\pi (див. рисунок).

Таким чином, залишилося довести лему 1.

Лема 1. Нехай \alpha > 2\pi . Тодi

C(\alpha  - 1) - 2\| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq 
1

\alpha 
C(\alpha  - 1). (3)

2. Доведення леми 1. Нехай

\Gamma (\alpha ) =

\infty \int 
0

t\alpha  - 1

et
dt

— гамма-функцiя Ейлера.

Лема 2. Нехай \alpha > 1. Тодi

\Gamma (\alpha ) - H1(\alpha , x) \leq 
x

2\alpha (\alpha  - 1)
\Gamma (\alpha ) +

(x - \alpha )2

2x\alpha 
\Gamma (\alpha ).
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Доведення. Маємо

\Gamma (\alpha ) - H1(\alpha , x) \leq 
\infty \int 
0

t\alpha  - 1

et
dt - 2

\infty \int 
0

t\alpha 

et
x

x2 + t2
dt =

=

\infty \int 
0

t\alpha  - 1

et
(x - t)2

x2 + t2
dt \leq 

\infty \int 
0

t\alpha  - 1

et
(x - t)2

2xt
dt =

=
1

2x
(x2\Gamma (\alpha  - 1) - 2x\Gamma (\alpha ) + \Gamma (\alpha + 1)) =

=
1

2x

\biggl( 
x2

\alpha  - 1
\Gamma (\alpha ) - 2x\Gamma (\alpha ) + \alpha \Gamma (\alpha )

\biggr) 
=

=
\Gamma (\alpha )

2x\alpha 

\biggl( 
x2

\alpha  - 1
+ x2  - 2x\alpha + \alpha 2

\biggr) 
=

=
x

2\alpha (\alpha  - 1)
\Gamma (\alpha ) +

(x - \alpha )2

2x\alpha 
\Gamma (\alpha ).

Лема 3. Нехай \alpha > 2\pi . Тодi

\Gamma (\alpha ) - \| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) <
0,91

\alpha 
\Gamma (\alpha ).

Доведення. Нехай x(\alpha ) — така точка, що | \alpha  - x(\alpha )| \leq \pi /2 i | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x(\alpha )| = 1. Тодi

H1(\alpha , x(\alpha )) = H(\alpha , x(\alpha )) \leq \| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ).

Звiдси за лемою 2

\Gamma (\alpha ) - \| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq \Gamma (\alpha ) - H1(\alpha , x(\alpha )) \leq 

\leq \Gamma (\alpha )

\alpha 

\biggl( 
x(\alpha )

2(\alpha  - 1)
+

(x(\alpha ) - \alpha )2

2x(\alpha )

\biggr) 
\leq \Gamma (\alpha )

\alpha 

\biggl( 
x(\alpha )

2(\alpha  - 1)
+

\pi 2

8x(\alpha )

\biggr) 
\leq 

\leq \Gamma (\alpha )

\alpha 

\biggl( 
5\pi 

4(2\pi  - 1)
+

\pi 2

20\pi 

\biggr) 
<

\Gamma (\alpha )

\alpha 

\biggl( 
3

4
+

\pi 

20

\biggr) 
< 0,91

\Gamma (\alpha )

\alpha 
.

Лема 4. Нехай \alpha > 1. Тодi

1

2
C(\alpha  - 1) = \Gamma (\alpha )

\infty \sum 
k=0

1

(2k + 1)\alpha 
.

Доведення. Оскiльки
1

u - 1/u
=

\infty \sum 
k=0

1

u2k+1
, u > 1,

i
\infty \int 
0

t\alpha  - 1

emt
dt =

\Gamma (\alpha )

m\alpha 
, m > 0,
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то отримуємо

1

2
C(\alpha  - 1) =

\infty \int 
0

t\alpha  - 1

et  - e - t
dt =

\infty \int 
0

t\alpha  - 1
\infty \sum 
k=0

1

e(2k+1)t
dt =

=
\infty \sum 
k=0

\infty \int 
0

t\alpha  - 1 1

e(2k+1)t
dt = \Gamma (\alpha )

\infty \sum 
k=0

1

(2k + 1)\alpha 
.

Наслiдок. Нехай \alpha \geq 2. Тодi

1

2
C(\alpha  - 1) = \Gamma (\alpha )

\biggl( 
1 +

\theta (\alpha )

3\alpha 

\biggr) 
,

де
1 < \theta (\alpha ) < 2,11.

Справдi, за лемою 4

1 < \theta (\alpha ) = 3\alpha 
\infty \sum 
k=1

1

(2k + 1)\alpha 
=

\infty \sum 
k=1

3\alpha 

(2k + 1)\alpha 
\leq \theta (2) =

= 9

\infty \sum 
k=1

1

(2k + 1)2
= 9

\biggl( 
\pi 2

8
 - 1

\biggr) 
= 2,103 . . . .

Доведення нерiвностi (3). Використовуючи лему 3 i наслiдок, отримуємо

1

2
C(\alpha  - 1) - \| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) =

1

2
C(\alpha  - 1) - \Gamma (\alpha ) + \Gamma (\alpha ) - \| H(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq 

\leq \theta (\alpha )

3\alpha 
\Gamma (\alpha ) +

0,91

\alpha 
\Gamma (\alpha ) \leq 1

\alpha 

2\pi \cdot 2,11
32\pi 

\Gamma (\alpha ) +
0,91

\alpha 
\Gamma (\alpha )

<
\Gamma (\alpha )

\alpha 
<

1

2

C(\alpha  - 1)

\alpha 
.

Зауваження . З леми 2, теореми 3 i наслiдку випливає, що

\Gamma (\alpha )

\biggl( 
1 - 1

2(\alpha  - 1)

\biggr) 
\leq H1(\alpha , \alpha ) \leq \| H1(\alpha , \cdot )\| L\infty [0,\infty ) \leq \Gamma (\alpha )

\biggl( 
1 +

2,1

3\alpha 

\biggr) 
, \alpha \geq 2.
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