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ЛОКАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ ОБМЕЖЕНОГО IНДЕКСУ
ЗА ЗМIННИМ НАПРЯМКОМ (РЕПЕРОМ)

We extend the concept of entire functions of bounded index in a variable direction to the case where the variable
direction is a continuous vector-valued function. The previous investigations of this class of functions assumed that the
variable direction is an entire vector-valued function. An entire function F : \BbbC n \rightarrow \BbbC is called a function of bounded
index in a frame \bfb (z), if there exists m0 \in \BbbZ + such that, for every m \in \BbbZ +, for all z \in \BbbC n, and for all t \in 

\in \BbbC , one has

\bigm| \bigm| \partial m
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
m!

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}0\leq k\leq m0

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k!

, where \partial 0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z)) = F (z + t\bfb (z)),

\partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb (z)) :=

k!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\tau k+1
d\tau and \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n is a vector-valued continuous function.

Here we investigate some properties of these functions. The obtained results are counterparts of the known statements
obtained for entire functions of bounded index in a fixed direction. These results describe the local behavior of the modulus
\partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb + \tau \bfb (z)) in the disc | \tau | = \eta . We give some estimates for this expression by means of the values

\partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb ).

Розширено поняття цiлої функцiї обмеженого iндексу за змiнним напрямком на випадок, коли змiнний напрямок —
неперервна векторнозначна функцiя. Попереднi дослiдження цього класу функцiй мiстили обмеження, що змiнний
напрямок — цiла векторнозначна функцiя. Цiла функцiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC називається функцiєю обмеженого iндексу
за змiнним напрямком (репером) \bfb (z), якщо iснує таке m0 \in \BbbZ + , що для кожного m \in \BbbZ +, всiх z \in \BbbC n i всiх

t \in \BbbC виконується

\bigm| \bigm| \partial m
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
m!

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}0\leq k\leq m0

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k!

, де \partial 0
\bfb (z)F (z+ t\bfb (z)) = F (z+ t\bfb (z)),

\partial k
\bfb (z)F (z+ t\bfb (z)) :=

k!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\tau k+1
d\tau i \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — векторнозначна неперервна функцiя. У

статтi дослiджено деякi властивостi цих функцiй. Отриманi результати є аналогами тверджень, вiдомих для цiлих
функцiй обмеженого iндексу за фiксованим напрямком. Вони описують локальне поводження модуля \partial k

\bfb (z)F (z+t\bfb +

+ \tau \bfb (z)) на колi | \tau | = \eta . Знайдено деякi оцiнки цього виразу за допомогою значень \partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb ).

1. Вступ. Нехай L : \BbbC n \rightarrow \BbbR + — неперервна функцiя, \bfb \in \BbbC n \setminus \{ 0\} — заданий напрямок,
а n \in \BbbN . Цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком є об’єктом дослiдження бiльше
10 рокiв. Наведемо означення цього поняття.

Означення 1 [3, 4]. Цiла функцiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC називається функцiєю обмеженого L-
iндексу за напрямком \bfb , якщо iснує таке m0 \in \BbbZ +, що для кожного m \in \BbbZ + i для всiх
z = (z1, . . . , zn) \in \BbbC n виконується

| \partial m
\bfb F (z)| 

m!Lm(z)
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

0\leq k\leq m0

| \partial k
\bfb F (z)| 

k!Lk(z)
, (1)

де

\partial 0
\bfb F (z) = F (z), \partial 1

\bfb F (z) = \partial \bfb F (z) :=

n\sum 
j=1

\partial F (z)

\partial zj
bj ,

\partial k
\bfb F (z) := \partial \bfb 

\bigl( 
\partial k - 1
\bfb F (z)

\bigr) 
, k \geq 2.
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Цей клас функцiй є доволi широким [2], оскiльки для кожної цiлої функцiї F, нулi якої
мають обмежену в сукупностi кратнiсть на довiльнiй комплекснiй прямiй \{ z + t\bfb : t \in \BbbC \} для
кожного z \in \BbbC n, iснує додатна неперервна функцiя L така, що функцiя F має обмежений
L-iндекс за напрямком \bfb . Це твердження є аналогом вiдповiдного одновимiрного твердження
[10, 11] для цiлих функцiй обмеженого l-iндексу, де l : \BbbC \rightarrow \BbbR + — неперервна функцiя.

Нещодавно в [1] автори ввели поняття обмеженостi iндексу за змiнними напрямками. За-
значимо, що за iнтегральною формулою Кошi похiдну p-го порядку за напрямком \partial \bfb цiлої
функцiї F : \BbbC n \rightarrow \BbbC можна записати у виглядi

\partial p
\bfb F (z) =

p!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

F (z + \tau \bfb )

\tau p+1
d\tau , (2)

де \bfb \in \BbbC n \setminus \{ 0\} , z \in \BbbC n, \tau \in \BbbC , p \in \BbbN . Тому, якщо в нерiвностi (1) ми приймемо

\partial p
\bfb (z)F (z) =

p!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

F (z + \tau \bfb (z))

\tau p+1
d\tau ,

де \bfb (z) : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — деяка функцiя, прийдемо до поняття цiлої функцiї обмеженого iндексу за
змiнним напрямком b(z).

У статтi [1] доведення вимагали доволi жорсткого припущення, що функцiя \bfb (z) : \BbbC n \rightarrow \BbbC n

є цiлою векторнозначною функцiєю.

У данiй статтi ми цю умову замiнимо лише умовою неперервностi векторнозначної функцiї
\bfb (z), що, очевидно, є iстотно слабшою умовою.

Нехай \BbbR + = (0,+\infty ), \bfzero = (0, . . . , 0), L : \BbbC n \rightarrow \BbbR + — неперервна функцiя, F : \BbbC n \rightarrow \BbbC —
цiла функцiя.

Далi вважатимемо, що \bfb (z) = (b1(z), . . . , bn(z)) : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — деяка неперервна векторно-
значна функцiя.

З огляду на рiвнiсть (2) означимо

\partial k
\bfb (z1)

F (z2) :=
k!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

F (z2 + \tau \bfb (z1))

\tau k+1
d\tau для будь-яких z1, z2 \in \BbbC n. (3)

Розглянемо тепер таке узагальнення поняття обмеженостi iндексу за напрямком.

Означення 2 [1]. Цiла функцiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC називається функцiєю обмеженого iндексу за
змiнним напрямком \bfb (z), якщо iснує таке m0 \in \BbbZ +, що для кожного m \in \BbbZ + i для всiх z \in \BbbC n

i t \in \BbbC виконується нерiвнiсть\bigm| \bigm| \partial m
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
m!

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq k\leq m0

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k!

, (4)

де \partial 0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z)) = F (z + t\bfb (z)), а \partial m

\bfb (z)F (z + t\bfb (z)) означено рiвнiстю (3) при z1 = z i
z2 = z + t\bfb (z).

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 4



460 А. I. БАНДУРА, О. Б. СКАСКIВ

Найменше з тих m0, для яких виконується нерiвнiсть (4), називатимемо iндексом функцiї
F (z) за змiнним напрямком \bfb (z) i позначатимемо через N\bfb (F ). Якщо такого m0 не iснує, то
вважаємо, що N\bfb (F ) = +\infty , а функцiю F у цьому випадку називаємо функцiєю необмеженого
iндексу за змiнним напрямком \bfb (z). Якщо \bfb (z) \equiv (b1, . . . , bn) = \bfb є сталим вектором, то
звiдси отримуємо звичайне означення обмеженого iндексу за напрямком \bfb . Зрозумiло, що клас
усiх цiлих функцiй обмеженого iндексу за напрямком є пiдкласом класу всiх цiлих функцiй
обмеженого iндексу за змiнним напрямком.

Нехай N\bfb (F, z
0) позначає iндекс функцiї F у точцi z0 за напрямком \bfb (z0), тобто найменше

цiле значення m0, для якого нерiвнiсть (4) виконується в точцi z = z0.

При n = 1 i \bfb (z) \equiv 1 означення переходить в означення функцiї обмеженого iндексу,
введене Б. Лепсоном [15] (див. також [16]). У цьому випадку N(f) := N1(f). Через N(f, z0) у
випадку n = 1, \bfb (z) = 1 позначаємо iндекс цiлої функцiї f : \BbbC \rightarrow \BbbC в точцi z0 \in \BbbC .

2. Зв’язок обмеженого iндексу за змiнним напрямком iз одновимiрним випадком. Дове-
демо кiлька елементарних тверджень, якi описують зв’язок цiлих функцiй обмеженого iндексу
за змiнним напрямком i цiлих функцiй обмеженого iндексу однiєї змiнної. Подiбнi твердження
для цiлих функцiй багатьох змiнних отримано в [3], а для голоморфних на зрiзках функцiй — у
[6]. Для фiксованого z \in \BbbC n позначимо gz(t) = F (z + t\bfb (z)).

Зауваження 1. Розглядаючи F (z + t\bfb (z)) при фiксованому z \in \BbbC n як цiлу функцiю вiд
змiнної t \in \BbbC i застосовуючи iнтегральну формулу Кошi, для кожного r > 0 отримуємо

g(k)z (t) =
k!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

gz(\tau + t)

\tau k+1
d\tau =

k!

2\pi i

\int 
| \tau | =r

F (z + (\tau + t)\bfb (z))

\tau k+1
d\tau = \partial k

\bfb (z)F (z + t\bfb (z)). (5)

З огляду на рiвнiсть (5) ми можемо замiсть \partial k
\bfb (z)F (z) розглянути g

(k)
z (0) i скористатися одно-

вимiрними мiркуваннями. Доведемо спочатку таке твердження.
Твердження 1. Нехай \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна векторнозначна функцiя. Якщо цiла

функцiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z), то для кожного
z \in \BbbC n цiла функцiя gz(t) має обмежений iндекс i N(gz) \leq N\bfb (F ).

Доведення. Нехай z \in \BbbC n, t \in \BbbC . З рiвностi (5) за означенням обмеженостi iндексу за
змiнним напрямком \bfb (z) для всiх p \in \BbbZ + отримуємо

| g(p)z (t)| 
p!

=
| \partial p

\bfb (z)F (z + t\bfb (z))| 
p!

\leq 

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| \partial k

\bfb (z)F (z + t\bfb (z))| 
k!

: 0 \leq k \leq N\bfb (F )

\Biggr\} 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| g(k)z (t)| 

k!
: 0 \leq k \leq N\bfb (F )

\Biggr\} 
.

Звiдcи випливає, що gz(t) має обмежений iндекс i N(gz) \leq N\bfb (F ).

Твердження 1 доведено.
З рiвностi (5) випливає таке твердження.
Твердження 2. Нехай \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя. Якщо цiла функцiя F :

\BbbC n \rightarrow \BbbC має обмежений iндекс у змiнному напрямку \bfb (z), то

N\bfb (F ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ N(gz) : z \in \BbbC n\} .
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Твердження 3. Нехай \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя. Для того щоб цi-
ла функцiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC мала обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z), необхiдно й
достатньо, щоб iснувало таке M > 0, що для всiх z \in \BbbC n функцiя gz(t) як функцiя
змiнної t \in \BbbC має обмежений iндекс N(gz) \leq M < +\infty . Тому N\bfb (F ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ N(gz, 0) :
z \in \BbbC n\} .

Доведення. Необхiднiсть отримуємо з твердження 1.
Достатнiсть. Оскiльки N(gz) \leq M, то iснує \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ N(gz) : z \in \BbbC n\} . Позначимо N\bfb =

= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ N(gz) : z \in \BbbC n\} < +\infty . Припустимо, що N\bfb не дорiвнює iндексу функцiї F (z) за
змiнним напрямком \bfb (z). Останнє означає, що iснують n\ast > N\bfb , z

\ast \in \BbbC n i t\ast \in \BbbC , для яких
виконується нерiвнiсть\bigm| \bigm| \partial n\ast 

\bfb (z\ast )F (z\ast + t\ast \bfb )
\bigm| \bigm| 

n\ast !
> \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb (z\ast )F (z\ast + t\ast \bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k!

: 0 \leq k \leq N\bfb (F )

\Biggr\} 
. (6)

З огляду на рiвнiсть (5) нерiвнiсть (6) можемо записати у виглядi\bigm| \bigm| g(n\ast )
z\ast (t\ast )

\bigm| \bigm| 
n\ast !

> \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| g(k)z\ast (t\ast )
\bigm| \bigm| 

k!
: 0 \leq k \leq N\bfb (F )

\Biggr\} 
.

Але це неможливо (суперечить тому, що всi iндекси N(gz) не перевищують N\bfb ). Тому N\bfb =

= N\bfb (F ), тобто є iндексом функцiї F (z) за змiнним напрямком \bfb (z).

Твердження 3 доведено.
3. Локальне поводження функцiй обмеженого iндексу за змiнним напрямком. Наступне

твердження вiдiграє важливу роль в теорiї функцiй обмеженого iндексу. Воно лежить в основi
доведень низки iнших тверджень, якi є необхiдними для доведення логарифмiчного критерiю
i аналога теореми Хеймана. Цi двi теореми посiдають центральне мiсце у застосуваннях теорiї
обмеженого iндексу до аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь. Вони надають методи для
отримання оцiнок зростання та опису локального поводження аналiтичних розв’язкiв як зви-
чайних диференцiальних рiвнянь i рiвнянь з частинними похiдними, так i систем таких рiвнянь
[17, 18, 20]. Ми припускаємо, що методи з цих робiт можна застосувати до задач, що мiстять
похiдну за змiнним напрямком, наприклад за напрямком нормалi (тобто за ортогональним на-
прямком) до деякої поверхнi.

Теорему, аналогом якої є наступна теорема, вперше для цiлих функцiй обмеженого iндексу
однiєї змiнної отримав G. H. Fricke [13], а для рiзних класiв аналiтичних функцiй її аналоги
доведено в [3, 5, 7, 8, 14, 19]. Тут ми доведемо аналог цiєї теореми для випадку обмеженого
iндексу за змiнним напрямком.

Теорема 1. Нехай \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя. Якщо цiла функцiя F :
\BbbC n \rightarrow \BbbC має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z), то для кожного \eta > 0 iснують
такi n0 = n0(\eta ) \in \BbbZ + i P1 = P1(\eta ) \geq 1, що для кожних z \in \BbbC n i t \in \BbbC iснує k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +

таке, що 0 \leq k0 \leq n0 i

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| \partial k0

\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))
\bigm| \bigm| \bigm| : | \tau | \leq \eta 

\Bigr\} 
\leq P1

\bigm| \bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| \bigm| . (7)

Доведення в цiлому повторює схему доведення вiдповiдних тверджень для цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за напрямком [3; 4, с. 20] та за змiнним напрямком \bfb [1], яке там
проведене у випадку, коли \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n є цiлою вектор-функцiєю.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 4



462 А. I. БАНДУРА, О. Б. СКАСКIВ

Нехай N\bfb (F ) \equiv N < +\infty , а для a \in \BbbR позначення [a] у даному доведеннi означає цiлу
частину числа a. Позначимо

q(\eta ) = [2\eta (N + 1)] + 1.

Для z \in \BbbC n, t \in \BbbC i p \in \{ 0, 1, . . . , q(\eta )\} приймемо

R\bfb 
p (z, t, \eta ) := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| \partial k

\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))| 
k!

: | \tau | \leq p\eta 

q(\eta )
, 0 \leq k \leq N

\Biggr\} 
.

Зауважимо, що | \tau | \leq p\eta 

q(\eta )
\leq \eta . Зрозумiло, що R\bfb 

p (z, t, \eta ) означено коректно.

Нехай kp = kp(z, t) \in \BbbZ , 0 \leq kp \leq N, \tau p = \tau p(z, t) \in \BbbC , | \tau p| \leq 
p\eta 

q(\eta )
, такi, що

R\bfb 
p (z, t, \eta ) =

| \partial kp
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau p\bfb (z))| 

kp!
. (8)

Для фiксованих z \in \BbbC n i t \in \BbbC функцiї F (z+t\bfb (z)+\tau \bfb (z)) i \partial k
\bfb (z)F (z+t\bfb (z)+\tau \bfb (z)) є цiлими

функцiями змiнної \tau \in \BbbC , тому, за принципом максимуму модуля, рiвнiсть (8) виконується для

такого \tau p, що | \tau p| =
p\eta 

q(\eta )
. Позначимо \widetilde \tau p = \widetilde \tau p(z, t) = p - 1

p
\tau p(z, t). Тодi

| \widetilde \tau p| = (p - 1)\eta 

q(\eta )
, (9)

| \widetilde \tau p  - \tau p| =
| \tau p| 
p

=
\eta 

q(\eta )
. (10)

З (9) i означення R\bfb 
p - 1(z, t, \eta ) випливає, що

R\bfb 
p - 1(z, t, \eta ) \geq 

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \widetilde \tau p\bfb (z))\bigm| \bigm| \bigm| 

kp!
.

Тому

0 \leq R\bfb 
p (z, t, \eta ) - R\bfb 

p - 1(z, t, \eta ) \leq 

\leq 

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau p\bfb (z))

\bigm| \bigm| \bigm|  - \bigm| \bigm| \bigm| \partial kp
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \widetilde \tau p\bfb (z))\bigm| \bigm| \bigm| 

kp!
=

=
1

kp!

1\int 
0

d

ds

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp
\bfb (z)F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds. (11)

Для кожної диференцiйовної комплекснозначної функцiї дiйсної змiнної \varphi (s), s \in \BbbR , не-

рiвнiсть
d

ds
| \varphi (s)| \leq 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dds\varphi (s)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| виконується для всiх s \in \BbbR таких, що \varphi (s) \not = 0. Застосовуючи

останню нерiвнiсть до (11), отримуємо
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R\bfb 
p (z, t, \eta ) - R\bfb 

p - 1(z, t, \eta ) \leq 

\leq 1

kp!

1\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dds\partial kp
\bfb (z)F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds. (12)

Нагадаємо, що gz(t) = F (z + t\bfb ). З рiвностi (3) одержуємо

d

ds
\partial 
kp
\bfb (z)F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) =
=

d

ds

\int 
| w| =r

kp!

2\pi i

F (z + t\bfb (z) +
\bigl( \widetilde \tau p + s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z) + w\bfb (z))

wkp+1
dw =

=
d

ds

\int 
| w| =r

kp!

2\pi i

gz+t\bfb (z)+ \widetilde \tau p\bfb (z)(s(\tau p  - \widetilde \tau p) + w)

wkp+1
dw. (13)

Але gz(t) — цiла функцiя i останнє зображення (13) є iнтегральною формулою Кошi для функцiї
gz, тобто

d

ds
\partial 
kp
\bfb (z)F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) = d

ds

\biggl( 
g
(kp)
z+t\bfb (z)+ \widetilde \tau p\bfb (z)\bigl( s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \biggr) =

= (\tau p  - \widetilde \tau p)g(kp+1)
z+t\bfb (z)+ \widetilde \tau p\bfb (z)\bigl( s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) .

Пiдставляючи останню рiвнiсть у (12) i застосовуючи (5), отримуємо

R\bfb 
p (z, t, \eta ) - R\bfb 

p - 1(z, t, \eta ) \leq 
| \tau p  - \widetilde \tau p| 

kp!

1\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| g(kp+1)
z+t\bfb (z)+ \widetilde \tau p\bfb (z)\bigl( s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds =

=
| \tau p  - \widetilde \tau p| 

kp!

1\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp+1
\bfb (z) F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s(\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds. (14)

За теоремою про середнє, застосованою до (14), маємо

R\bfb 
p (z, t, \eta ) - R\bfb 

p - 1(z, t, \eta ) \leq 
| \tau p  - \widetilde \tau p| 

kp!

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp+1
\bfb (z) F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s\ast (\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| =
= (kp + 1)| \tau p  - \widetilde \tau p| 

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp+1
\bfb (z) F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s\ast (\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
(kp + 1)!

, (15)

де s\ast \in [0, 1]. Точка \widetilde \tau p + s\ast (\tau p  - \widetilde \tau p) є точкою з множини\biggl\{ 
\tau \in \BbbC : | \tau | \leq p\eta 

q(\eta )
\leq \eta 

\biggr\} 
.

За означенням обмеженостi iндексу за змiнним напрямком, використовуючи позначення
q(\eta ) i застосовуючи нерiвностi (10) i (15), для kp \leq N одержуємо
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R\bfb 
p (z, t, \eta ) - R\bfb 

p - 1(z, t, \eta ) \leq 

\leq 

\bigm| \bigm| \bigm| \partial kp+1
\bfb (z) F

\bigl( 
z + t\bfb (z) +

\bigl( \widetilde \tau p + s\ast (\tau p  - \widetilde \tau p)\bigr) \bfb (z)\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
(kp + 1)!

(kp + 1)| \tau p  - \widetilde \tau p| \leq 
\leq \eta 

N + 1

q(\eta )
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\left\{   
\bigm| \bigm| \bigm| \partial k

\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + (\widetilde \tau p + s\ast (\tau p  - \widetilde \tau p))\bfb (z))\bigm| \bigm| \bigm| 
k!

: 0 \leq k \leq N

\right\}   \leq 

\leq \eta 
N + 1

q(\eta )
R\bfb 

p (z, t, \eta ) \leq 
\eta (N + 1)

[2\eta (N + 1)] + 1
R\bfb 

p (z, t, \eta ) \leq 
1

2
R\bfb 

p (z, t, \eta ).

Звiдси випливає, що R\bfb 
p (z, t, \eta ) \leq 2R\bfb 

p - 1(z, t, \eta ) для довiльного p \in \BbbN .
Отже,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| \partial k

\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))| 
k!

: | \tau | \leq \eta ,0 \leq k \leq N

\Biggr\} 
= R\bfb 

q(\eta )(z, t, \eta ) \leq 

\leq 2R\bfb 
q(\eta ) - 1(z, t, \eta ) \leq 22R\bfb 

q(\eta ) - 2(z, t, \eta ) \leq 2q(\eta )R\bfb 
0 (z, t, \eta ) =

= 2q(\eta )\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| \partial k

\bfb (z)F (z + t\bfb (z))| 
k!

: 0 \leq k \leq N

\Biggr\} 
. (16)

Нехай kz,t \in \BbbZ , 0 \leq kz,t \leq N, \widetilde \tau z,t \in \BbbC , | \widetilde \tau z,t| = \eta такi, що\bigm| \bigm| \partial kz,t
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
kz,t!

= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq k\leq N

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k!

,

а також \bigm| \bigm| \bigm| \partial kz,t
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \widetilde \tau z,t\bfb (z))\bigm| \bigm| \bigm| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \partial kz,t
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\bigm| \bigm| : \tau \leq \eta 
\Bigr\} 
.

З нерiвностi (16) випливає, що\bigm| \bigm| \bigm| \partial kz,t
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \widetilde \tau z,t\bfb (z))\bigm| \bigm| \bigm| 

kz,t!
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\left\{   
\bigm| \bigm| \partial kz,t

\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))
\bigm| \bigm| 

kz,t!
: | t| \leq \eta 

\right\}   \leq 

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k!

: | t| \leq \eta , 0 \leq k \leq N

\Biggr\} 
\leq 

\leq (2)q(\eta )

\bigm| \bigm| \partial kz,t
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
kz,t!

,

звiдки

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\Bigl\{ \bigm| \bigm| \partial kz,t

\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))
\bigm| \bigm| : | \tau | \leq \eta 

\Bigr\} 
\leq 2q(\eta )

\bigm| \bigm| \partial kz,t
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| .
Тому (7) отримуємо з n0 = N\bfb (F ), k0 = kz i

P1(\eta ) = 2q(\eta ).

Теорему 1 доведено.
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Теорема 2. Нехай F : \BbbC n \rightarrow \BbbC — цiла функцiя, \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя.
Якщо для кожного \eta > 0 iснують такi n0 = n0(\eta ) \in \BbbZ + i P1 = P1(\eta ) \geq 1, що для кожних
z \in \BbbC n i t \in \BbbC iснує k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +, 0 \leq k0 \leq n0, для якого виконується нерiвнiсть (7), то
функцiя F має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z).

Доведення. Припустимо, що для кожного \eta > 0 iснують такi n0 = n0(\eta ) \in \BbbZ + i P1 =

= P1(\eta ) \geq 1, що для кожних z \in \BbbC n i t \in \BbbC iснує k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +, 0 \leq k0 \leq n0, для якого
виконується нерiвнiсть (7). Виберемо такi \eta > 1 i j0 \in \BbbN , що P1 \leq \eta j0 . Для заданих z \in \BbbC n,

k0 = k0(z, t) i j \geq j0 за формулою Кошi для F (z + t\bfb (z)) як функцiї вiд змiнної t отримуємо

\partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z)) =

j!

2\pi i

\int 
| \tau | =\eta 

\partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\tau j+1
d\tau .

Тому за нерiвнiстю (7) маємо\bigm| \bigm| \partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
j!

\leq 1

2\pi 

\int 
| t| =\eta 

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\bigm| \bigm| 
| \tau | j+1

| d\tau | \leq 

\leq 1

\eta j
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\bigm| \bigm| : | \tau | = \eta 
\Bigr\} 
\leq 

\leq P1

\eta j
\bigm| \bigm| \partial k0

\bfb (z)F (z + t\bfb (z))
\bigm| \bigm| .

Звiдси для всiх j \geq j0, z \in \BbbC n одержуємо\bigm| \bigm| \partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
(k0 + j)!

\leq j!k0!

(j + k0)!

P1

\eta j

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

\leq 

\leq \eta j0 - j

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

\leq 

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

.

Тут ми скористалися тим, що
j!k0!

(j + k0)!
\leq 1. Оскiльки k0 \leq n0, а числа n0 = n0(\eta ) i j0 = j0(\eta )

є незалежними вiд z i t0, то ця нерiвнiсть означає, що функцiя F є функцiєю обмеженого
iндексу за змiнним напрямком \bfb (z) i N\bfb (F ) \leq n0 + j0.

Теорему 2 доведено.
З теорем 1 i 2 отримуємо такий критерiй.
Наслiдок 1. Нехай \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя. Для того щоб цiла функ-

цiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC була функцiєю обмеженого iндексу за змiнним напрямком \bfb (z), необхiдно i
достатньо, щоб для кожного \eta > 0 iснували такi n0 = n0(\eta ) \in \BbbZ + i P1 = P1(\eta ) \geq 1, що
для кожних z \in \BbbC n i t \in \BbbC iснує k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +, 0 \leq k0 \leq n0, для якого виконується
нерiвнiсть (7).

Наступна теорема є аналогом тверджень, встановлених для цiлих i аналiтичних в одиничнiй
кулi функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком [3, 5].

Теорема 3. Нехай \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя. Цiла функцiя F : \BbbC n \rightarrow \BbbC 
має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z) тодi i тiльки тодi, коли F має обмежений
iндекс за змiнним напрямком \alpha \bfb (z), де \alpha \in \BbbC \setminus \{ 0\} .
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Доведення. Нехай F — цiла функцiя обмеженого iндексу за змiнним напрямком \bfb (z). За
теоремою 1 (\forall \eta > 0) (\exists n0(\eta ) \in \BbbZ +) (\exists P1(\eta ) \geq 1) (\forall z \in \BbbC n) (\forall t \in \BbbC ) (\exists k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +,

0 \leq k0 \leq n0) i виконується нерiвнiсть (7).
Для кожного z \in \BbbC n i довiльного t \in \BbbC маємо

\partial k
\alpha \bfb (z)F (z + t\alpha \bfb (z)) =

\int 
| \tau | =r

\bigm| \bigm| F (z + t\alpha \bfb (z) + \tau \alpha \bfb (z))
\bigm| \bigm| 

\tau k+1
d\tau =

= \alpha k

\int 
| \tau | =r

\bigm| \bigm| F (z + t\alpha \bfb (z) + \tau \alpha \bfb (z))
\bigm| \bigm| 

(\alpha \tau )k+1
d(\alpha \tau ) =

= \alpha k

\int 
| \tau | =r

\bigm| \bigm| F (z + t\alpha \bfb (z) + \tau \alpha \bfb (z))
\bigm| \bigm| 

(\alpha \tau )k+1
d(\alpha \tau ) =

= \alpha k

\int 
| w| =r| \alpha | 

| F (z + t\alpha \bfb (z) + w\bfb (z))| 
wk+1

d(w) = \alpha k\partial \bfb (z)F (z + t\alpha \bfb (z)). (17)

Застосовуючи (17), записуємо нерiвнiсть (7) у виглядi

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\Bigl\{ 
| \alpha | k0

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\bigm| \bigm| : | \tau | \leq \eta 
\Bigr\} 
\leq P1| \alpha | k0

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| ,
або

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial k0
\alpha \bfb (z)F

\biggl( 
z +

t

\alpha 
\alpha \bfb (z) +

\tau 

\alpha 
\alpha \bfb (z)

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| : | \tau /\alpha | \leq \eta /| \alpha | 
\biggr\} 

\leq P1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial k0
\alpha \bfb (z)F

\biggl( 
z +

t

\alpha 
\alpha \bfb (z)

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Позначаючи t\ast =

t

\alpha 
, \tau \ast =

\tau 

\alpha 
, \eta \ast =

\eta 

| \alpha | 
, отримуємо

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\Bigl\{ \bigm| \bigm| \partial k0

\alpha \bfb (z)F (z + t\ast \alpha \bfb (z) + \tau \ast \alpha \bfb (z))
\bigm| \bigm| : | \tau \ast | \leq \eta \ast 

\Bigr\} 
\leq P1

\bigm| \bigm| \partial k0
\alpha \bfb (z)F (z + t\ast \alpha \bfb (z))

\bigm| \bigm| .
За теоремою 2 функцiя F (z) має обмежений iндекс за змiнним напрямком \alpha \bfb (z). Обернене
твердження доводиться аналогiчно.

Теорему 3 доведено.
Скориставшись iдеєю Фрiке [12], отримаємо таку модифiкацiю теореми 2.
Теорема 4. Нехай F : \BbbC n \rightarrow \BbbC — цiла функцiя, \bfb : \BbbC n \rightarrow \BbbC n — неперервна вектор-функцiя.

Якщо iснують такi \eta > 0, n0 = n0(\eta ) \in \BbbZ + i P1 = P1(\eta ) \geq 1, що для всiх z \in \BbbC n i для кожного
t \in \BbbC iснує k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +, 0 \leq k0 \leq n0, для якого виконується нерiвнiсть (7), то функцiя
F має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z).

Доведення повторює схему доведення вiдповiдної теореми для цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком [9].

Припустимо, що iснують такi \eta > 0, n0 = n0(\eta ) \in \BbbZ + i P1 \geq 1, що для кожних z \in \BbbC n i
t \in \BbbC iснує k0 = k0(z, t) \in \BbbZ +, 0 \leq k0 \leq n0, для якого виконується нерiвнiсть (7).

Якщо \eta > 1, то виберемо j0 \in \BbbN так, щоб P1 \leq \eta j0 . У випадку \eta \in (0; 1] виберемо j0 \in \BbbN 

так, щоб виконувалась нерiвнiсть
j0!k0!

(j0 + k0)!
P1 \leq 1. Такий вибiр j0 є можливим, оскiльки
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j0!k0!

(j0 + k0)!
P1 =

k0!

(j0 + 1)(j0 + 2) . . . (j0 + k0)
P1 \rightarrow 0, j0 \rightarrow +\infty .

Запишемо iнтегральну формулу Кошi для функцiї \partial k0
\bfb (z)F (z+ t\bfb (z)) комплексної змiнної t:

\partial k0+j
\bfb (z) F

\bigl( 
z + t\bfb (z)

\bigr) 
=

j!

2\pi i

\int 
| \tau | =\eta 

\partial k0
\bfb (z)F

\bigl( 
z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z)

\bigr) 
\tau j+1

d\tau .

Застосовуючи нерiвнiсть (7), отримуємо\bigm| \bigm| \partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
j!

\leq 1

\eta j
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z) + \tau \bfb (z))

\bigm| \bigm| : | \tau | = \eta 
\Bigr\} 
\leq 

\leq P1

\eta j
\bigm| \bigm| \partial k0

\bfb (z)F (z + t\bfb (z))
\bigm| \bigm| . (18)

За вибором j0 для \eta > 1 i для всiх j \geq j0 виводимо\bigm| \bigm| \partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
(k0 + j)!

\leq j!k0!

(j + k0)!

P1

\eta j

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

\leq 

\leq \eta j0 - j

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

\leq 

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

.

Оскiльки k0 \leq n0, числа n0 = n0(\eta ) i j0 = j0(\eta ) не залежать вiд z, а z \in \BbbC n є довiльним, то
остання нерiвнiсть означає, що функцiя F має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb (z),

а N\bfb (F ) \leq n0 + j0.

Якщо \eta \in (0, 1), то з нерiвностi (18) випливає, що для всiх j \geq j0\bigm| \bigm| \partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
(k0 + j)!

\leq j!k0!P1

(j + k0)!

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
\eta jk0!

\leq 

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
\eta jk0!

i за вибором j0 \bigm| \bigm| \partial k0+j
\bfb (z) F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
(k0 + j)!

\eta k0+j \leq 

\bigm| \bigm| \partial k0
\bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

\eta k0 .

За рiвнiстю (17) маємо \partial p
\eta \bfb (z)F (z + t\bfb (z)) = \eta p\partial p

\bfb (z)F (z + t\bfb (z)). Тому для всiх j \geq j0\bigm| \bigm| \partial k0+j
\eta \bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
(k0 + j)!

\leq 

\bigm| \bigm| \partial k0
\eta \bfb (z)F (z + t\bfb (z))

\bigm| \bigm| 
k0!

.

Отже, функцiя F має обмежений iндекс за змiнним напрямком \eta \bfb . Тодi за теоремою 3 функцiя
F має обмежений iндекс за змiнним напрямком \bfb .

Теорему 4 доведено.
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