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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ \bfitW \bfitr 
\bfitbeta ,\infty УЗАГАЛЬНЕНИМИ

IНТЕГРАЛАМИ АБЕЛЯ – ПУАССОНА

We study the approximative properties of generalized Abel – Poisson integrals P\gamma (\delta ), 0 < \gamma \leq 2, on the Weil – Nagy
classes W r

\beta ,\infty under the condition 0 < r \leq \gamma in the uniform metric.

Проведено дослiдження апроксимативних властивостей узагальнених iнтегралiв Абеля – Пуассона P\gamma (\delta ), 0 < \gamma \leq 
\leq 2, на класах Вейля – Надя W r

\beta ,\infty у випадку 0 < r \leq \gamma в рiвномiрнiй метрицi.

Вступ. Нехай C — простiр 2\pi -перiодичних неперервних функцiй, у якому норма задається
за допомогою рiвностi \| f\| C = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}t | f(t)| ; L\infty — простiр 2\pi -перiодичних вимiрних суттєво
обмежених функцiй з нормою \| f\| \infty = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t | f(t)| ; L — простiр 2\pi -перiодичних сумовних

на перiодi функцiй, в якому норма задається рiвнiстю \| f\| L = \| f\| 1 =
\int \pi 

 - \pi 
| f(t)| dt.

Нехай функцiя f належить простору L i її ряд Фур’є має вигляд

S[f ] =
a0
2

+
\infty \sum 
k=1

(ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx).

Нехай, далi, r > 0 i \beta \in \BbbR . Якщо ряд
\infty \sum 
k=1

kr
\biggl( 
ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
kx+

\beta \pi 

2

\biggr) 
+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
kx+

\beta \pi 

2

\biggr) \biggr) 
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї \varphi , то функцiю \varphi називають (r, \beta )-похiдною функцiї f
у сенсi Вейля – Надя i позначають f r

\beta (див., наприклад, [1, с. 130]). Множину функцiй, для яких
виконується ця умова, називають класом Вейля – Надя i позначають W r

\beta . Якщо f \in W r
\beta i, крiм

того,
\bigm\| \bigm\| f r

\beta (\cdot )
\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq 1, то кажуть, що f належить класу W r

\beta ,\infty .

Нехай f \in L. Величину

P\gamma (\rho , f, x) =
a0
2

+

\infty \sum 
k=1

\rho k
\gamma 
(ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx), 0 \leq \rho < 1, 0 < \gamma \leq 2, (1)

де ak, bk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f, називають узагальненим iнтегралом Абеля – Пуассона
(див., наприклад, [2, 3]). При \gamma = 1 iнтеграл (1) є iнтегралом Пуассона (див., наприклад, [4 – 6]),
при \gamma = 2 — iнтегралом Веєрштрасса (див., наприклад, [7, 8]).

Поклавши \rho = e - 
1
\delta , скрiзь далi узагальнений iнтеграл Абеля – Пуассона будемо записувати

у виглядi

P\gamma (\delta , f, x) =
a0
2

+

\infty \sum 
k=1

e - 
k\gamma 

\delta (ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx), \delta > 0, 0 < \gamma \leq 2. (2)

Статтю присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки при \delta \rightarrow \infty величини

\scrE (W r
\beta ,\infty ;P\gamma (\delta ))C = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in W r
\beta ,\infty 

\bigm\| \bigm\| f(\cdot ) - P\gamma (\delta , f, \cdot )
\bigm\| \bigm\| 
C
. (3)
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Якщо в явному виглядi знайдено функцiю g(\delta ) таку, що \scrE (W r
\beta ,\infty ;P\gamma (\delta ))C = g(\delta ) + o

\bigl( 
g(\delta )

\bigr) 
при \delta \rightarrow \infty , то говорять (див., наприклад, [1, c. 198]), що розв’язано задачу Колмогорова – Нi-
кольського для узагальненого iнтеграла Абеля – Пуассона на класi W r

\beta ,\infty у рiвномiрнiй метрицi.
Зазначимо, що апроксимативнi властивостi узагальнених iнтегралiв Абеля – Пуассона на

класах W r
\beta , W

r та iнших вивчали в роботах [2, 7, 9 – 14], але в бiльшостi робiт задачу Колмо-
горова – Нiкольського було розв’язано лише у випадках \gamma = 1 та \gamma = 2. Ми ж ставимо за мету
знайти асимптотичнi рiвностi для величин (3) при довiльних 0 < \gamma \leq 2.

Асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень узагальнених iнтегралiв Абеля –
Пуассона вiд функцiй iз класу \bfitW \bfitr 

\bfitbeta ,\infty . Для узагальненого iнтеграла Абеля – Пуассона (1)
запишемо пiдсумовуючу функцiю [15] у виглядi

\tau (u) =

\left\{     
\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) \Bigl( 
(\gamma  - r  - 1)\delta 

r+2
\gamma 

 - 1
u2 - \gamma + (2 + r  - \gamma )\delta 

r+1
\gamma 

 - 1
u1 - \gamma 

\Bigr) 
, 0 \leq u \leq 1

\gamma 
\surd 
\delta 
,\bigl( 

1 - e - u\gamma 
\bigr) 
u - r, u \geq 1

\gamma 
\surd 
\delta 
,

(4)

де 0 < \gamma \leq 2, \delta > 0.

Домовимося далi через K, Ki, i = 1, 2, . . . , позначати сталi, взагалi кажучи, рiзнi в рiзних
спiввiдношеннях.

Справджується така теорема.
Теорема. Нехай 0 < r \leq \gamma . Тодi при \delta \rightarrow \infty має мiсце асимптотична рiвнiсть

\scrE 
\bigl( 
W r

\beta ,\infty ;P\gamma (\delta )
\bigr) 
C
=

1\bigl( 
\gamma 
\surd 
\delta 
\bigr) rA(\tau ) + \Upsilon (\gamma , \delta ), (5)

де

\Upsilon (\gamma , \delta ) =

\left\{               

O

\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 
, 0 < \gamma \leq 1,

O

\left(   1

\delta 
+

1\Bigl( 
\gamma 
\surd 
\delta 
\Bigr) r+1

\right)   , 1 < \gamma \leq 2,

(6)

величину A(\tau ) означено рiвнiстю

A(\tau ) =
1

\pi 

\infty \int 
 - \infty 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\Bigl( 
ut+

\beta \pi 

2

\Bigr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt (7)

i для неї має мiсце оцiнка

A(\tau ) =

\left\{   O(1), 0 < r < \gamma ,

O(\mathrm{l}\mathrm{n} \delta ), r = \gamma .
(8)

Доведення. Згiдно з теоремою А [10], якщо функцiя \tau (u) неперервна при u \geq 0 й iнтег-
рал (7) є збiжним, то при r > 0, \beta \in \BbbR i \delta \rightarrow \infty справджується рiвнiсть

\scrE (W r
\beta ,\infty ;P\gamma (\delta ))C =

1

( \gamma 
\surd 
\delta )r

A(\tau ) +O

\biggl( 
1

( \gamma 
\surd 
\delta )r

a(\tau )

\biggr) 
, (9)
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де

a(\tau ) =

\int 
| t| \geq 

\gamma \surd 
\delta \pi 
2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\Bigl( 
ut+

\beta \pi 

2

\Bigr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt. (10)

Покажемо збiжнiсть iнтеграла (7). Згiдно з теоремою 1 [10], для доведення збiжностi iнтег-
рала (7) необхiдно i достатньо показати збiжнiсть iнтегралiв

1
2\int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| , \infty \int 

1
2

| u - 1| 
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| , \infty \int 

0

| \tau (u)| 
u

du,

1\int 
0

\bigm| \bigm| \tau (1 - u) - \tau (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u
du. (11)

Знайдемо оцiнку для першого iнтеграла з (11), роздiливши його на двi частини:

1
2\int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| =

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| +

1
2\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| , \delta > 4.

Введемо позначення

v(u) =
\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) 
u2 - \gamma , w(u) =

\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) 
u1 - \gamma . (12)

Знайдемо першу i другу похiднi функцiй v(u) та w(u):

v\prime (u) = \gamma ue - u\gamma + (2 - \gamma )u1 - \gamma (1 - e - u\gamma ), w\prime (u) = \gamma e - u\gamma + (1 - \gamma )u - \gamma (1 - e - u\gamma ),

v\prime \prime (u) = \gamma e - u\gamma (1 - \gamma u\gamma ) + (2 - \gamma )
\bigl( 
(1 - \gamma )u - \gamma (1 - e - u\gamma ) + \gamma e - u\gamma 

\bigr) 
,

w\prime \prime (u) = \gamma e - u\gamma 
\bigl( 
(1 - \gamma )u - 1  - \gamma u\gamma  - 1

\bigr) 
+ \gamma (\gamma  - 1)u - \gamma  - 1(1 - e - u\gamma ).

Тодi, враховуючи, що при u \in 
\biggl[ 
0,

1
\gamma 
\surd 
\delta 

\biggr] 
\tau \prime \prime (u) = (\gamma  - r  - 1)\delta 

r+2
\gamma 

 - 1
v\prime \prime (u) + (2 + r  - \gamma )\delta 

r+1
\gamma 

 - 1
w\prime \prime (u), (13)

отримуємо

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| \leq | \gamma  - r  - 1| \delta 

r+2
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

u| v\prime \prime (u)| du+ (2 + r  - \gamma )\delta 
r+1
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

u| w\prime \prime (u)| du.

Враховуючи, що v\prime \prime (u) \geq 0, w\prime \prime (u) \leq 0 при u \in 
\biggl[ 
0,

1
\gamma 
\surd 
\delta 

\biggr] 
, а також нерiвностi

e - u\gamma \leq 1, 1 - e - u\gamma \leq u\gamma , (14)

маємо
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1\surd 
\delta \int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| \leq | \gamma  - r  - 1| \delta 

r+2
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

uv\prime \prime (u)du - 

 - (2 + r  - \gamma )\delta 
r+1
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

uw\prime \prime (u)du = | \gamma  - r  - 1| \delta 
r+2
\gamma 

 - 1 \bigl( 
uv\prime (u) - v (u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
\gamma \surd 
\delta 

0

 - 

 - (2 + r  - \gamma )\delta 
r+1
\gamma 

 - 1 \bigl( 
uw\prime (u) - w(u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
\gamma \surd 
\delta 

0

=

= | \gamma  - r  - 1| \delta 
r+2
\gamma 

 - 1
\Bigl( 
\gamma \delta 

 - 2
\gamma e - 

1
\delta + (2 - \gamma )\delta 

1 - 2
\gamma 

\Bigl( 
1 - e - 

1
\delta 

\Bigr) 
 - \delta 

1 - 2
\gamma 

\Bigl( 
1 - e - 

1
\delta 

\Bigr) \Bigr) 
 - 

 - (2 + r  - \gamma )\delta 
r+1
\gamma 

 - 1
\Bigl( 
\gamma \delta 

 - 1
\gamma e - 

1
\delta + (1 - \gamma )\delta 

1 - 1
\gamma 

\Bigl( 
1 - e - 

1
\delta 

\Bigr) 
 - \delta 

1 - 2
\gamma 

\Bigl( 
1 - e - 

1
\delta 

\Bigr) \Bigr) 
\leq K\delta 

r
\gamma 
 - 1

. (15)

Враховуючи, що при u \geq 1
\gamma 
\surd 
\delta 

\tau \prime \prime (u) = \gamma u\gamma  - r - 2e - u\gamma (\gamma  - 1 - \gamma u\gamma ) - 2r\gamma u\gamma  - r - 2e - u\gamma + r(r + 1)
\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) 
u - r - 2, (16)

а також нерiвностi (14) та нерiвнiсть\bigm| \bigm|  - \gamma u\gamma + \gamma  - 1
\bigm| \bigm| e - u\gamma \leq 1, u \in [0,\infty ),

знаходимо

1
2\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| \leq \gamma 

1
2\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

| \gamma  - 1 - \gamma u\gamma | e - u\gamma u\gamma  - r - 1du+ 2r\gamma 

1
2\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

u\gamma  - r - 1e - u\gamma du+

+r(r + 1)

1
2\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) 
u - r - 1du \leq 

\leq 
\bigl( 
\gamma + 2r\gamma + r(r + 1)

\bigr) 1
2\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

u\gamma  - r - 1du =

\left\{   K1 +K2\delta 
r
\gamma 
 - 1

, 0 < r < \gamma ,

K3 +K4 \mathrm{l}\mathrm{n} \delta , r = \gamma .
(17)

Iз спiввiдношень (15), (17) випливає оцiнка

1
2\int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| =

\left\{   O(1), 0 < r < \gamma ,

O(\mathrm{l}\mathrm{n} \delta ), r = \gamma ,
\delta \rightarrow \infty . (18)

Знайдемо оцiнку для другого iнтеграла з (11). Враховуючи (16), одержуємо
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\infty \int 
1
2

| u - 1| 
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| \leq \infty \int 

1
2

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| \leq r(r + 1)

\infty \int 
1
2

\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) 
u - r - 1du+

+2r\gamma 

\infty \int 
1
2

u\gamma  - r - 1e - u\gamma du+ \gamma 

\infty \int 
1
2

| \gamma  - 1 - \gamma u\gamma | u\gamma  - r - 1e - u\gamma du.

Далi, використовуючи нерiвностi

1 - e - u\gamma \leq 1, u\gamma e - u\gamma \leq 1,
\bigm| \bigm|  - \gamma u\gamma + \gamma  - 1

\bigm| \bigm| u\gamma  - 1 \leq 2u2\gamma  - 1 + u\gamma  - 1, u \in (0,\infty ), (19)

отримуємо
\infty \int 
1
2

| u - 1| 
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| \leq \bigl( 

r(r + 1) + 2\gamma r
\bigr) \infty \int 

1
2

u - r - 1du+

+\gamma 

\infty \int 
1
2

u - r(2u2\gamma  - 1 + u\gamma  - 1)e - u\gamma du \leq 

\leq (r(r + 1) + 2\gamma r)

\infty \int 
1
2

u - r - 1du+ 2r\gamma 

\infty \int 
1
2

(2u2\gamma  - 1 + u\gamma  - 1)e - u\gamma du = K1. (20)

Iз (20) випливає оцiнка
\infty \int 
1
2

| u - 1| 
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| = O(1), \delta \rightarrow \infty . (21)

Для оцiнки третього iнтеграла з (11), як i в роботi [16], розiб’ємо промiжок iнтегрування на

три частини:

\biggl[ 
0,

1
\gamma 
\surd 
\delta 

\biggr] 
,

\biggl[ 
1
\gamma 
\surd 
\delta 
, 1

\biggr] 
, [1,\infty ).

Нехай u \in 
\biggl[ 
0,

1
\gamma 
\surd 
\delta 

\biggr] 
. Враховуючи (4) i друге спiввiдношення iз (14), маємо

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

| \tau (u)| 
u

du \leq | \gamma  - r  - 1| \delta 
r+2
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

(1 - e - u\gamma )u1 - \gamma du+

+(2 + r  - \gamma )\delta 
r+1
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

(1 - e - u\gamma )u - \gamma du \leq | \gamma  - r  - 1| \delta 
r+2
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

udu+

+(2 + r  - \gamma )\delta 
r+1
\gamma 

 - 1

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

du \leq K\delta 
r
\gamma 
 - 1

. (22)

Згiдно з формулою (4) у випадку u \in 
\biggl[ 

1
\gamma 
\surd 
\delta 
, 1

\biggr] 
отримуємо
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1\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

\tau (u)

u
du - 

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

u\gamma  - 1 - rdu

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
1\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

| 1 - e - u\gamma  - u\gamma | u - r - 1du.

Оскiльки при довiльних u виконується нерiвнiсть

e - u\gamma + u\gamma  - 1 \leq u2\gamma 

2
, (23)

то \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
1\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

\tau (u)

u
du - 

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

u\gamma  - 1 - rdu

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
1

2

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

u2\gamma  - r - 1du = K2 +K3\delta 
r
\gamma 
 - 2

. (24)

Iз (24) випливає, що

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

| \tau (u)| 
u

du =

\gamma \surd 
\delta \int 

1

u\gamma  - r - 1du+O(1) =

\left\{   O(1), r < \gamma ,

O(\mathrm{l}\mathrm{n} \delta ), r = \gamma .
(25)

Нехай тепер u \in [1,\infty ). Згiдно з формулою (4) та першою нерiвнiстю з (19) одержуємо

\infty \int 
1

\tau (u)

u
du =

\infty \int 
1

\bigl( 
1 - e - u\gamma 

\bigr) 
u - r - 1du \leq 

\infty \int 
1

u - r - 1du =
1

r
. (26)

Iз (22), (25) i (26) випливає оцiнка

\infty \int 
0

| \tau (u)| 
u

du =

\left\{   O(1), r < \gamma ,

O(\mathrm{l}\mathrm{n} \delta ), r = \gamma ,
\delta \rightarrow \infty . (27)

Оцiнимо тепер четвертий iнтеграл з (11). Як i в роботi [10, с. 29], можна показати справед-
ливiсть рiвностi

1\int 
0

| \tau (1 - u) - \tau (1 + u)| 
u

du =

1\int 
0

| \lambda (1 - u) - \lambda (1 + u)| 
u

du+O
\bigl( 
H(\tau )

\bigr) 
, (28)

де H(\tau ) означається рiвнiстю

H(\tau ) = | \tau (0)| + | \tau (1)| +

1
2\int 

0

u
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| + \infty \int 

1
2

| u - 1| 
\bigm| \bigm| d\tau \prime (u)\bigm| \bigm| ,

а \lambda (u) = e - u\gamma . Враховуючи, що

1\int 
0

| \lambda (1 - u) - \lambda (1 + u)| 
u

du =

1\int 
0

e - (1 - u)\gamma  - e - (1+u)\gamma 

u
du = O(1),
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а також спiввiдношення (18) i (21), iз (28) маємо
1\int 

0

\bigm| \bigm| \tau (1 - u) - \tau (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u
du =

\left\{   O(1), 0 < r < \gamma ,

O(\mathrm{l}\mathrm{n} \delta ), r = \gamma ,
\delta \rightarrow \infty . (29)

Отже, згiдно з теоремою 1 [10], переконуємося в тому, що iнтеграл A(\tau ) вигляду (7) є
збiжним. Iз нерiвностей (2.14) i (2.15) з роботи [10] iз урахуванням формул (18), (21), (27) i (29)
отримуємо спiввiдношення (8).

Оцiнимо залишковий член у правiй частинi рiвностi (9), тобто знайдемо оцiнку для iнтег-
рала (10). Враховуючи, що \tau (0) = 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}u\rightarrow \infty \tau (u) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}u\rightarrow \infty \tau \prime (u) = 0 i \tau \prime (u) неперервна на
[0,\infty ), i двiчi iнтегруючи частинами, отримуємо

\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du =  - 1

t2

\left(  \tau \prime (0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\beta \pi 

2
+

\infty \int 
0

\tau \prime \prime (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\right)  .

Звiдси \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1

t2

\left(  | \tau \prime (0)| +
\infty \int 
0

| \tau \prime \prime (u)| du

\right)  .

Оскiльки
| \tau \prime (0)| = \gamma (2 + r  - \gamma )\delta 

r+1
\gamma 

 - 1
= K1\delta 

r+1
\gamma 

 - 1
,

то можемо записати\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq K1

t2
\delta 
r+1
\gamma 

 - 1
+

1

t2

\infty \int 
0

\bigm| \bigm| \tau \prime \prime (u)\bigm| \bigm| du. (30)

Проводячи аналогiчнi мiркування, як i при оцiнюваннi першого iнтеграла з (5) на промiжку

u \in 
\biggl[ 
0,

1
\gamma 
\surd 
\delta 

\biggr] 
, \delta > 4, можемо записати оцiнку

1
\gamma \surd 
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \tau \prime \prime (u)\bigm| \bigm| du = O
\Bigl( 
\delta 
r+1
\gamma 

 - 1
\Bigr) 
, \delta \rightarrow \infty . (31)

Нехай u \in 
\biggl[ 

1
\gamma 
\surd 
\delta 
, 1

\biggr] 
. Покладемо

\tau 1(u) = (1 - e - u\gamma  - u\gamma )u - r, \tau 2(u) = u\gamma  - r,

тодi
1\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

| \tau \prime \prime (u)| du \leq 
1\int 

1
\gamma \surd 
\delta 

| \tau \prime \prime 1 (u)| du+

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

| \tau \prime \prime 2 (u)| du. (32)

Враховуючи, що

\tau \prime \prime 1 (u) = r(r + 1)
\bigl( 
1 - e - u\gamma  - u\gamma 

\bigr) 
u - r - 2  - 2\gamma u\gamma  - r - 2

\bigl( 
e - u\gamma  - 1

\bigr) 
+

+\gamma 
\bigl( 
(\gamma  - 1)u\gamma  - 2(e - u\gamma  - 1) - \gamma u2\gamma  - 2e - u\gamma 

\bigr) 
u - r,

знаходимо
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1\int 
1\surd 
\delta 

| \tau \prime \prime 1 (u)| du \leq r(r + 1)

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

(e - u\gamma + u\gamma  - 1)u - r - 2du+

+2\gamma r

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

(1 - e - u\gamma )u\gamma  - r - 2du+ \gamma 

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

\bigm| \bigm| (\gamma  - 1)u\gamma  - 2(e - u\gamma  - 1) - \gamma u2\gamma  - 2e - u\gamma 
\bigm| \bigm| u - rdu.

Враховуючи (23), другу нерiвнiсть з (14) i нерiвнiсть\bigm| \bigm| (\gamma  - 1)u\gamma  - 2(e - u\gamma  - 1) - \gamma u2\gamma  - 2e - u\gamma 
\bigm| \bigm| \leq (2\gamma  - 1)u2\gamma  - 2, u \in [0,\infty ),

маємо

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

| \tau \prime \prime 1 (u)| du \leq 
\biggl( 
r(r + 1)

2
+ 2\gamma r + \gamma (2\gamma  - 1)

\biggr) 1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

u2\gamma  - r - 2du =

=

\left\{   K1 +K2\delta 
r+1
\gamma 

 - 2
, r \not = 2\gamma  - 1,

K3 \mathrm{l}\mathrm{n} \delta , r = 2\gamma  - 1.
(33)

Для другого iнтеграла з правої частини рiвностi (32) очевидною є оцiнка

1\int 
1
\gamma \surd 
\delta 

| \tau \prime \prime 2 (u)| du = O
\Bigl( 
1 + \delta 

r+1
\gamma 

 - 1
\Bigr) 
, \delta \rightarrow \infty . (34)

Враховуючи (33), (34), iз (32) знаходимо

1\int 
1\surd 
\delta 

| \tau \prime \prime (u)| du = O
\bigl( 
1 + \delta 

r+1
\gamma 

 - 1\bigr) 
, \delta \rightarrow \infty . (35)

Нехай тепер u \in [1,\infty ). Проводячи аналогiчнi мiркування, як i при оцiнюваннi другого
iнтеграла з (11), отримуємо

\infty \int 
1

| \tau \prime \prime (u)| du = O(1), \delta \rightarrow \infty . (36)

Об’єднуючи формули (31), (35) i (36), iз (30) одержуємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = O
\Bigl( 
\delta 
r+1
\gamma 

 - 1
\Bigr) 1

t2

при 0 < \gamma \leq 1 i
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\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = O
\Bigl( 
1 + \delta 

r+1
\gamma 

 - 1
\Bigr) 1

t2

при 1 < \gamma \leq 2. Звiдси

a(\tau ) =

\int 
| t| \geq 

\gamma \surd 
\delta \pi 
2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt =
\left\{   O

\Bigl( 
\delta 
r
\gamma 
 - 1

\Bigr) 
, 0 < \gamma \leq 1,

O
\Bigl( 
\delta 
 - 1
\gamma + \delta 

r
\gamma 
 - 1

\Bigr) 
, 1 < \gamma \leq 2.

Iз останньої рiвностi та спiввiдношення (9) випливає, що мають мiсце рiвностi (5) i (6).
Теорему доведено.
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