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НАБЛИЖЕННЯ ГОЛОМОРФНИХ ФУНКЦIЙ СЕРЕДНIМИ ЧЕЗАРО

For the Lipschitz class of functions holomorphic in the disc, we present a constructive characterization of this class in terms
of Cesàro’s means of order \alpha \geq 2 of the Taylor series. We solve the problem of exact upper bound for the deviations of
Cesàro’s means of order \alpha \geq 2 as well as for the deviations of Riesz’s means of order 2 of the Taylor series in the class
of functions holomorphic in the disc and having a bounded derivative.

Наведено конструктивну характеристику класу Лiпшиця голоморфних у крузi функцiй в термiнах середнiх Чезаро
порядку \alpha \geq 2 рядiв Тейлора. Розв’язано задачу про точну верхню межу вiдхилень середнiх Чезаро порядку \alpha \geq 2,
а також середнiх Рiса другого порядку рядiв Тейлора на класi голоморфних у крузi функцiй з обмеженою похiдною.

1. Вступ. Нехай f — функцiя, голоморфна у крузi \BbbD := \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} , i

f(z) =
\infty \sum 
j=0

\widehat fjzj , \widehat fj := f (j)(0)

j!
,

— її розклад у ряд Тейлора.
Середнiми Чезаро (C,\alpha ) порядку \alpha , \alpha >  - 1, i степеня n - 1, n \in \BbbN , функцiї f називається

многочлен

\sigma \alpha 
n(f)(z) :=

1

A\alpha 
n - 1

n - 1\sum 
j=0

A\alpha 
n - j - 1

\widehat fjzj ,
де

A\alpha 
k :=

\Gamma (k + \alpha + 1)

\Gamma (k + 1)\Gamma (\alpha + 1)
=

\biggl( 
k + \alpha 

k

\biggr) 
i \Gamma — гамма-функцiя.

Зокрема, \sigma 0
n(f)(z) =

\sum n - 1

k=0
\widehat fkzk — частиннi суми ряду Тейлора, а \sigma n(f)(z) := \sigma 1

n(f)(z) =

=
\sum n - 1

k=0
(1 - k/n) \widehat fkzk — середнi Феєра функцiї f.

Нехай A(\BbbD ) — диск-алгебра з нормою \| f\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}z\in \BbbD | f(z)| , тобто банахова алгебра функ-
цiй, голоморфних в \BbbD i неперервних в \BbbD .

Якщо функцiя f \in A(\BbbD ), то при z \in \BbbT := \{ t \in \BbbC : | t| = 1\} ми можемо розглядати \sigma \alpha 
n(f)

як (C,\alpha )-середнi Чезаро тригонометричного ряду Фур’є
\sum \infty 

k=0
\widehat fkeix функцiї x \mapsto \rightarrow f(eix).

Такий пiдхiд дозволяє застосовувати величезний арсенал тверджень, методiв i прийомiв про
(C,\alpha )-пiдсумовуванiсть тригонометричних рядiв i щодо рядiв Тейлора. Наприклад, за теоре-
мою М. Рiса [1] (див. також [2, с. 157]) при \alpha > 0 для будь-якої функцiї f \in A(\BbbD )

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\bigm\| \bigm\| f  - \sigma \alpha 
n(f)

\bigm\| \bigm\| = 0.

Iншими словами, середнi Чезаро \sigma \alpha 
n(f) при \alpha > 0 породжують лiнiйний метод рiвномiрного

наближення голоморфних функцiй з диск-алгебри A(\BbbD ). Апроксимативнi властивостi \sigma \alpha 
n як в
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A(\BbbD ), так i в iнших банахових просторах голоморфних функцiй, є добре вивченими. Тут ми
згадаємо статтю [3], в якiй можна знайти бiблiографiю з питань наближення середнiми Чезаро
в просторах Гардi Hp, p > 0.

У данiй статтi ми зосередимося на питаннях насичення середнiх \sigma \alpha 
n(f) як лiнiйного методу

наближення та пiдсумовуваннi рядiв Тейлора методом Чезаро в сильному квадратичному сенсi.
Нагадаємо необхiднi поняття (див., наприклад, [4, с. 90]).
Якщо для даного \alpha >  - 1 iснує додатна, монотонно спадна до нуля функцiя \varphi \alpha : \BbbN \rightarrow \BbbR +

така, що спiввiдношення
\bigm\| \bigm\| f - \sigma \alpha 

n(f)
\bigm\| \bigm\| = o(\varphi \alpha (n)) при n \rightarrow \infty iмплiкує, f \equiv \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}, i знайдеться

хоча б одна функцiя f \in A(\BbbD ), вiдмiнна вiд сталої, така, що\bigm\| \bigm\| f  - \sigma \alpha 
n(f)

\bigm\| \bigm\| = O(\varphi \alpha (n)), n \in \BbbN , (1)

то метод наближення (пiдсумовування) \sigma \alpha 
n є насиченим у просторi A(\BbbD ) з порядком насичення

\varphi \alpha . При цьому клас \Phi функцiй f \in A(\BbbD ), для яких виконується спiввiдношення (1), називається
класом насичення методу \sigma \alpha 

n .

Iз робiт [5 – 7] випливає, що \varphi \alpha (n) = \alpha /n при \alpha > 0, i згiдно з контурно-тiлесною теоремою
Гардi – Лiттлвуда (див., наприклад, [8, с. 13])

\Phi = \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(\BbbD ) :=
\Bigl\{ 
f \in A(\BbbD ) :

\bigm| \bigm| f(z1) - f(z2)
\bigm| \bigm| = O

\bigl( 
| z1  - z2| 

\bigr) 
, z1, z2 \in \BbbD 

\Bigr\} 
.

Запишемо цi факти у зручному для нас виглядi:

f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(\BbbD ) \leftrightarrow 
\bigm\| \bigm\| f  - \sigma \alpha 

n(f)
\bigm\| \bigm\| = O

\Bigl( \alpha 
n

\Bigr) 
, \alpha > 0, n \in \BbbN . (2)

Наша основна мета — конкретизувати сталi i функцiю \varphi \alpha , якi неявно фiгурують у рiвно-
сильностi (2). А саме, ми прагнемо дати конструктивну характеристику класу

\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD ) :=
\Bigl\{ 
f \in A(\BbbD ) :

\bigm| \bigm| f(z1) - f(z2)
\bigm| \bigm| \leq | z1  - z2| , z1, z2 \in \BbbD 

\Bigr\} 
в термiнах \sigma \alpha 

n .

На цьому шляху видається важливим обчислення точного значення величини

C (n, \alpha , z) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\Bigl\{ 
| f(z) - \sigma \alpha 

n(f)(z)| : f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD )
\Bigr\} 
,

де n \in \BbbN , \alpha > 0 i z \in \BbbD . Функцiї, для яких досягається точна верхня межа, будемо називати
екстремальними.

Нескладно зрозумiти, що C (n, \alpha , z), як функцiя змiнної z, залежить лише вiд | z| i, згiдно
з принципом максимуму модуля голоморфної функцiї, для всiх z \in \BbbT 

C (n, \alpha , z) = C (n, \alpha , 1) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\Bigl\{ \bigm\| \bigm\| f  - \sigma \alpha 

n(f)
\bigm\| \bigm\| : f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD )

\Bigr\} 
.

Зауважимо також, що клас \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD ) збiгається з класом B1, який складається з голоморфних
в \BbbD функцiй f, для яких | f \prime (z)| \leq 1 при всiх z \in \BbbD .

Задача про вiдшукання явного аналiтичного виразу для C (n, \alpha , z) i вiдповiдних екстремаль-
них функцiй належить до кола основних екстремальних задач теорiї наближення голоморфних
функцiй. Її розв’язок є вiдомим лише в окремих випадках при \alpha = 1, тобто у випадку середнiх
Феєра. Зокрема, в [9] показано, що
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C (n, 1, z) =
| z| 
n

для кожного натурального n i z \in 
\bigl\{ 
w : | w| \leq (3 - 

\surd 
3)/2

\bigr\} 
, а екстремальними при z \not = 0 є лише

функцiї вигляду f(z) = az + b, a, b \in \BbbC , | a| = 1.

Стосовно поведiнки функцiї z \mapsto \rightarrow C (n, 1, z) у замкненому кiльцi
\bigl\{ 
z : (3 - 

\surd 
3)/2 \leq | z| \leq 1

\bigr\} 
є вiдомою така оцiнка [10]:

| z| 
n

\leq C (n, 1, z) \leq 2

n+ 1
\forall n \in \BbbN . (3)

При z \in \BbbT лiва частина цих спiввiдношень є строгою нерiвнiстю для всiх натуральних n \geq 2.

Щодо нерiвностi в правiй частинi (3) при z \in \BbbT зазначимо наступне. А. Зигмунд [11]
показав, що

C (n, 1, 1) \leq 
\biggl( 
\pi +

2

\pi 

\biggr) 
1

n
\forall n \in \BbbN , (4)

а згодом С. Б. Стєчкiн [12] уточнив сталу справа в (4), довiвши нерiвнiсть

C (n, 1, 1) \leq 3n - 1

n(n+ 1)
<

3

n
\forall n \in \BbbN .

Таким чином, стала 2 в (3) є найменшою з вiдомих нам стала, якi мажорують величину
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
nC (n, 1, z) : n \in \BbbN \setminus \{ 1\} 

\bigr\} 
при z \in \BbbT .

У данiй роботi ми показуємо, що для будь-якого натурального n \in \BbbN , \alpha \geq 2 i z \in \BbbD 
справджується рiвнiсть (див. наслiдок 2)

C (n, \alpha , z) =
\alpha | z| 

n+ \alpha  - 1
. (5)

Нам вдалося знайти просте доведення (5). А саме, ми з’ясували, що обчислення C (n, \alpha , z)

зводиться до обчислення (у частковому випадку) величини

H (\alpha , \lambda , z) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Biggl\{ \infty \sum 
k=0

\lambda k (A
\alpha 
k )

2
\bigm| \bigm| f(z) - \sigma \alpha 

k+1(f)(z)
\bigm| \bigm| 2 : f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD )

\Biggr\} 
, (6)

де \lambda = \{ \lambda k\} \infty k=0 — числова послiдовнiсть, така що

\lambda k \geq 0 i \lambda k \geq \lambda k+1, k \in \BbbZ +. (7)

Знаходження явної формули для H (\alpha , \lambda , z) i вiдповiдних екстремальних функцiй також ви-
дається цiкавою екстремальною задачою. В такiй постановцi нам не вiдомо жодного результату
в її розв’язаннi.

Збiжнiсть ряду у правiй частинi (6) характеризує сумовнiсть методом Чезаро у сильному
квадратичному сенсi. Подiбнi конструкцiї дослiджено досить ґрунтовно на рiзноманiтних кла-
сах як голоморфних, так i 2\pi -перiодичних функцiй. Тут ми згадаємо основоположнi роботи
[13, 14], що стосуються голоморфних функцiй, а також статтю [15], де отримано в певному
розумiннi остаточнi результати щодо 2\pi -перiодичних функцiй.
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Рiвнiсть (5) виявилася також корисною в доведеннi рiвностi (див. теорему 2)

R(n, 2, z) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\Bigl\{ 
| f(z) - R2

n(f)(z)| : f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD )
\Bigr\} 
=

2n - 1

n2
| z| , n \in \BbbN ,

де R2
n(f) — середнi Рiса другого порядку функцiї f.

Нагадаємо, що середнiми Рiса порядку \delta > 0 i степеня n  - 1 ряду Тейлора голоморфної
функцiї f називається алгебраїчнний многочлен

R\delta 
n(f)(z) :=

n - 1\sum 
k=0

\biggl( 
1 - k

n

\biggr) \delta \widehat fkzk, n \in \BbbN .

З результатiв робiт [5, 6] випливає, що середнi Рiса R\delta 
n породжують лiнiйний метод набли-

ження, насичений в A(\BbbD ) з порядком насичення \varphi (n) = 1/n i класом насичення \Phi = \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(\BbbD )
при всiх \delta > 0.

На завершення зазначимо, що задачi, аналогiчнi задачам про C (n, \alpha , 1) i R(n, 2, z), на
класах диференцiйовних 2\pi -перiодичних функцiй розв’язанi iншим методом у [16].

Стаття написана за такою схемою. У п. 2 сформульовано двi теореми. З теореми 1 отримано
два наслiдки. У п. 3 наведено три леми, серед яких лема 3 не позбавлена й самостiйного
iнтересу. Доведення основних результатiв наведено у п. 4, вони спираються на леми з п. 3.

2. Основнi результати.
Теорема 1. Нехай \alpha \geq 2 i f — функцiя, голоморфна в \BbbD . Тодi рiвносильнi такi тверджен-

ня:

1) для кожного натурального n, будь-якої числової послiдовностi \lambda , яка задовольняє (7), i
для будь-якого z \in \BbbD 

n - 1\sum 
k=0

\lambda k

\bigl( 
A\alpha  - 1

k

\bigr) 2 \bigm| \bigm| f(z) - \sigma \alpha  - 1
k+1 (f)(z)

\bigm| \bigm| 2 \leq | z| 2
n - 1\sum 
k=0

\lambda k

\bigl( 
A\alpha  - 2

k

\bigr) 2
;

2) для кожного натурального n i будь-якого z \in \BbbD 

\bigm| \bigm| f(z) - \sigma \alpha 
n(f)(z)

\bigm| \bigm| \leq \alpha | z| 
n+ \alpha  - 1

;

3) f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD ).
З теореми 1 випливають такi наслiдки.
Наслiдок 1. Нехай \alpha \geq 1, \lambda — числова послiдовнiсть, яка задовольняє (7), i z \in \BbbD . Якщо

\infty \sum 
k=0

\lambda k

\bigl( 
A\alpha  - 1

k

\bigr) 2
< +\infty , (8)

то

H (\alpha , \lambda , z) = | z| 2
\infty \sum 
k=0

\lambda k

\bigl( 
A\alpha  - 1

k

\bigr) 2
.

Екстремальними є функцiї вигляду f\ast (z) = az + b, a, b \in \BbbC , | a| = 1.
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Справдi, за умови (8), з iмплiкацiї 3) \Rightarrow 1) в теоремi 1 для будь-якої функцiї f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD )
маємо

\infty \sum 
k=0

\lambda k (A
\alpha 
k )

2
\bigm| \bigm| f(z) - \sigma \alpha 

k+1(f)(z)
\bigm| \bigm| 2 \leq | z| 2

\infty \sum 
k=0

\lambda k

\bigl( 
A\alpha  - 1

k

\bigr) 2
. (9)

З iншого боку, для функцiї f\ast 

f\ast (z) - \sigma \alpha 
k+1(f\ast )(z) = az

\biggl( 
1 - 

A\alpha 
k - 1

A\alpha 
k

\biggr) 
= az

A\alpha  - 1
k

A\alpha 
k

, k \in \BbbN ,

що доводить рiвнiсть у (9) для f\ast i твердження в цiлому.
Наслiдок 2. Нехай n \in \BbbN , \alpha \geq 2 i z \in \BbbD . Тодi

C (n, \alpha , z) =
\alpha | z| 

n+ \alpha  - 1
.

Екстремальними є функцiї вигляду f\ast (z) = az + b, a, b \in \BbbC , | a| = 1.

Це твердження доводиться аналогiчно попередньому з урахуванням тотожностi

1 - 
A\alpha 

k - 1

A\alpha 
k

=
\alpha 

k + \alpha 
, k \in \BbbN .

Наведемо тепер одне застосування наслiдку 2 до розв’язання задачi про точну верхню межу
похибки наближення середнiми Рiса другого порядку R2

n на класi \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD ).
Справджується така теорема.
Теорема 2. Нехай n \in \BbbN i z \in \BbbD . Тодi

R(n, 2, z) =
2n - 1

n2
| z| .

Екстремальними є функцiї вигляду f\ast (z) = az + b, a, b \in \BbbC , | a| = 1.

3. Леми. Доведення основних результатiв спирається на такi допомiжнi твердження.
Лема 1. Нехай \alpha >  - 1, z \in \BbbD i f — функцiя, голоморфна в \BbbD . Тодi для будь-якого t \in \BbbD 

f(z) - f(zt)

(1 - t)\alpha +1
=

\infty \sum 
k=0

A\alpha 
k

\bigl( 
f(z) - \sigma \alpha 

k+1(f)(z)
\bigr) 
tk.

Ця формула є вiдомою i неважко доводиться, наприклад, за правилом Кошi множення
степеневих рядiв.

Лема 2. Нехай \beta > 0, \lambda — числова послiдовнiсть, яка задовольняє (7), i \Phi (t) =
\sum \infty 

k=0
akt

k —

функцiя, голоморфна в \BbbD . Якщо

| \Phi (t)| \leq K

| 1 - t| \beta 
\forall t \in \BbbD , K = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0, (10)

то для будь-якого n \in \BbbN 

n - 1\sum 
k=0

\lambda k | ak| 2 \leq K2
n - 1\sum 
k=0

\lambda k

\Bigl( 
A\beta  - 1

k

\Bigr) 2
. (11)
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Це твердження є частковим випадком теореми Голузiна в теорiї квазiсубординованих голо-
морфних функцiй.

Нагадаємо (див., наприклад, [17, с. 9]), що голоморфна функцiя \Phi є квазiсубординованою
до голоморфної функцiї \Psi , якщо \Phi (t) = \varphi (t)\Psi (\omega (t)) для всiх t \in \BbbD , де \varphi i \omega — функцiї,
голоморфнi в \BbbD , такi що \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
| \varphi (t)| : t \in \BbbD 

\bigr\} 
\leq 1, | \omega (t)| < 1 при t \in \BbbD i \omega (0) = 0.

Доведення. Розглянемо функцiї \Psi (t) = K(1  - t) - \beta , \varphi (t) = K - 1(1  - t)\beta \Phi (t) i \omega (t) = t.

Оскiльки \Phi (t) = \varphi (t)\Psi (t) i, згiдно з (10), | \varphi (t)| \leq 1, то \Phi є квазiсубординованою до функцiї
\Psi . Тому за теоремою Голузiна [18] (див. також [17, с. 10]) з урахуванням того, що функцiя \Psi 

має розклад у ряд Тейлора \Psi (t) = K
\sum \infty 

k=0
A\beta  - 1

k tk, переконуємося в справедливостi (11) при
всiх натуральних n.

Лема 3. Нехай B0 — множина голоморфних у \BbbD функцiй f, для яких f(0) = 0 i \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
| f(z)| :

z \in \BbbD 
\bigr\} 
\leq 1. Тодi

F (n, z) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
| \sigma n(f)(z)| : f \in B0

\bigr\} 
=

n - 1

n
| z| \forall n \geq 2, z \in \BbbD . (12)

Екстремальними є функцiї вигляду f\ast (z) = az, a \in \BbbC , | a| = 1.

Це твердження доведене в [19], але задля зручностi ми його вiдтворимо тут.
Доведення. Зауважимо, що функцiя з B0 має вигляд f(z) = zg(z), де g — функцiя з кла-

су B, що складається з голоморфних в \BbbD функцiй, для яких \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
| g(z)| : z \in \BbbD 

\bigr\} 
\leq 1. Тому,

поклавши \lambda k,n = zk(n - k  - 1)/n, k = 0, 1, . . . , n - 2, одержимо

\sigma n(f)(z) = z

n - 2\sum 
k=0

\lambda k,n\widehat gk.
Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що z \in (0, 1].

Отже,

| \sigma n(f)(z)| \leq z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
n - 2\sum 
k=0

\lambda k,n\widehat gk
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \forall f \in B0. (13)

З огляду на це рiвнiсть (12) стає очевидною при n = 2.

Нехай n = 3. Тодi, використовуючи вiдомi нерiвностi | \widehat g1| \leq 2(1 - | \widehat g0| ) i | \widehat g0| \leq 1, одержуємо

| \sigma n(f)(z)| \leq z \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
| \lambda 0,3\widehat g0 + \lambda 1,3\widehat g1| : g \in B

\bigr\} 
\leq 

\leq z \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
\lambda 0,3| \widehat g0| + 2\lambda 1,3(1 - | \widehat g0| ) : g \in B

\bigr\} 
\leq z\lambda 0,3,

до того ж рiвностi виконуються, якщо | \widehat g0| = 1 i \widehat g1 = 0, тобто f(z) = az, | a| = 1.

Нарештi, нехай n \geq 4. Тодi безпосередньою перевiркою переконуємося в тому, що для всiх
k = 0, 1, . . . , n - 4

\lambda k,n  - 2\lambda k+1,n + \lambda k+2,n =
zk

n
(1 - z)

\bigl( 
(n - k  - 1)(1 - z) + 2z

\bigr) 
\geq 0

i

\lambda n - 3,n  - 2\lambda n - 2,n =
2zn - 3

n
(1 - z) \geq 0.
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Отже, виконуються всi умови теореми Рогозинського – Сегьо [20] (див. також [21, с. 324]),
за якою

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
n - 2\sum 
k=0

\lambda k,n\widehat gk
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| : g \in B

\Biggr\} 
= \lambda 0,n,

а максимум досягається лише для функцiй g(z) = a, | a| = 1.

Ця рiвнiсть разом iз (13) i доводять лему 3 при n \geq 4.

4. Доведення основних результатiв. Доведення теореми 1. 1) \Rightarrow 2). Насамперед нагада-
ємо двi вiдомi формули:

n - 1\sum 
k=0

A\alpha  - 1
k = A\alpha 

n - 1, (14)

f(z) - \sigma \alpha 
n(f)(z) =

1

A\alpha 
n - 1

n - 1\sum 
k=0

A\alpha  - 1
k

\bigl( 
f(z) - \sigma \alpha  - 1

k+1 (f)(z)
\bigr) 
. (15)

Вiзьмемо послiдовнiсть \lambda = \{ \lambda k\} \infty k=0, в якiй \lambda k = 1/A\alpha  - 2
k . Неважко переконатися, що

умова (7) виконується тодi й лише тодi, коли \alpha \geq 2.

У цьому випадку, вiдштовхуючись вiд формули (15), за нерiвнiстю Кошi – Буняковського –
Шварца з урахуванням (14) одержуємо

| f(z) - \sigma \alpha 
n(f)(z)| \leq 

1

A\alpha 
n - 1

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

A\alpha  - 2
k

\Biggr) 1/2\Biggl( n - 1\sum 
k=0

\bigl( 
A\alpha  - 1

k

\bigr) 2
A\alpha  - 2

k

| f(z) - \sigma \alpha  - 1
k+1 (f)(z)| 

2

\Biggr) 1/2

\leq 

\leq | z| 
A\alpha 

n - 1

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

A\alpha  - 2
k

\Biggr) 1/2\Biggl( n - 1\sum 
k=0

A\alpha  - 2
k

\Biggr) 1/2

= | z| 
A\alpha  - 1

n - 1

A\alpha 
n - 1

=
\alpha | z| 

n+ \alpha  - 1
.

2) \Rightarrow 3). Зафiксуємо z \in \BbbD \setminus \{ 0\} , i нехай t \in [0, 1). Тодi, згiдно з лемою 1, маємо\bigm| \bigm| f(z) - f(zt)
\bigm| \bigm| 

(1 - t)\alpha +1
\leq 

\infty \sum 
k=0

A\alpha 
k

\bigm| \bigm| f(z) - \sigma \alpha 
k+1(f)(z)

\bigm| \bigm| tk \leq | z| 
\infty \sum 
k=0

A\alpha 
k

\alpha 

k + \alpha 
tk =

= | z| 
\infty \sum 
k=0

A\alpha  - 1
k tk =

| z| 
(1 - t)\alpha 

.

Звiдси випливає нерiвнiсть \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f(z) - f(zt)

z  - zt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1.

Спрямувавши t до 1 - , одержимо | f \prime (z)| \leq 1. Оскiльки z — довiльне, то \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
| f \prime (z)| : z \in \BbbD 

\bigr\} 
\leq 

\leq 1, що рiвносильно включенню f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD ).
3) \Rightarrow 1). Зафiксуємо довiльне z \in \BbbD i розглянемо голоморфну функцiю

\Phi (t) =
f(z) - f(zt)

(1 - t)\alpha 
, t \in \BbbD .

Зрозумiло, що
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| \Phi (t)| \leq | z| 
| 1 - t| \alpha  - 1

\forall t \in \BbbD .

Тому твердження 1 випливає з твердження 3 згiдно з лемами 1 i 2.
Доведення теореми 2. Оскiльки\biggl( 

1 - k

n

\biggr) 2

=

\biggl( 
1 - k

n

\biggr) \biggl( 
1 - k

n+ 1

\biggr) 
 - k

n(n+ 1)

\biggl( 
1 - k

n

\biggr) 
,

то для будь-якої голоморфної функцiї f

f(z) - R2
n(f)(z) = f(z) - \sigma 2

n(f)(z) +
1

n(n+ 1)
\sigma n (Df) (z),

де Df(z) := zf \prime (z) =
\sum \infty 

k=1
k \widehat fkzk.

Оскiльки f \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}1(\BbbD ) тодi й лише тодi, коли Df \in B0, то, ґрунтуючись на останнiй
формулi, за наслiдком 2 i лемою 3 одержуємо

R(n, 2, z) \leq C (n, 2, z) +
1

n(n+ 1)
F (n, z) =

=
2| z| 
n+ 1

+
(n - 1)| z| 
n2(n+ 1)

=
2n - 1

n2
| z| .

З iншого боку, для функцiї f\ast (z) = az + b маємо

f(z) - R2
n(f)(z) = az  - 

\biggl( 
1 - 1

n

\biggr) 2

az =
2n - 1

n2
az.

Теорему доведено.
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