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ПРО ТЕЙЛОРIВСЬКI КОЕФIЦIЄНТИ ФУНКЦIЙ IЗ КЛАСIВ \bfitH \bfone 

We establish conditions imposed on the coefficients of a power series, under which the series under consideration is the
Taylor series of a function belonging to the class H1.

Встановлено умови на коефiцiєнти степеневого ряду, при виконаннi яких данi ряди є рядами Тейлора функцiї з
класу H1.

Регулярна в одиничному крузi D = \{ z : | z| < 1, z \in D\} функцiя f(z) належить класу Hp, p \geq 
\geq 1, якщо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow 1

1

2\pi 

2\pi \int 
0

\bigm| \bigm| f \bigl( 
reit

\bigr) \bigm| \bigm| p dt < \infty .

Однiєю з основних задач теорiї аналiтичних функцiй є встановлення умов на коефiцiєнти ck
степеневого ряду

\infty \sum 
k=0

ckz
k, (1)

при виконаннi яких даний степеневий ряд є рядом Тейлора функцiї f (z) з класу Hp.

Вiдомим є твердження [1, с. 156]: для того щоб функцiя f(z) =
\sum \infty 

k=0
ckz

k належала класу
H2, необхiдно i достатньо, щоб ряд

\infty \sum 
k=0

| ck| 2

збiгався.
Виникає питання: чи можна встановити подiбнi твердження для класiв Hp при p \not = 2? На

жаль, на це питання вiдповiдь є негативною.
У цiй статтi ми встановимо умови на коефiцiєнти ck = ak  - ibk степеневого ряду (1), при

виконаннi яких даний ряд буде рядом Тейлора деякої функцiї f (z) з класу H1.

Покладемо

\Delta 2ck - 1 = ck - 1  - 2ck + ck+1.

Теорема 1. Якщо для послiдовностi чисел ck = ak  - ibk, k = 1, 2, . . . , c0 =
a0
2
, викону-

ються умови

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

ck = 0, (2)
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\infty \sum 
k=1

k
\bigm| \bigm| \Delta 2ck - 1

\bigm| \bigm| < \infty , (3)

то ряд (1) буде рядом Тейлора деякої функцiї f(\cdot ) \in H1 тодi й лише тодi, коли

\infty \sum 
k=1

| ck| 
k

< \infty . (4)

Доведення. Якщо f (\cdot ) \in H1, то згiдно з теоремою 8.7 [2, с. 454]

\infty \sum 
k=1

| ck| 
k

\leq A

2\pi \int 
0

\bigm| \bigm| f \bigl( 
eit

\bigr) \bigm| \bigm| dt < \infty , A \equiv \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t},

тобто ряд (4) є збiжним.
Нехай виконуються умови (2) – (4). Покажемо, що функцiя f(z) =

\sum \infty 

k=0
ckz

k належить
класу Гардi H1, тобто f (z) є регулярною в крузi D i

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq r<1

1

2\pi 

2\pi \int 
0

\bigm| \bigm| f \bigl( 
reit

\bigr) \bigm| \bigm| dt < \infty .

Оскiльки ck \rightarrow 0 при k \rightarrow \infty , то функцiя f(z) =
\sum \infty 

k=0
ckz

k є регулярною в крузi D.

Покладаючи z = reit, маємо

f
\bigl( 
reit

\bigr) 
=

\infty \sum 
k=0

(ak  - ibk) r
keikt =

a0
2

+

\infty \sum 
k=1

(ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kt) r
k +

+ i

\infty \sum 
k=1

( - bk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kt) r
k = u (r, t) + iv (r, t) . (5)

З умови (3) випливає, що

\infty \sum 
k=1

k
\bigm| \bigm| \Delta 2ak - 1

\bigm| \bigm| < \infty i
\infty \sum 
k=1

k
\bigm| \bigm| \Delta 2bk - 1

\bigm| \bigm| < \infty ,

а з (4) — що

\infty \sum 
k=1

| ak| 
k

< \infty i
\infty \sum 
k=1

| bk| 
k

< \infty .

В 1923 р. А. М. Колмогоров [3] встановив, що якщо

ak \rightarrow 0 i
\infty \sum 
k=1

k
\bigm| \bigm| \Delta 2ak - 1

\bigm| \bigm| < \infty ,

то ряд
a0
2

+
\sum \infty 

k=1
ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx є рядом Фур’є сумовної функцiї.

В 1964 р. С. О. Теляковський [4] довiв, що при виконаннi умов
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bk \rightarrow 0 i
\infty \sum 
k=1

k
\bigm| \bigm| \Delta 2bk - 1

\bigm| \bigm| < \infty 

ряд
\sum \infty 

k=1
bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx буде рядом Фур’є сумовної функцiї тодi й лише тодi, коли

\infty \sum 
k=1

| bk| 
k

< \infty .

Тому, згiдно з результатами А. М. Колмогорова [3] i С. О. Теляковського [4], ряди

a0
2

+
\infty \sum 
k=1

(ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kt),

\infty \sum 
k=1

( - bk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kt)

є рядами Фур’є сумовних спряжених функцiй, якi позначимо через \mu (t) i \widetilde \mu (t) вiдповiдно.
Таким чином, враховуючи (5) i той факт, що в цьому випадку (див. [2, с. 161]) можна

записати

u (r, t) =
1

\pi 

2\pi \int 
0

\mu (\tau )Pr (t - \tau ) d\tau ,

v (r, t) =
1

\pi 

2\pi \int 
0

\widetilde \mu (\tau )Pr (t - \tau ) d\tau ,

де

Pr (t) =
1

2
+

\infty \sum 
k=1

rk\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt =
1 - r2

2(1 - 2r\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t+ r2)

— ядро Пуассона, отримуємо

f
\bigl( 
reit

\bigr) 
=

1

\pi 

2\pi \int 
0

(\mu (\tau ) + i\widetilde \mu (\tau ))Pr (t - \tau ) d\tau .

Звiдси випливає, що

1

2\pi 

2\pi \int 
0

\bigm| \bigm| f \bigl( 
reit

\bigr) \bigm| \bigm| dt \leq 1

2\pi 

2\pi \int 
0

(| \mu (\tau ) | + | \widetilde \mu (\tau ) | )

\left(  1

\pi 

2\pi \int 
0

Pr (t - \tau ) dt

\right)  d\tau =

=
1

2\pi 

2\pi \int 
0

(| \mu (\tau ) | + | \widetilde \mu (\tau ) | ) d\tau < \infty ,

а отже, f(z) належить класу H1.

Теорему доведено.
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