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ОЦIНКИ ВIДХИЛЕННЯ IНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ
У НАПIВЛIНIЙНИХ МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРАХ I ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

In this paper, we develop the theory of approximations in functional semilinear metric spaces, which allows us to consider
classes of multi- and fuzzy-valued functions, as well as classes of Banach space-valued functions including classes of
random processes. For integral operators on classes of functions with values in semilinear metric spaces, we obtain
estimates of their deviations and discuss possible applications of these estimates to studying problems of approximation by
generalized trigonometric polynomials, optimization of approximate integration formulas, and recovery of functions under
the conditions of incomplete information.

Метою даної роботи є розвиток теорiї апроксимацiї у функцiональних напiвлiнiйних метричних просторах, що
дозволяє включити до розгляду класи багато- i нечiткозначних функцiй, а також класи функцiй зi значеннями у
банахових просторах, зокрема класи випадкових процесiв. Одержано оцiнки вiдхилення iнтегральних операторiв
на класах функцiй зi значеннями в напiвлiнiйних метричних просторах i обговорено можливiсть застосування їх до
дослiдження задач апроксимацiї узагальненими тригонометричними полiномами, оптимiзацiї формул наближеного
iнтегрування, а також вiдновлення функцiй за неповною iнформацiєю.

1. Вступ. Метою даної роботи є розвиток деяких роздiлiв теорiї апроксимацiї у функцiо-
нальних напiвлiнiйних метричних просторах. Робота у цьому напрямку мотивована такими
обставинами. На даний час теорiя апроксимацiї функцiй, що набувають числових значень, є
добре розвиненим роздiлом аналiзу (див., наприклад, монографiї [1 – 7]), який має численнi
застосування. Протягом останнiх десятилiть, виходячи як з теоретичних, так i практичних
мiркувань, також мали мiсце спроби розвитку теорiї апроксимацiї багатозначних (див. [8]) i не-
чiткозначних (див. [9]) функцiй. Природно, що при цьому насамперед математики намагалися
адаптувати до цих функцiй методи, розробленi для числових функцiй. Звичайно, це викликало i
продовжує викликати певнi труднощi. Розвиток теорiї апроксимацiї у напiвлiнiйних метричних
просторах, по-перше, дозволяє з єдиної точки зору розглядати вiдповiднi задачi для багато-
i нечiткозначних функцiй, а також функцiй зi значеннями у банахових просторах (зокрема,
для випадкових процесiв), а по-друге, така робота може стати основою для розробки обчис-
лювальних алгоритмiв для розв’язання рiзноманiтних задач, пов’язаних iз такими функцiями.
Крiм того, становить теоретичний iнтерес питання про те, наскiльки далеко можна просуну-
тись у напрямку узагальнення вiдомих результатiв для числових функцiй у випадку функцiй зi
значеннями у напiвлiнiйних метричних просторах.

Опишемо коротко структуру статтi. У другому пунктi наведено необхiднi вiдомостi iз теорiї
напiвлiнiйних метричних просторiв (L-просторiв). У третьому пунктi дослiджено задачу про
оцiнки вiдхилення iнтегральних операторiв у просторах функцiй зi значеннями в L-просторах.
Насамкiнець, у четвертому пунктi обговорено можливi застосування одержаних результатiв до
задач апроксимацiї узагальненими тригонометричними полiномами, оптимiзацiї формул набли-
женого iнтегрування, а також вiдновлення функцiй за неповною iнформацiєю.
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2. Означення i деякi вiдомостi про L-простори.
2.1. Означення 1. Множина X називається напiвлiнiйним простором, якщо в нiй означено

операцiї додавання елементiв та множення на дiйсне число i для всiх x, y, z \in X i \alpha , \beta \in \BbbR 
виконуються умови:

1) x+ y = y + x;

2) x+ (y + z) = (x+ y) + z;

3) \exists \theta \in X : x+ \theta = x;

4) \alpha (x+ y) = \alpha x+ \alpha y;

5) \alpha (\beta x) = (\alpha \beta )x;

6) 1 \cdot x = x, 0 \cdot x = \theta ,

де через \theta позначено нейтральний елемент простору X, означений властивiстю 3; легко
бачити, що такий елемент \theta єдиний.

Iнодi в подальшому для \alpha \in \BbbR i x \in X будемо писати x\alpha замiсть \alpha x i  - \alpha x замiсть ( - \alpha )x,

зокрема запис  - x означатиме ( - 1) \cdot x.
Означення 2. Назвемо елемент x \in X опуклим, якщо для всiх \alpha , \beta \geq 0

(\alpha + \beta )x = \alpha x+ \beta x. (1)

Позначимо через Xc пiдпростiр усiх опуклих елементiв простору X.

Зауваження 1. Деякi автори (див., наприклад, [10]) включають до аксiом напiвлiнiйного
простору вимогу X = Xc.

Означення 3. Напiвлiнiйний метричний простiр X з метрикою h = hX називається L-
простором, якщо вiн є повним i сепарабельним i для всiх x, y, z \in X i \alpha \in \BbbR 

h(\alpha x, \alpha y) = | \alpha | h(x, y),

h(x+ z, y + z) \leq h(x, y). (2)

Зауваження 2. Iз нерiвностi трикутника i (2) випливає, що

h(x+ z, y + w) \leq h(x, y) + h(z, w) \forall x, y, z, w \in X.

Означення 4. L-простiр X називається iзотропним, якщо нерiвнiсть (2) перетворю-
ється на рiвнiсть для всiх x, y, z \in X.

Довiльнi сепарабельнi банаховi простори i довiльнi повнi та сепарабельнi квазiлiйнi нор-
мованi простори (див. [11]) є L-просторами. Простiр \Omega (X) непорожнiх компактних пiдмно-
жин сепарабельного банахового простору X, надiлений звичайною ґаусдорфовою метрикою,
простiр \Omega conv(X) опуклих елементiв iз \Omega (X) i простори нечiтких множин (див., наприклад,
[12]) є також прикладами L-просторiв. Усi наведенi вище простори є iзотропними. Приклад
неiзотропного L-простору побудовано в [13]. Бiльше прикладiв L-просторiв можна знайти в
статтях [14 – 16].

Означення 5. Будемо говорити, що елемент x \in X є оборотним, якщо iснує елемент
x\prime \in X такий, що x + x\prime = \theta . Елемент x\prime називається оберненим для x. Позначимо через
X inv множину оборотних елементiв простору X. Елемент x називається сильно оборотним,
якщо x\prime =  - x.
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Зауваження 3. В довiльному L-просторi, який є не лише напiвлiнiйним, а i лiнiйним про-
стором, зокрема в довiльному банаховому просторi, кожний елемент буде опуклим i сильно
оборотним. У просторi \Omega (X) будь-який елемент вигляду \{ x\} , x \in X, є опуклим i сильно обо-
ротним. У просторах нечiтких множин кожна функцiя ux0 = \chi \{ x0\} , де \chi A — характеристична
функцiя множини A, також є опуклим i сильно оборотним елементом.

Мають мiсце (див. [13, 14, 17]) такi твердження.
Лема 1. Якщо x \in X inv, то обернений елемент x\prime єдиний.

Лема 2. Якщо x \in X inv \cap Xc, то x\prime \in Xc.

Лема 3. Для всiх x \in Xc i \alpha , \beta \in \BbbR 

h(\alpha x, \beta x) \leq | \alpha  - \beta | h(x, \theta ). (3)

Якщо X є iзотропним, то нерiвнiсть (3) перетворюється на рiвнiсть для x \in Xc i \alpha \cdot \beta \geq 0.

Лема 4. Нехай X — iзотропний L-простiр. Тодi для будь-якого x \in Xc \cap X inv

h(x, x\prime ) = d(x+ x, \theta ) = 2h(x, \theta ).

Лема 5. Для будь-якого x \in X inv \cap Xc h(x\prime , \theta ) = h(x, \theta ).

Крiм того, нам знадобиться таке твердження.
Лема 6. Якщо опуклий елемент x у iзотропному просторi X є сильно оборотним, то для

всiх \alpha , \beta \in \BbbR виконується рiвнiсть (1), а нерiвнiсть (3) перетворюється на рiвнiсть.

Доведення. Доведемо спочатку справедливiсть рiвностi (1). Якщо \alpha \cdot \beta = 0, то твердження
є очевидним. Якщо \alpha , \beta < 0, то за лемою 2

\alpha x+ \beta x = ( - \alpha )x\prime + ( - \beta )x\prime = ( - \alpha  - \beta )x\prime = (\alpha + \beta )x.

Якщо ж \alpha \cdot \beta < 0, то можемо вважати, що \beta < 0 < \alpha i \alpha + \beta \geq 0. Тодi

h(\alpha x+ \beta x, (\alpha + \beta )x) = h(\alpha x+ ( - \beta )x\prime , (\alpha + \beta )x) =

= h(\alpha x, (\alpha + \beta )x+ ( - \beta )x) = h(\alpha x, (\alpha + \beta  - \beta )x) = 0,

i рiвнiсть (1) доведено.
Доведемо тепер нерiвнiсть (3). За лемою 3 достатньо довести, що нерiвнiсть (3) перетво-

рюється на рiвнiсть у випадку \alpha \cdot \beta < 0. Можемо вважати, що \beta < 0 < \alpha . Тодi

h(\alpha x, \beta x) = h(\alpha x, - \beta ( - x)) = h(\alpha x, - \beta x\prime ) = h(\alpha x+ ( - \beta )x, \theta ) =

= h((\alpha  - \beta )x, \theta ) = | \alpha  - \beta | h(x, \theta ),

що й потрiбно було довести.
2.2. Iнтегрування в \bfitL -просторах. Нехай (S,\scrF ) — вимiрний простiр (тобто S — множина,

а \scrF — \sigma -алгебра її пiдмножин) з повною скiнченною додатною мiрою \mu . Через Lp(S), 1 \leq p \leq 
\leq \infty , позначимо простори функцiй f : S \rightarrow \BbbR з вiдповiдними нормами \| f\| Lp(S).

Означення 6. Нехай X — L-простiр. Функцiя f : S \rightarrow X називається вимiрною, якщо
для будь-якого елемента x \in X дiйснозначна функцiя t \mapsto \rightarrow h(f(t), x) є вимiрною.
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Для L-простору (X,h), позначимо через Lp(S,X), 1 \leq p \leq \infty , простiр вимiрних функцiй
f : S \rightarrow X таких, що h(f(\cdot ), \theta ) \in Lp(S). Якщо f, g \in Lp(S,X), то функцiя h(f(\cdot ), g(\cdot )))
вимiрна (див. [18], теорема 1.4.22) i належить простору Lp(S,X). Отже, hLp(S,X)(f, g) =

= \| h(f(\cdot ), g(\cdot ))\| Lp(S) — метрика у просторi Lp(S,X).

Наведемо означення i деякi властивостi iнтеграла Лебега для функцiй f \in L1(S,X) (див. [19]
i [11], пiдроздiл 5).

Означення 7. Сюр’єктивний оператор P : X \rightarrow Xc називається опуклюючим, якщо

h(P (x), P (y)) \leq h(x, y) для всiх x, y \in X,

P \circ P = P,

P (\alpha x+ \beta y) = \alpha P (x) + \beta P (y) для всiх x, y \in X i \alpha , \beta \in \BbbR .

Зауважимо, що для всiх x \in Xc P (x) = x (див., наприклад, [15], зауваження 4).
Оператор \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v} : \Omega (\BbbR m) \rightarrow \Omega (\BbbR m), який кожному x \in \Omega (\BbbR m) ставить у вiдповiднiсть його

опуклу оболонку \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v} x, є опуклюючим.
Нехай X — L-простiр i P — опуклюючий оператор. Вiдображення f : S \rightarrow X називається

простим, якщо воно має не бiльш нiж злiченну множину значень \{ fk\} на попарно неперетин-
них вимiрних множинах Sk, об’єднання яких дорiвнює S. Кажуть, що просте вiдображення
iнтегровне за Лебегом, якщо ряд

\sum 
k
h(P (fk), \theta )\mu (Sk) збiгається. Iнтеграл Лебега простого

вiдображення f визначається так:\int 
S

f(s) ds :=
\sum 
k

P (fk)\mu (Sk),

де \mu — мiра Лебега.
Для простих f, g мають мiсце такi властивостi:
1) для всiх \alpha , \beta \in \BbbR \int 

S

(\alpha f(t) + \beta g(t)) dt = \alpha 

\int 
S

f(t) dt+ \beta 

\int 
S

g(t) dt;

2) функцiя t \mapsto \rightarrow h(f(t), g(t)) iнтегровна i

h

\left(  \int 
S

f(t) dt,

\int 
S

g(t) dt

\right)  \leq 
\int 
S

h(f(t), g(t)) dt;

3) функцiя P (f(\cdot )) iнтегровна i

\int 
S

f(t) dt = P

\left(  \int 
S

f(t) dt

\right)  =

\int 
S

P (f(t)) dt;

4) для неперетинних вимiрних множин S1 i S2 таких, що S = S1 \cup S2,\int 
S

f(t) dt =

\int 
S1

f(t) dt+

\int 
S2

f(t) dt.
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Функцiя f \in L1(S,X) називається iнтегровною, якщо iснує послiдовнiсть \{ fk\} простих функ-

цiй, яка збiгається до f у просторi L1(S,X). За означенням
\int 
S
f(t) dt = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}k\rightarrow \infty 

\int 
S
fk(t) dt.

Наведене означення є коректним. Вiдомо, що довiльне вiдображення f \in L1(S,X) є iнтегров-
ним (див. [11], теорема 9).

Зрозумiло, що властивостi 1 – 4 iнтеграла Лебега для простих функцiй мають мiсце для
довiльних функцiй iз L1(S,X). Зазначимо, що у випадку, коли X — банаховий простiр, розгля-
дуваний iнтеграл є iнтегралом Бохнера (див. [20], пiдроздiли 3.7, 3.8); у випадку X = \Omega (\BbbR m)

цей iнтеграл збiгається з iнтегралом Аумана (див. [11], теорема 12).
Нам також знадобиться таке твердження.

Лема 7. Нехай f \in L1(S,\BbbR ) i a \in X є опуклим сильно оборотним елементом. Тодi

\int 
S

f(s) \cdot ads =

\left(  \int 
S

f(s)ds

\right)  \cdot a.

Доведення. Покладемо S\pm = \{ s \in S : \pm f(s) > 0\} . Тодi\int 
S

f(s) \cdot ads =
\int 
S+

f(s) \cdot ads+
\int 
S - 

f(s) \cdot ads =

=

\left(   \int 
S+

f(s)ds

\right)   \cdot a+

\int 
S - 

( - f(s)) \cdot a\prime ds =

\left(   \int 
S+

f(s)ds

\right)   a+

\left(   \int 
S - 

( - f(s))ds

\right)   a\prime =

=

\left(   \int 
S+

f(s)ds

\right)   a+

\left(   \int 
S - 

f(s)ds

\right)   a =

\left(  \int 
S

f(s)ds

\right)  a.

3. Оцiнки вiдхилення iнтегральних операторiв. Як завжди, для p \in [1,\infty ] покладемо
p\prime = p/(p  - 1). Нехай Q — деяка множина i (S,\scrF ) — описаний вище вимiрний простiр з
мiрою \mu ; K,N : Q\times S \rightarrow \BbbR , \phi : S \rightarrow X. Розглянемо задачу про вiдхилення двох iнтегральних
операторiв

( \widetilde K\phi )(t) =

\int 
S

K(t, s)\phi (s)d\mu (s), ( \widetilde N\phi )(t) =

\int 
S

N(t, s)\phi (s)d\mu (s), t \in Q. (4)

Нехай Q = S = [0, 2\pi ]d, d \in \BbbN , i \mu — мiра Лебега. Для просторiв 2\pi -перiодичних по кожнiй
змiннiй функцiй \phi : \BbbR d \rightarrow X використовуватимемо позначення LX

p замiсть Lp([0, 2\pi ]
d, X),

Lp = L\BbbR 
p . Важливим прикладом операторiв (4) у просторах 2\pi -перiодичних по кожнiй змiннiй

функцiй є оператори згортки, а саме, якщо K(t, s) = \scrK (t - s) i N(t, s) = \scrN (t - s), де \scrK ,\scrN \in L1,

то оператори (4) перетворюються на оператори згортки

(\scrK \ast \phi )(t) =
\int 
S

\scrK (t - s)\phi (s)d\mu (s), (\scrN \ast \phi )(t) =
\int 
S

\scrN (t - s)\phi (s)d\mu (s), t \in Q.
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Теорема 1. Нехай p \in (1,\infty ] i функцiї K,N : Q \times S \rightarrow \BbbR є такими, що K(t, \cdot ), N(t, \cdot ) \in 
\in Lp\prime (S) для кожного t \in Q. Тодi для довiльної функцiї \phi \in Lp(S,X) i кожного t \in Q

виконується нерiвнiсть

h(( \widetilde K\phi )(t), ( \widetilde N\phi )(t)) \leq \| K(t, \cdot ) - N(t, \cdot )\| Lp\prime (S)
\| h(\phi , \theta )\| Lp(S). (5)

Зокрема, для перiодичних функцiй i операторiв згортки

h((\scrK \ast \phi )(t), (\scrN \ast \phi )(t)) \leq \| \scrK  - \scrN \| Lp\prime \| h(\phi , \theta )\| Lp(S). (6)

Якщо простiр X є iзотропним i у множинi Xc\cap X inv знайдеться ненульовий сильно оборотний
елемент a, то нерiвнiсть (5) непокращувана i перетворюється на рiвнiсть для довiльної
функцiї вигляду

\phi t(s) = \varphi t(s) \cdot a, t \in Q,

де \varphi t(s) = | K(t, s) - N(t, s)| p\prime  - 1\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(K(t, s) - N(t, s)), s \in S.

Доведення. Використовуючи властивостi iнтеграла, опуклюючого оператора, лему 3 i не-
рiвнiсть Гельдера, маємо

h(( \widetilde K\phi )(t), ( \widetilde N\phi )(t)) = h

\left(  \int 
S

K(t, s)P (\phi (s))d\mu (s),

\int 
S

N(t, s)P (\phi (s))d\mu (s)

\right)  \leq 

\leq 
\int 
S

h (K(t, s)P (\phi (s)), N(t, s)P (\phi (s))) d\mu (s) \leq 

\leq 
\int 
S

| K(t, s) - N(t, s)| h (P (\phi (s)), \theta ) d\mu (s) \leq 

\leq \| K(t, \cdot ) - N(t, \cdot )\| Lp\prime (S)
\| h(\phi , \theta )\| Lp(S).

Нерiвнiсть (5) доведено.
Нехай тепер простiр X є iзотропним. Встановимо точнiсть нерiвностi (5). Враховуючи

лему 6, означення функцiї \phi t i той факт, що ця функцiя є опуклозначною, отримуємо

h(( \widetilde K\phi t)(s), ( \widetilde N\phi t)(s)) = h

\left(  \int 
S

K(t, s)\phi t(s)d\mu (s),

\int 
S

N(t, s)\phi t(s)d\mu (s)

\right)  =

= h

\left(  \left[  \int 
S

K(t, s)\varphi t(s)d\mu (s)

\right]  a,

\left[  \int 
S

N(t, s)\varphi t(s)d\mu (s)

\right]  a

\right)  =

=

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
S

(K(t, s) - N(t, s))\varphi t(s)d\mu (s)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| h(a, \theta ) =
\int 
S

| K(t, s) - N(t, s)| p
\prime 
d\mu (s)h(a, \theta ) =

= \| K(t, \cdot ) - N(t, \cdot )\| Lp\prime (S)

\left(  \int 
S

| K(t, s) - N(t, s)| (p
\prime  - 1)p d\mu (s)

\right)  1
p

h(a, \theta ) =
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= \| K(t, \cdot ) - N(t, \cdot )\| Lp\prime (S)
\| h(\phi t(\cdot ), \theta )\| Lp(S).

Теорему 1 доведено.
Розглянемо вiдхилення в iнтегральнiй метрицi. Для p, q \in [1,\infty ] позначимо через Lq,p(Q\times 

\times S) сукупнiсть функцiй K(\cdot , \cdot ) таких, що\bigm\| \bigm\| \| K(t, s)\| Lq(Q)

\bigm\| \bigm\| 
Lp(S)

= \| K(\cdot , \cdot )\| Lq,p(Q\times S) < \infty .

Теорема 2. Нехай p, q \in [1,\infty ) i K,N \in Lq,p\prime (Q \times S). Тодi для довiльної функцiї \phi \in 
\in Lp(S,X)

\| h( \widetilde K\phi , \widetilde N\phi )\| Lq(Q) \leq \| K  - N\| Lq,p\prime (Q\times S) \cdot \| h(\phi , \theta )\| Lp(S). (7)

Зокрема, для перiодичних за кожною змiнною функцiй

\| h(\scrK \ast \phi ,\scrN \ast \phi )\| Lq \leq (2\pi )d/p
\prime \| \scrK  - \scrN \| Lq\| h(\phi , \theta )\| Lp . (8)

Якщо простiр X iзотропний i у множинi Xc \cap X inv знайдеться ненульовий сильно оборотний
елемент a, то при p = q = 1 нерiвностi (7) i (8) непокращуванi.

Доведення. Застосовуючи властивостi метрики в X, iнтеграла, узагальнену нерiвнiсть Мiн-
ковського, а також нерiвнiсть Гельдера, отримуємо

\| h( \widetilde K\phi , \widetilde N\phi )\| Lq(Q) =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| h
\left(  \int 

S

K(\cdot , s)P (\phi (s))d\mu (s),

\int 
S

N(\cdot , s)P (\phi (s))d\mu (s)

\right)  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lq(Q)

\leq 

\leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\int 
S

| K(\cdot , s) - N(\cdot , s)| h(P (\phi (s)), \theta )d\mu (s)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lq(Q)

\leq 

\leq 
\int 
S

h(P (\phi (s)), \theta )\| K(\cdot , s) - N(\cdot , s)\| Lq(Q)d\mu (s) \leq \| K  - N\| Lq,p\prime (Q\times S)\| h(\phi , \theta )\| Lp(S).

Нерiвнiсть (7) доведено. Нерiвнiсть (8) випливає з нерiвностi (7).
Встановимо непокращуванiсть нерiвностi (8) при p = q = 1. Для \varepsilon > 0 через F\varepsilon позначимо

функцiю Стєклова для функцiї F \in L1 :

F\varepsilon (t) =
1

(2\varepsilon )d

\int 
[ - \varepsilon ,\varepsilon ]d

F (t - s)d\mu (s).

Покладемо \phi ae(s) = 1/(2\varepsilon )d\chi [ - \varepsilon ,\varepsilon ]d(s) \cdot a, де a \in Xc є сильно оборотним i таким, що h(a, \theta ) =

= 1. Враховуючи iзотропнiсть простору X i лему 7, маємо\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| h
\left(   \int 

[0,2\pi ]d

\scrK (\cdot  - s)\phi ae(s)d\mu (s),

\int 
[0,2\pi ]d

\scrN (\cdot  - s)\phi ae(s)d\mu (s)

\right)   
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1

=
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= 1/(2\varepsilon )d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| h
\left(   \int 

[ - \varepsilon ,\varepsilon ]d

\scrK (\cdot  - s)ad\mu (s),

\int 
[ - \varepsilon ,\varepsilon ]d

\scrN (\cdot  - s)ad\mu (s)

\right)   
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1

=

= 1/(2\varepsilon )d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| h
\left(   
\left[   \int 

[ - \varepsilon ,\varepsilon ]d

\scrK (\cdot  - s)d\mu (s)

\right]   a,

\left[   \int 
[ - \varepsilon ,\varepsilon ]d

\scrN (\cdot  - s)d\mu (s)

\right]   a

\right)   
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1

=

= 1/(2\varepsilon )d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\int 
[ - \varepsilon ,\varepsilon ]d

(\scrK (\cdot  - s) - \scrN (\cdot  - s))d\mu (s)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \cdot h(a, \theta )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1

= \| \scrK h  - \scrN h\| L1 .

Оскiльки \| h(\phi ae, \theta )\| L1 = 1 i \| \scrK \varepsilon  - \scrN \varepsilon \| L1 \rightarrow \| \scrK  - \scrN \| L1 при \varepsilon \rightarrow 0, то нерiвнiсть (8) при
p = q = 1 є непокращуваною.

Теорему 2 доведено.
4. Застосування. 4.1. Тригонометричнi наближення. Якщо ядро \scrN оператора згортки

є тригонометричним полiномом, то для довiльної функцiї \phi \in LX
1 згортка \scrN \ast \phi буде узагаль-

неним тригонометричним полiномом з коефiцiєнтами iз простору X. Як видно з оцiнок (6) i
(8), з оцiнок наближення ядра \scrK полiномом \scrN випливають оцiнки наближення функцiї \scrK \ast \phi 
узагальненими тригонометричними полiномами вигляду \scrN \ast \phi , \phi \in LX

1 . Величини \| \scrK  - \scrN \| Lp

дослiджувались багатьма математиками, i у багатьох випадках вiдомi точнi, асимптотично точнi
або порядковi оцiнки цих величин. Багато результатiв у цьому напрямку, а також вiдповiднi
посилання можна знайти у монографiях [1 – 7].

Нижче ми детальнiше зупинимось на одновимiрному випадку. Покладемо \Phi X
p := \{ \phi \in LX

p :

\| h(\phi , \theta )\| Lp \leq 1\} . Замiсть \Phi \BbbR 
p писатимемо \Phi p. Нехай також \scrN \in L1 — задане дiйснозначне ядро.

Будемо розглядати питання наближення класiв \scrK \ast \Phi X
p = \{ f = \scrK \ast \phi : \phi \in \Phi X

p \} . Зазначимо, що
функцiї з \scrK \ast \Phi X

p є опуклозначними. Вiдомо (див., наприклад, [1, 21 – 24]), що велика кiлькiсть
важливих класiв числових функцiй є класами типу \scrK \ast \Phi p.

Нехай f \in LX
p i H \subset LX

p . Покладемо

E(f,H)LX
p
= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\tau \in H
\| h(f, \tau )\| Lp , E(\scrK \ast \Phi X

p , H)LX
p
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\phi \in \Phi X
p

E(\scrK \ast \phi ,H)LX
p
. (9)

Величини (9) називаються найкращим наближенням функцiї f i класу \scrK \ast \Phi X
p множиною H у

метрицi простору LX
p .

Якщо задано вiдображення A : LX
p \rightarrow H, покладемо

U(\scrK \ast \Phi X
p , A)Lp = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\phi \in \Phi X
p

\| h(\scrK \ast \phi ,A\phi )\| Lp .

Величина U(\scrK \ast \Phi X
p , A)Lp називається похибкою наближення класу \scrK \ast \Phi X

p заданим методом
наближення.

Для заданої сукупностi \scrA вiдображень A : LX
p \rightarrow H найкращим \scrA -наближенням класу

\scrK \ast \Phi X
p множиною H називатимемо величину

\scrE (\scrK \ast \Phi X
p ,\scrA )Lp = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

A\in \scrA 
U(\scrK \ast \Phi X

p , A)Lp .
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Позначимо через HT,X
2n - 1 (n = 1, 2, . . . ,HT,\BbbR 

2n - 1 = HT
2n - 1) множину узагальнених тригономет-

ричних полiномiв T (t) порядку не вищого за n - 1, тобто множину функцiй вигляду

T (t) =
a0
2

+
n - 1\sum 
k=1

ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kt, ak, bk \in X.

У даному пiдпунктi в якостi \scrA будемо використовувати сукупнiсть вiдображень вигляду
T \ast \phi , T \in HT

2n - 1, \phi \in LX
p .

Означення 8 (С. М. Нiкольський [21]). Нехай \varphi n(t) := \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nt. Будемо казати, що ядро
\scrK задовольняє умову N\ast 

n, якщо iснують полiном T \ast \in HT
2n - 1 i точка \theta \in [0, \pi /n] такi, що

майже для всiх t

(\scrK (t) - T \ast (t))\varphi n(t - \theta ) \geq 0.

Вiдомо, що майже всi важливi для теорiї наближень ядра задовольняють умову N\ast 
n (див.

[21 – 24]).
Якщо ядро \scrK задовольняє умову N\ast 

n, то [21]

E(\scrK , HT
2n - 1)L1 = \| \scrK  - T \ast \| L1 = \| \scrK \ast \varphi n\| L\infty .

Звiдси i з теорем 1, 2 випливає такий наслiдок.
Наслiдок 1. Якщо p = \infty або p = 1 i ядро \scrK задовольняє умову N\ast 

n, то

E(\scrK \ast \Phi X
p , HT

2n - 1)Lp \leq \scrE (\scrK \ast \Phi X
p ,\scrA )Lp = \| \scrK  - T \ast \| L1 = \| \scrK \ast \varphi n\| L\infty ,

де T \ast \in HT
2n - 1 — полiном найкращого L1-наближення для ядра \scrK .

З нерiвностi (6) отримуємо наступне узагальнення теореми 1 з роботи [25].
Наслiдок 2. Нехай p > 1 i \scrK \in Lp\prime . Тодi

E(\scrK \ast \Phi X
p , HT,X

2n - 1)L\infty \leq \scrE (\scrK \ast \Phi X
p ,\scrA )L\infty = E(\scrK , HT

2n - 1)Lp\prime .

Випадки точностi оцiнок найкращих наближень, якi випливають з наведених наслiдкiв, ми
плануємо розглянути в iншiй роботi. Тут зазначимо тiльки, що оцiнка, яка мiститься у наслiдку
1, є точною у випадку X = \Omega (\BbbR d) (див. [26]), а також у випадку, коли X — банахiв простiр.

4.2. Похибки наближеного iнтегрування. Застосовуючи теорему 1 до iнтегральних опе-
раторiв з ядрами

K \prime (t, s) =

\int 
Q

K(u, s)d\mu (u) i N \prime (t, s) =
n\sum 

j=1

cjK(tj , s),

де tj \in Q, cj \in \BbbR , j = 1, . . . , n, отримуємо наступнi оцiнки похибки формул наближеного
iнтегрування функцiй вигляду ( \widetilde K\phi )(t).

Наслiдок 3. Нехай p \in (1,\infty ] i tj \in Q, cj \in \BbbR , j = 1, . . . , n. Тодi для довiльної функцiї
\phi \in Lp(S,X) такої, що \| h(\phi , \theta )\| Lp(S) \leq 1,

h

\left(   \int 
Q

( \widetilde K\phi )(t)d\nu (t),
n\sum 

j=1

cj( \widetilde K\phi )(tj)

\right)   \leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\int 
Q

K(t, \cdot )d\nu (t) - 
n\sum 

j=1

cjK(tj , \cdot )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lp\prime (S)

.

Якщо простiр X iзотропний i у множинi Xc \cap X inv знайдеться ненульовий сильно оборотний
елемент a, то нерiвнiсть непокращувана.
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Проiлюструємо застосування цього наслiдку до задач оптимiзацiї формул наближеного iн-
тегрування на класах перiодичних функцiй однiєї змiнної. Для t = \{ t1, . . . , tn\} \in [0, 2\pi ),

c = \{ c1, . . . , cn\} \in \BbbR n i неперервної функцiї f покладемо Mt,c(f) =
\sum n

j=1
cjf(tj). Нехай

R(f,Mt,c) =

2\pi \int 
0

f(t)d\mu (t) - Mt,c(f),

\scrR (\scrK \ast \Phi X
p ,Mt,c) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in \scrK \ast \Phi X
p

| R(f,Mt,c)| i \scrR n(\scrK \ast \Phi X
p ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

t,c
\scrR (\scrK \ast \Phi X

p ,Mt,c).

Задача про найкращу на класi \scrK \ast \Phi X
p квадратурну формулу полягає в знаходженнi величини

\scrR n(\scrK \ast \Phi X
p ) i наборiв t, c, якi реалiзують iнфiмум у правiй частинi останньої рiвностi.

Для числових функцiй цю задачу добре дослiджено (див., наприклад, [7, 27]). Зокрема, у ба-

гатьох випадках було знайдено точне значення величини

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \int 2\pi 

0
\scrK (t)d\mu (t) - 

\sum n

j=1
cj\scrK (tj  - \cdot )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lp\prime 

,

що за наслiдком 3 дає оцiнки i для величини \scrR n(\scrK \ast \Phi X
p ).

4.3. Похибки вiдновлення функцiй. Якщо застосувати теорему 1 до iнтегральних операто-
рiв з ядрами K(t, s) i N(t, s) =

\sum n

j=1
cjK(tj , s), то ми отримаємо наступнi оцiнки похибки

формул наближеного вiдновлення значення функцiї вигляду ( \widetilde K\phi )(t) в точцi t за її значеннями
в точках tj .

Наслiдок 4. Нехай p \in (1,\infty ] i tj \in Q, cj \in \BbbR , j = 1, . . . , n. Тодi для довiльної функцiї
\phi \in Lp(S,X) такої, що \| h(\phi , \theta )\| Lp(S) \leq 1, i довiльного t \in Q

h

\left(  ( \widetilde K\phi )(t),
n\sum 

j=1

cj( \widetilde K\phi )(tj)

\right)  \leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| K(t, \cdot ) - 
n\sum 

j=1

cjK(tj , \cdot )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lp\prime (S)

.

Розглянемо ще задачу вiдновлення функцiї \widetilde K\phi за її значеннями в n точках tj \in Q в
iнтегральних метриках. Метод вiдновлення задамо таким чином. Виберемо n функцiй cj :

Q \rightarrow \BbbR i покладемо \Phi (t) =
\sum n

j=1
cj(t)( \widetilde K\phi )(tj). Застосовуючи теорему 2 до iнтегральних

операторiв з ядрами K(t, s) N(t, s) =
\sum n

j=1
cj(t)K(tj , s), отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 5. Нехай p, q \in [1,\infty ) i tj \in Q, cj \in L\infty (Q), j = 1, . . . , n. Тодi для довiльної
функцiї \phi \in Lp(S,X) такої, що \| h(\phi , \theta )\| Lp(S) \leq 1,\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| h

\left(  ( \widetilde K\phi )(\cdot ),
n\sum 

j=1

cj(\cdot )( \widetilde K\phi )(tj)

\right)  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lq(Q)

\leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| K(\cdot , \cdot ) - 
n\sum 

j=1

cj(\cdot )K(tj , \cdot )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lq,p\prime (Q\times S)

.

Задача вiдновлення функцiй i операторiв за неповною iнформацiєю є важливою як з теоретич-
ної, так i з практичної точки зору. Важливою також є вiдповiдна оптимiзацiйна задача. Загальнi
пiдходи до таких задач, а також конкретнi результати їх розв’язання див. у монографiях [28, 29].
Оптимальне вiдновлення операторiв у L-просторах розглянуто у роботах [13 – 15, 17]. Подаль-
ше обговорення цих задач у напiвлiнiйних метричних просторах ми продовжимо в окремiй
роботi.
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