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НЕРIВНIСТЬ ТИПУ ВIМАНА В КРАТНО-КРУГОВИХ ОБЛАСТЯХ:
ЕФЕКТ ЛЕВI I ВИНЯТКОВI МНОЖИНИ

For the classical Wiman inequality Mf (r) \leq \mu f (r)(\mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r))
1/2+\varepsilon , \varepsilon > 0, with entire functions f(z) =

\sum +\infty 

n=0
anz

n,

z \in \BbbC , which holds outside a set of finite logarithmic measure, P. L\'\mathrm{e}vy established (1929) that under some additional
regularity conditions on \mathrm{l}\mathrm{n}Mf (r) the constant 1/2 can be replaced by 1/4 almost surely in some sense; here Mf (r) =
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| f(z)| : | z| = r

\bigr\} 
, \mu f (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| an| rn : n \geq 04\} , r > 0. In this paper, we prove that the result established

by P. L\'\mathrm{e}vy holds also in the case of Wiman-type inequality for analytic functions in any multiple-circular domain, which
gives an affirmative answer to the question posed by A. A. Goldberg and M. M. Sheremeta (1996). Earlier, the answer to
their question was obtained for Fenton’s inequality in the case of entire functions of two variables (Mat. Stud., 23, № 2
(2005)), entire functions of several variables (Ufa Math. J., 6, № 2 (2014)), and analytic functions of several variables in a
polydisc (Eur. J. Math., 6, № 1 (2020)).

Для цiлих функцiй вигляду f(z) =
\sum +\infty 

n=0
anz

n, z \in \BbbC , П. Левi (1929 р.) встановив, що у класичнiй нерiвностi

Вiмана Mf (r) \leq \mu f (r)(\mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r))
1/2+\varepsilon , \varepsilon > 0, що виконується зовнi множини скiнченної логарифмiчної мiри,

за деяких додаткових припущень регулярностi поводження \mathrm{l}\mathrm{n}Mf (r) показник 1/2 майже напевно у деякому
ймовiрнiсному сенсi можна замiнити на 1/4. Тут Mf (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| f(z)| : | z| = r

\bigr\} 
, \mu f (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| an| rn : n \geq 0

\bigr\} 
,

r > 0. У данiй статтi доведено, що ефект, вiдкритий П. Левi, справджується також у випадку нерiвностi типу
Вiмана для аналiтичних функцiй у довiльнiй кратно-круговiй областi. Це дає позитивну вiдповiдь на питання проф.
А. А. Гольдберга i проф. М. М. Шеремети (1996 р.) щодо можливостi такого ефекту у цьому випадку. Ранiше
позитивну вiдповiдь на це питання було отримано у випадку нерiвностi Фентона для цiлих функцiй двох змiнних
(Mat. Stud., 23, № 2 (2005)), для цiлих функцiй багатьох змiнних (Ufa Math. J., 6, № 2 (2014)), для аналiтичних
функцiй багатьох змiнних у полiкрузi (Eur. J. Math., 6, № 1 (2020)).

1. Вступ. Для цiлої функцiї вигляду

f(z) =
+\infty \sum 
n=0

anz
n (1)

позначимо Mf (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| f(z)| : | z| = r

\bigr\} 
, \mu f (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| an| rn : n \geq 0

\bigr\} 
, r > 0. Вiдомо (див.,

наприклад, [1 – 6]), що за класичною теоремою А. Вiмана i Ж. Валiрона для кожної вiдмiнної вiд
тотожно сталої функцiї вигляду (1) i для кожного \varepsilon > 0 iснує множина E = Ef (\varepsilon ) \subset [1; +\infty )

скiнченної логарифмiчної мiри
\Bigl( 

тобто
\int 
E
d \mathrm{l}\mathrm{n} r < +\infty 

\Bigr) 
така, що нерiвнiсть Вiмана

Mf (r) \leq \mu f (r) \mathrm{l}\mathrm{n}
1/2+\delta \mu f (r)

виконується для r \in (1,+\infty ) \setminus Ef (\varepsilon ). Зауважимо, що у [7] П. Левi довiв, що для кожної цiлої
функцiї f за деяких додаткових умов на регулярнiсть поводження \mathrm{l}\mathrm{n}Mf (r) у нерiвностi Вiмана
сталу 1/2 можна замiнити на 1/4 у деякому ймовiрнiсному сенсi майже напевно (ефект Левi).

Щодо твердження про нерiвнiсть Вiмана проф. Й. В. Островський у 1995 р. сформулював
таке питання: який найкращий опис величини виняткової множини E? Це ж питання було
розглянуто в рядi статей (див., наприклад, [4, 5, 8 – 15]) по вiдношенню до багатьох iнших
спiввiдношень, що розглядаються в теорiї Вiмана – Валiрона. У статтях [4 – 6] доведено деякi
аналоги нерiвностi Вiмана зовнi виняткової множини E скiнченної h-логарифмiчної мiри.
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Зокрема, у статтi [6] доведено, що для кожної вiдмiнної вiд тотожно сталої аналiтичної функцiї
у крузi \BbbD R = \{ z : | z| < R\} , 0 < R \leq +\infty , вигляду (1) i для кожної додатної неспадної на
(0, R) функцiї h(r) такої, що h(r) \geq 2, r \in (0, R), нерiвнiсть

Mf (r) \leq h(r)\mu f (r)
\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}(h(r)\mu f (r))

\bigr) 1/2+\delta 
(2)

виконується для r \in (r0, R) зовнi виняткової множини E = Ef (\varepsilon , h) скiнченної h-логариф-

мiчної мiри, тобто
\int 
E\cap (r0,R)

h(r)d \mathrm{l}\mathrm{n} r < +\infty . I навiть бiльше, у статтi [5] було встановлено,

що оцiнка \int 
E

\mathrm{l}\mathrm{n}1/2 \mu f (r)

r
dr < +\infty 

виняткової множини E у нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй виконується майже напевно у
деякому ймовiрнiсному сенсi; тут h(r) = \mathrm{l}\mathrm{n}1/2 \mu f (r). З iншого боку, з прикладу цiлої функцiї,
побудованої у [4, 5], випливає, що опис виняткової множини у цьому твердженнi для конкретної
цiлої функцiї f не можна iстотно покращити. Власне, для кожного \varepsilon > 0 iснують цiла функцiя
f i множина E \subset [1,+\infty ) такi, що для всiх r \in E

Mf (r) \geq \mu f (r)
\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r)

\bigr) 1/2+\varepsilon 
i
\int 
E

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r)

\bigr) 1/2+\varepsilon 
r

dr = +\infty .

У випадку аналiтичних функцiй у крузi \BbbD 1 i h(r) = 1/(1 - r) з нерiвностi (2) випливає аналог
Кеварi нерiвностi Вiмана (див. [16, 17]). У статтях [18 – 24] встановлено наявнiсть ефекту Левi
у випадку нерiвностi Вiмана i аналогiв Кеварi нерiвностi Вiмана для рiзних класiв випадкових
цiлих i аналiтичних в одиничному крузi функцiй однiєї змiнної вiдповiдно.

У 1996 р., пiд час доповiдi П. В. Фiлевича на Львiвському семiнарi з теорiї аналiтичних
функцiй, професори А. А. Гольдберг i М. М. Шеремета поставили таке питання (див. [25, 27]):
чи виконується ефект Левi для аналогiв нерiвностi Вiмана для функцiй багатьох комплексних
змiнних? У статтi [25] отримано позитивну вiдповiдь на це питання у випадку нерiвностi Фен-
тона [26] для цiлих функцiй двох комплексних змiнних, а у статтi [27] — для нерiвностi типу
Вiмана для цiлих функцiй багатьох комплексних змiнних [28] i для аналiтичних функцiй бага-
тьох комплексних змiнних у полiкрузi [36]. Метою цiєї статтi є доведення наявностi ефекту Левi
у випадку нерiвностi типу Вiмана для аналiтичних функцiй у довiльнiй повнiй кратно-круговiй
областi (повнiй областi Рейнгардта), яку вперше отримано в [15]. Твердження, отримане у цiй
статтi, є новим навiть у випадку нерiвностi (2) для аналiтичних функцiй однiєї змiнної в \BbbD R.

2. Позначення, означення, деякi попереднi iнформацiя i результати. Щоб точнiше вказа-
ти мiсце результатiв цiєї статтi серед iнших дослiджень, у цьому пунктi ми наведемо короткий
огляд аналогiв нерiвностi Вiмана, отриманих у рiзних класах аналiтичних функцiй кiлькох
змiнних. Спочатку дамо позначення, необхiднi для подальшого, а також деякi загальнi пояснен-
ня. Через \scrA p

0(\BbbG ), p \in \BbbN , позначимо клас аналiтичних функцiй f у повнiй областi Рейнгардта
\BbbG \subset \BbbC p, якi можна записати у виглядi степеневого ряду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+\infty \sum 

\| n\| =0

anz
n (3)
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з областю збiжностi \BbbG , де zn = zn1
1 . . . z

np
p , z = (z1, . . . , zp) \in \BbbG , n = (n1, . . . , np) \in \BbbZ p+,

\| n\| =
\sum p

j=1
nj . Через \scrA p(\BbbG ) позначимо пiдклас, в який входять функцiї f \in \scrA p

0(\BbbG ) такi, що

iснує таке n \in \BbbN p, що an \not = 0.

Для функцiї f \in \scrA p
0(\BbbG ) вигляду (3) з областю збiжностi \BbbG i r = (r1, . . . , rp) \in | G| :=

\bigl\{ 
r =

= (r1, . . . , rp) : rj = | zj | , z = (z1, . . . , zp) \in \BbbG 
\bigr\} 

позначимо

\Delta r0 =
\bigl\{ 
t \in | G| : tj \geq r0j , j \in \{ 1, . . . , p\} 

\bigr\} 
, \mu f (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| an| rn1

1 . . . r
np
p : n \in \BbbZ p+

\bigr\} 
,

Mf (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| f(z)| : | z1| = r1, . . . , | zp| = rp

\bigr\} 
, \frakM f (r) =

+\infty \sum 
\| n\| =0

| an| rn.

З одного боку, вiдомо, що кожну аналiтичну функцiю f у повнiй областi Рейнгардта \BbbG 
з центром z = 0 можна зобразити в \BbbG у виглядi ряду (3). З iншого боку, область збiжностi
кожного ряду вигляду (3) є логарифмiчно-опуклою повною областю Рейнгардта з центром у
точцi z = 0.

Область \BbbG \subset \BbbC p називається повною областю Рейнгардта, якщо:
a) z = (z1, . . . , zp) \in \BbbG =\Rightarrow (\forall R = (R1, . . . , Rp) \in [0, 1]p) : Rz = (R1z1, . . . , Rpzp) \in \BbbG 

(повна область);
b) (z1, . . . , zp) \in \BbbG =\Rightarrow (\forall (\theta 1, . . . , \theta p) \in \BbbR p) : (z1e

i\theta 1 , . . . , zpe
i\theta p) \in \BbbG (кратно-кругова

область).
Область Рейнгардта \BbbG є логарифмiчно-опуклою множиною, якщо G\ast =

\bigl\{ 
z \in \BbbG : z1 . . . zp \not =

\not = 0
\bigr\} 

при вiдображеннi \mathrm{L}\mathrm{n} : z \rightarrow \mathrm{L}\mathrm{n}(z) = (\mathrm{l}\mathrm{n} | z1| , . . . , \mathrm{l}\mathrm{n} | zp| ) є опуклою множиною у просторi
\BbbR p. Для однiєї комплексної змiнної (p = 1) логарифмiчно-опуклою областю Рейнгардта є круг.
Областi (p \geq 2)

Cp(R) :=
\bigl\{ 
z \in \BbbC p : | z1| < R1, . . . , | zp| < Rp

\bigr\} 
, R = (R1, . . . , Rp) \in (0,+\infty )p (полiкруг),

\BbbB p(r) :=
\bigl\{ 
z \in \BbbC p : | z| :=

\sqrt{} 
| z1| 2 + . . .+ | zp| 2 < r

\bigr\} 
, r \in (0,+\infty ) (куля),

\BbbG = \BbbD \ell \times \BbbC p - \ell , \ell \in \BbbN , 1 \leq \ell < p (необмежений цилiндр)

є логарифмiчно-опуклими повними областями Рейнгардта. Але, наприклад, повна область Рейн-
гардта

G1,2 =
\bigl\{ 
z = (z1, z2) : | z1| < 1, | z2| < 2

\bigr\} 
\cup 
\bigl\{ 
z = (z1, z2) : | z1| < 2, | z2| < 1

\bigr\} 
не є логарифмiчно-опуклою областю.

Нехай (\Omega ,\scrA , P ) — ймовiрнiсний простiр Штейнгуаза, тобто \Omega = [0, 1], P — мiра Лебега,
визначена на \sigma -алгебрi \scrA вимiрних за Лебегом пiдмножин [0, 1]. Нехай X = (Xn(t)) — послi-
довнiсть випадкових величин на цьому просторi. Для цiлої функцiї вигляду (3) через \scrK (f,X)

позначимо клас випадкових функцiй вигляду

f(z, t) =
+\infty \sum 

\| n\| =0

anXn(t)z
n. (4)

Пiд „майже напевно” будемо розумiти, що деяка властивiсть виконується майже скрiзь за
мiрою Лебега P. Говоритимемо, що деяке спiввiдношення виконується майже напевно у класi
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\scrK (f,X), якщо воно виконується для кожної цiлої функцiї f(z, t) вигляду (4) майже напевно
по t. Для функцiй вигляду (4) i t \in [0, 1] також позначимо

Mf (r, t) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| f(z, t)| : | z1| = r1, . . . , | zp| = rp

\bigr\} 
.

Послiдовнiсть X = (Xn(t)), n \in \BbbZ p+, випадкових величин Xn(t) є мультиплiкативною
системою, якщо

(\forall k \in \BbbN )(\forall (nj), nj \in \BbbZ p+, nj \not = ns(s \not = j) : \bfM (Xn1Xn2 . . . Xnk
) = 0,

де \bfM \xi — математичне сподiвання випадкової величини \xi .
У випадку, коли X=\scrR =(Rn(t)) є послiдовнiстю Радемахера, тобто Rn(t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2n\pi t),

n \geq 0, П. Левi довiв, що для кожної цiлої функцiї f : \BbbC \rightarrow \BbbC вигляду (1), за деяких додаткових
припущень щодо регулярностi зростання \mathrm{l}\mathrm{n}Mf (r), для кожної функцiї f(z, t) \in \scrK (f,\scrR ) нерiв-
нiсть \mathrm{l}\mathrm{n}Mf (r, t) \leq \mu f (r) \mathrm{l}\mathrm{n}

1/4+\varepsilon \mu f (r) виконується майже напевно при r \rightarrow +\infty зовнi деякої
виняткової множини скiнченної логарифмiчної мiри. Зокрема, \scrR = (Rn(t)) — послiдовнiсть
незалежних однаково розподiлених випадкових величин таких, що P

\bigl\{ 
t : Rn(t) = \pm 1

\bigr\} 
= 1/2.

Пiзнiше П. Ердеш i А. Реньї [18] довели цей результат без додаткових умов на регулярнiсть зро-
стання i зауважили, що їхнiй результат також правильний у класi \scrK (f,H), де H = (e2\pi i\omega n(t)) —
послiдовнiсть Штейнгауза, тобто (\omega n(t)) — послiдовнiсть незалежних рiвномiрно розподiлених
на [0, 1] випадкових величин \omega n(t) : [0, 1] \rightarrow \BbbR . Це твердженння також є правильним для класу
\scrK (f,X), де X = (Xn(t)) — мультиплiкативна система, рiвномiрно обмежена числом 1 [20, 21],
тобто | Xn(t)| \leq 1 для всiх n \in \BbbN майже напевно по t \in [0, 1].

Нехай \scrH p — клас функцiй h : | G| \rightarrow \BbbR + таких, що h є неспадною за кожною змiнною
функцiєю, h(r) > 10 для всiх r \in | G| i\int 

\Delta \varepsilon 

h(r)dr1 . . . drp
r1 . . . rp

= +\infty 

для кожного \varepsilon \in \BbbR p+ такого, що множина \Delta \varepsilon є непорожньою в \BbbR p+. Для h \in \scrH p позначимо
через \scrS h клас множин E \subset | G| скiнченної логарифмiчної h-мiри на | G| , тобто таких, що iснує
таке \varepsilon \in \BbbR p+, що множина \Delta \varepsilon є непорожньою в областi | G| \subset \BbbR p+ i

\nu h(E \cap \Delta \varepsilon ):=

\int 
E\cap \Delta \varepsilon 

h(r)dr1 . . . drp
r1 . . . rp

< +\infty .

У статтi [15] уперше було доведено аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй у
довiльнiй повнiй кратно-круговiй областi. А саме, було доведено таке твердження.

Теорема 1 [15]. Нехай f \in \scrA p(\BbbG ), h \in \scrH p. Тодi для кожних \varepsilon \in \BbbR p+, \delta > 0 iснує множина
E \in \scrS h така, що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E виконується нерiвнiсть

Mf (r) \leq \mu f (r)(h(r))
p+1
2 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta 
\bigl( 
\mu f (r)h(r)

\bigr) p\prod 
j=1

\left(  p\prod 
k=1,k \not =j

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\right)  1
2
+\delta 

. (5)

Якщо область \BbbG обмежена, то для кожних \varepsilon \in \BbbR p+, \delta > 0 iснує множина E \in \scrS h така,
що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E
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Mf (r) \leq \mu f (r)(h(r))
p+1
2 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta 
\bigl( 
\mu f (r)h(r)

\bigr) 
. (6)

Деякi аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих функцiй кiлькох змiнних можна знайти у статтях
[25 – 34], а для аналiтичних функцiй у полiкрузi \BbbD p, p \geq 2, — у [35, 36]. У статтi [37] доведе-
но деякi аналоги нерiвностi Вiмана для аналiтичних функцiй f(z) i випадкових аналiтичних
функцiй f(z, t) у \BbbG = \BbbD \ell \times \BbbC p - \ell , \ell \in \BbbN , 1 \leq \ell < p, вигляду (3) i (4) вiдповiдно, де X = (Xn) —
мультиплiкативна система комплекснозначних випадкових величин на ймовiрнiсному просто-
рi Штейнгауза, майже напевно рiвномiрно обмежена числом 1. Також було доведено точнiсть
отриманих нерiвностей. При вiдповiдному виборi функцiї h(r) ми отримаємо твердження про
аналоги нерiвностi Вiмана у вiдповiдних випадках зi статей [28, 35 – 37].

У загальному випадку для довiльної функцiї h(r) i нерiвностей (2), (5), а також окремих
випадкiв, отриманих з нерiвностi (5), питання про наявнiсть ефекту Левi є повнiстю вiдкритим.

Основна мета цiєї статтi — довести аналог ефекту Левi для нерiвностей з теореми 1, отри-
маних у класi аналiтичних функцiй f \in \scrA p

0(\BbbG ), для довiльної повної областi Рейнгардта \BbbG .
3. Основний результат: ефект Левi. Нехай Z = (Zn(t)) — комплекснозначна послiдов-

нiсть випадкових величин Zn(t) = Xn(t) + iYn(t) така, що обидвi X = (Xn(t)) i Y = (Yn(t))

є дiйсними мультиплiкативними системами.
Сформулюємо таку теорему.
Теорема 2. Нехай Z = (Zn(t)) — мультиплiкативна система, рiвномiрно обмежена чис-

лом 1 майже напевно, f \in \scrA p(\BbbG ), h \in \scrH p.

1. Для кожних \varepsilon \in \BbbR p+, \delta > 0 iснує множина E \in \scrS h така, що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E
нерiвнiсть

Mf (r, t) \leq \mu f (r)(h(r))
p+1
4 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+1+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+\delta 
\bigl( 
\mu f (r)h(r)

\bigr) p\prod 
j=1

\left(  p\prod 
k=1,k \not =j

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\right)  1
4
+\delta 

(7)

виконується майже напевно в \scrK (f, Z).

2. Якщо область \BbbG обмежена, то для кожних \varepsilon \in \BbbR p+, \delta > 0 iснує множина E \in \scrS h така,
що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E нерiвнiсть

Mf (r, t) \leq \mu f (r)(h(r))
p+1
4 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+1+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+\delta 
\bigl( 
\mu f (r)h(r)

\bigr) 
(8)

виконується майже напевно в \scrK (f, Z).

Зауважимо, що нерiвнiсть (7) можна записати у виглядi

Mf (r, t) \leq \mu f (r)(h(r))
p+1
4 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+1+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+\delta 
\bigl( 
\mu f (r)h(r)

\bigr) \Biggl( p\prod 
k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\Biggr) p - 1
4

+\delta 

.

Лема 1 [31]. Нехай X = (Xn(t)) — мультиплiкативна система, рiвномiрно обмежена чис-
лом 1 майже напевно. Тодi для кожного \beta > 0 iснує стала A\beta p > 0, яка залежить тiльки вiд
p i \beta , така, що для всiх N \geq N1(p) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ p, 4\pi \} i \{ cn : \| n\| \leq N\} \subset \BbbC 

P

\left\{   t : \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\left\{   
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

N\sum 
\| n\| =0

cnXn(t)e
in1\psi 1 . . . einp\psi p

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| : \psi \in [0, 2\pi ]p

\right\}   \geq A\beta pSN \mathrm{l}\mathrm{n}
1
2 N

\right\}   \leq 1

N\beta 
, (9)

де S2
N =

\sum N

\| n\| =0
| cn| 2.
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Лема 2 [15]. Нехай f \in \scrA p(\BbbG ), h \in \scrH p. Тодi для \varepsilon \in \BbbR p+, \delta > 0 iснує множина E \in \scrS h
така, що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E маємо

rj
\partial 

\partial rj
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) \leq h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}1+\delta \frakM f (r)

p\prod 
k=1,k \not =j

\mathrm{l}\mathrm{n}1+\delta 
\biggl( 
erk
\varepsilon k

\biggr) 
, j \in \{ 1, . . . , p\} . (10)

Доведення теореми 2. Схема доведення теореми 2 в загальних рисах повторює схему
мiркувань зi статей [27, 36]. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що Z = X = (Xn(t)) —
дiйсна мультиплiкативна система (див. [27]). Для k \in \BbbN , k \geq 11 i l \in \BbbZ таких, що k > l,

позначимо

Gkl =
\Bigl\{ 
r = (r1, . . . , rp) \in | G| : k \leq \mathrm{l}\mathrm{n}h(r) \leq k + 1, l \leq \mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r) \leq l + 1

\Bigr\} 
,

G+
kl =

+\infty \bigcup 
i=k

+\infty \bigcup 
j=l

Gij .

Нескладно перевiрити, що множина

E0 =
\Bigl\{ 
r \in | G| : \mathrm{l}\mathrm{n}h(r) + \mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r) < 1

\Bigr\} 
=
\Bigl\{ 
r \in | G| : \mu f (r)h(r) < e

\Bigr\} 
\in \scrS h.

За лемою 2 iснує множина E1 \supset E0, E1 \in \scrS h, така, що для всiх r \in | G| \setminus E1 отримуємо

+\infty \sum 
\| n\| =0

\| n\| \cdot | an| rn \leq h(r)\frakM f (r) \mathrm{l}\mathrm{n}
1+\delta \frakM f (r)

p\sum 
j=1

\left(    p\prod 
k=1
k \not =s

\mathrm{l}\mathrm{n}1+\delta 
erk
\varepsilon k

\right)    \leq 

\leq ph(r)\mu f (r)(h(r))
p+1
2 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta 
\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} \left(  p\prod 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erj
\varepsilon j

\right)  
p - 1
2

+\delta 

\times 

\times 

\left[   \mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r) + p+ 1

2
\mathrm{l}\mathrm{n}h(r) +

\Bigl( p
2
+ \delta 
\Bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}h(r) +

\Bigl( p
2
+ \delta 
\Bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}

\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} 
+

+

\biggl( 
p - 1

2
+ \delta 

\biggr) p\sum 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}
erj
\varepsilon j

\right]   
1+\delta \left(  p\prod 

j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erj
\varepsilon j

\right)  1+\delta 

\leq 

\leq \mu f (r)(h(r))
p+3
2

+2\delta \mathrm{l}\mathrm{n}
p
2
+1+\delta 

\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} \Biggl( p\prod 
k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\Biggr) p+1
2

+2\delta 

.

Тому

\sum 
\| n\| \geq d

| an| rn \leq 
\sum 

\| n\| \geq d

\| n\| 
d

| an| rn \leq 1

d

+\infty \sum 
\| n\| =0

\| n\| | an| rn \leq 
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\leq 1

d
\mu f (r)(h(r))

p+3
2

+2\delta \mathrm{l}\mathrm{n}
p
2
+1+\delta 

\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} \Biggl( p\prod 
k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\Biggr) p+1
2

+2\delta 

\leq \mu f (r),

де

d = d(r) = (h(r))
p+3
2

+2\delta \mathrm{l}\mathrm{n}
p
2
+1+\delta 

\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} \Biggl( p\prod 
k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\Biggr) p+1
2

+2\delta 

.

Нехай G\ast 
kl = Gkl \setminus E2, I = \{ (i; j) : G\ast 

ij \not = \varnothing \} , E2 = E1 \cup 
\Bigl( \bigcup 

(i,j)\not \in I
Gij

\Bigr) 
. Тодi \#I = +\infty .

Для (k, l) \in I виберемо послiдовнiсть r(k,l) \in G\ast 
kl так, що \mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
= \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}r\in G\ast 

kl
\mu f (r). Для

всiх r \in G\ast 
kl одержимо

1

e
\mu f
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq \mu f (r) \leq e\mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
, (11)

1

e
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq h(r) \leq eh

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
, (12)

1

e2
\mu f
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq \mu f (r)h

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq e2\mu f

\bigl( 
r(k,l) =)h

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
, (13)

а також \bigcup 
(k,l)\in I

G\ast 
kl =

\bigcup 
(k,l)\in I

Gkl \setminus E1 =
+\infty \bigcup 
k,l=1

Gkl \setminus E1 = | G| \setminus E1.

Нехай Nkl = [2d1
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
], де [x] — цiла частина числа x i

d1(r) = (eh(r))
p+3
2

+2\delta \mathrm{l}\mathrm{n}
p
2
+1+\delta \{ e2\mu f (r)h(r)\} 

\Biggl( 
p\prod 

k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
e2rk
\varepsilon k

\Biggr) p+1
2

+2\delta 

.

Для r \in G\ast 
kl позначимо

WNkl
(r, t) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\left\{   
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\sum 

\| n\| \leq Nkl

anr
n1
1 . . . r

np
p ein1\psi 1+...+inp\psi pXn(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| : \psi \in [0, 2\pi ]p

\right\}   ,
а для вимiрних за Лебегом множин G \subset G\ast 

kl i для (k, l) \in I —

\nu kl(G) =
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}p(G)

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}p(G\ast 
kl)
,

де \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}p означає мiру Лебега на \BbbR p.
Зауважимо, що \nu kl — ймовiрнiсна мiра, визначена на сiм’ї вимiрних за Лебегом пiдмножин

G\ast 
k [27]. Нехай \Omega =

\bigcup 
(k,l)\in I G

\ast 
kl i

ki, li,j : (ki, li,j) \in I, ki < ki+1, li,j < li,j+1 \forall i, j \in \BbbZ +.

Для вимiрних за Лебегом пiдмножин G з \Omega позначимо
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\nu (G) = 2k0
+\infty \sum 
i=0

\left(      1

2ki

\Biggl( 
1 - 

\biggl( 
1

2

\biggr) ki+1 - ki
\Biggr) 

\times 

\times 
Ni\sum 
j=0

2li,0

2li,j

\Biggl( 
1 - 

\biggl( 
1

2

\biggr) li,j+1 - li,j
\Biggr) 

1 - 
\biggl( 
1

2

\biggr) li,Ni+1
+li,0

\nu ki+1li+1,j+1

\bigl( 
G \cap G\ast 

kj+1li+1,j+1

\bigr) 
\right)      , (14)

де Ni = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
j : (ki, lij) \in I

\bigr\} 
. Зауважимо, що \nu kj+1lj+1

(G\ast 
kj+1lj+1

) = \nu (\Omega ) = 1.

Тому \nu є ймовiрнiсною мiрою, яка визначена на вимiрних пiдмножинах \Omega . На \Omega 0 :=

:= [0, 1]\times \Omega визначимо ймовiрнiсну мiру P0 = P \otimes \nu , яка є прямим добутком iмовiрнiсних мiр
P i \nu . Тепер для (k; l) \in I позначимо

Fkl =
\bigl\{ 
(t, r) \in [0, 1]\times \Omega : WNkl

(r, t) > ApSNkl
(r) \mathrm{l}\mathrm{n}1/2Nkl

\bigr\} 
,

Fkl(r) =
\bigl\{ 
t \in [0, 1] : WNkl

(r, t) > ApSNkl
(r) \mathrm{l}\mathrm{n}1/2Nkl

\bigr\} 
,

де S2
Nkl

(r) =
\sum Nkl

\| n\| =0
| an| 2r2n i Ap — стала з леми 1 з \beta = 1. За теоремою Фубiнi i за лемою

1 з cn = anr
n i \beta = 1 для (k, l) \in I одержимо

P0(Fkl) =

\int 
\Omega 

\left(   \int 
Fkl(r)

dP

\right)   d\nu =

\int 
\Omega 

P (Fkl(r))d\nu \leq 1

Nkl
\nu (\Omega ) =

1

Nkl
.

Зауважимо, що

Nkl > (h(r))
p+3
2 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+1+\delta 

\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} p\prod 
k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
p+1
2
erk
\varepsilon k

> e2k(l + k)2+2\delta .

Тому \sum 
(k,l)\in I

P0(Fkl) \leq 
+\infty \sum 
k=1

+\infty \sum 
l= - k+1

1

e2k(l + k)2+2\delta 
< +\infty .

Звiдси за лемою Бореля – Кантеллi з iмовiрнiстю, що дорiвнює одиницi, серед подiй
\{ Fkl : (k, l) \in I\} вiдбувається щонайбiльше скiнченна кiлькiсть подiй. Тому

P0(F ) = 1, F =

+\infty \bigcup 
s=1

+\infty \bigcup 
m=1

\bigcap 
k\geq s, l\geq m
(k,l)\in I

Fkl \subset [0, 1]\times \Omega .

Тодi для кожної точки (t, r) \in F iснують k0 = k0(t, r) i l0 = l0(t, r) такi, що для всiх k \geq k0,

l \geq l0, (k, l) \in I

WNkl
(r, t) \leq ApSNkl

(r) \mathrm{l}\mathrm{n}1/2Nkl.
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Нехай F\Omega =
\bigl\{ 
r \in \Omega : (\exists t)[(t, r) \in F ]

\bigr\} 
. Тодi \nu (F\Omega ) = 1. Подiбно для проєкцiї F на [0, 1],

F[0,1] =
\bigl\{ 
t \in [0, 1] : (\exists r)[(t, r) \in F ]

\bigr\} 
, маємо P (F[0,1]) = 1.

Нехай далi F\wedge (t) =
\bigl\{ 
r \in \Omega : (t, r) \in F

\bigr\} 
. Як i в [27, 36], за теоремою Фубiнi отримуємо

0 =

\int 
\Omega 0

(1 - \chi F )dP0 =

1\int 
0

\left(  \int 
\Omega 

(1 - \chi F\wedge (t))d\nu 

\right)  dP.

Тому P -майже скрiзь 0 =

\int 
\Omega 
(1  - \chi F\wedge (t))d\nu = 1  - \nu (F\wedge (t)), звiдки випливає, що iснує F1 \subset 

\subset F[0,1], P (F1) = 1, така, що \nu (F\wedge (t)) = 1 для кожного t \in F1.

Для кожних t \in F1 [27, 36] i (k, l) \in I виберемо точку r(k,l)0 (t) \in G\ast 
kl так, що

WNkl

\bigl( 
r
(k,l)
0 (t), t

\bigr) 
\geq 3

4
Mkl(t), Mkl(t)

df
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
WNkl

(r, t) : r \in G\ast 
kl

\bigr\} 
.

Тодi з \nu kl
\bigl( 
F\wedge (t) \cap G\ast 

kl

\bigr) 
= 1 для всiх (k, l) \in I випливає, що iснує точка r(k,l)(t) \in G\ast 

kl \cap F\wedge (t)

така, що \bigm| \bigm| WNkl

\bigl( 
r
(k,l)
0 (t), t

\bigr) 
 - WNkl

(r(k,l)(t), t)
\bigm| \bigm| < 1

4
Mkl(t),

звiдки
3

4
Mkl(t) \leq WNkl

\bigl( 
r
(k,l)
0 (t), t

\bigr) 
\leq WNkl

(r(k,l)(t), t) +
1

4
Mkl(t).

Оскiльки (t, r(k,l)(t)) \in F, то з нерiвностi (14) маємо

1

2
Mkl(t) \leq WNkl

(r(k,l)(t), t) \leq ApSNkl
(r(k,l)(t)) \mathrm{l}\mathrm{n}1/2Nkl.

Тепер для r(k,l) = r(k,l)(t) одержуємо

S2
Nkl

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq \mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\frakM f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq \mu 2f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
(h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
)
p+1
2 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta h

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\times 

\times \mathrm{l}\mathrm{n}
p
2
+\delta 
\bigl\{ 
\mu f
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) \bigr\} \left(  p\prod 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
er

(k,l)
j

\varepsilon j

\right)  
p - 1
2

+\delta 

.

Звiдси для t \in F1 i всiх k \geq k0(t), l \geq l0(t) отримуємо

SN
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\leq \mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) \Bigl( 
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) \Bigr) p+1
4

\mathrm{l}\mathrm{n}
p
4
+ \delta 

2 h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\times 

\times \mathrm{l}\mathrm{n}
p
4
+ \delta 

2
\bigl\{ 
\mu f
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) \bigr\} \left(  p\prod 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
er

(k,l)
j

\varepsilon j

\right)  
p - 1
4

+ \delta 
2

.

З (11) – (13) випливає, що d1
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\geq d(r) для r \in G\ast 

kl. Тодi для t \in F1, r \in F\wedge (t) \cap G\ast 
kl,

(k, l) \in I, k \geq k0(t), l \geq l0(t) виконується нерiвнiсть

Mf (r, t) \leq 
\sum 

\| n\| \geq 2d1
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) | an| rn +WNkl
(r, t) \leq 

\sum 
\| n\| \geq 2d(r)

| an| rn +Mkl(t).
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Отже, для t \in F1, r \in F\wedge (t) \cap G\ast 
kl, l \geq l0(t) i k \geq k0(t) маємо

Mf (r
(k,l), t) \leq \mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
+ 2ApSNkl

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n}1/2Nkl \leq \mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
+

+2Ap\mu f
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
(h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
)
p+1
4 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+ \delta 

2 h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\times 

\times \mathrm{l}\mathrm{n}
p
4
+ \delta 

2
\bigl\{ 
\mu f
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) \bigr\} \left(  p\prod 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
er

(k,l)
j

\varepsilon j

\right)  
p - 1
4

+ \delta 
2

\times 

\times 
\biggl[ \Bigl( p+ 3

2
+ 2\delta 

\Bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n}(eh

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
) +

\Bigl( p
2
+ 1 + 2\delta 

\Bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}\{ e2\mu f

\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
h
\bigl( 
r(k,l)

\bigr) 
\} +

+
\Bigl( p+ 1

2
+ 2\delta 

\Bigr) n\sum 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}
er

(k,l)
j

\varepsilon j

\biggr] 
.

Для t \in F1, r \in F\wedge (t) \cap G\ast 
kl, k \geq k0(t) i l \geq l0(t)

Mf (r, t) \leq \mu f (r)(h(r))
p+1
4 \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+1+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

p
4
+\delta 
\bigl\{ 
\mu f (r)h(r)

\bigr\} \Biggl( p\prod 
k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\Biggr) p - 1
4

+\delta 

.

Тому попередня нерiвнiсть виконується майже напевно (t \in F1, P (F1) = 1) для всiх

r \in 

\left(  \bigcup 
(k,l)\in I

(G\ast 
kl \cap F\wedge (t)) \cap G+

kl

\right)  \setminus E\ast = ([0; 1)p \cap G+
kl) \setminus (E

\ast \cup G\ast \cup E1) = [0; 1)p \setminus E2,

де

G+
kl =

+\infty \bigcup 
i=k

+\infty \bigcup 
j=l

Gkl, E2 = E1 \cup G\ast \cup E\ast , G\ast =
\bigcup 

(k,l)\in I

\bigl( 
G\ast 
kl \setminus F\wedge (t)

\bigr) 
.

Залишилося зауважити, що для \nu (G\ast ) маємо \nu (G\ast ) =
\sum 

(k,l)\in I
(\nu kl(G

\ast 
kl) - \nu kl(F\wedge (t))) = 0.

Тодi для всiх (k, l) \in I одержуємо

\nu kl(G
\ast 
kl \setminus F\wedge (t)) =

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}p(G
\ast 
kl \setminus F\wedge (t))

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}p(G\ast 
kl)

= 0,

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}p(G
\ast 
kl \setminus F\wedge (t)) =

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

G\ast 
kl\setminus F\wedge (t)

dr1 . . . drp
(1 - r1) . . . (1 - rp)

= 0.

Теорему 2 доведено.
4. Наслiдки i заключнi зауваження.
Зауваження 1. Точнiсть нерiвностi (7) доведено:
1) у випадку \BbbC p з h(r1, . . . , rp) \equiv 10, p \in \BbbN , p > 1, у [27];

2) у випадку \BbbD p з h(r1, . . . , rp) = r1 . . . rp
\bigl( 
(1 - r1) . . . (1 - rp)

\bigr)  - 1
p \in \BbbN , p > 1, у [36];

3) у випадку \BbbD \ell \times \BbbC p - \ell з h(r1, . . . , rp) = r1 . . . r\ell 
\bigl( 
(1 - r1) . . . (1 - r\ell )

\bigr)  - 1
, \ell \in \BbbN ,1 \leq \ell < p,

p \in \BbbN , у [37].
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Проблема 1. Питання щодо точностi нерiвностей (2) i (7) у довiльнiй фiксованiй повнiй
областi Рейнхарда є вiдкритим; те ж саме стосується довiльної функцiї h \in \scrH p.

У випадку \BbbG = \BbbC p з нерiвностi (5) при h(r1, . . . , rp) \equiv 10 випливає, що майже напевно

Mf (r, t) \leq \mu f (r)(\mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r))
p
2
+\delta 

\Biggl( 
p\prod 

k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
erk
\varepsilon k

\Biggr) p - 1
4

+\delta 

(15)

для всiх r \in \Delta \varepsilon \subset \BbbR \shortmid 
+ зовнi деякої множини E такої, що

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 
E\cap \Delta \varepsilon 

dr1 . . . drp
r1 . . . rp

< +\infty .

Наступне твердження є наслiдком з теореми 2 i дає для заданої функцiї f \in \scrA p(\BbbC p) майже
напевно iстотно сильнiший опис виняткової множини у нерiвностi (15).

Наслiдок 1. Нехай Z = (Zn(t)) — мультиплiкативна система, рiвномiрно обмежена чис-
лом 1 майже напевно, f \in \scrA p(\BbbC p). Для кожних \varepsilon \in \BbbR p+, \delta > 0 iснує множина E = E(\delta , f, t) \in 
\in \scrS h з h(r) = (\mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r))

p/(p+1) така, що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E майже напевно в \scrK (f, Z)

виконується нерiвнiсть (15).
У випадку p = 1 з теореми 2 маємо такий наслiдок.
Наслiдок 2. Нехай Z = (Zn(t)) — мультиплiкативна система, рiвномiрно обмежена чис-

лом 1 майже напевно, h \in \scrH 1, f \in \scrA 1(\BbbD R), 0 < R \leq +\infty . Для кожного \delta > 0 iснують
множина E = E(\delta , f, t) \in \scrS h i стала C > 0 такi, що для всiх r \in \Delta \varepsilon \setminus E майже напевно в
\scrK (f, Z) виконується нерiвнiсть

Mf (r, t) \leq C\mu f (r)(h(r))
1
2 \mathrm{l}\mathrm{n}

5
4
+\delta h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}

1
4
+\delta 
\bigl( 
\mu f (r)h(r)

\bigr) 
.

Зауважимо, що у частковому випадку p = 1 нерiвнiсть (5) є слабшою за нерiвнiсть (2),
тому у цьому випадку висловимо припущення, що у наслiдку 2 повинна виконуватись дещо

сильнiша нерiвнiсть Mf (r, t) \leq \mu f (r)(h(r))
1
2

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}h(r) \mathrm{l}\mathrm{n}(h(r)\mu f (r))

\bigr) 1/4+\delta 
.
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