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МЕТОД УСЕРЕДНЕННЯ В ЗАДАЧI ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ
ДЛЯ ЗБУРЕНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ*

We consider the optimal control problem formed by a parabolic nonlinear equation with rapidly oscillating coefficients, an
additive control function, and coercive cost functional. It is proved that the optimal value of the perturbed problem is close
to the optimal value for the corresponding problem with averaged coefficients.

Розглядається задача оптимального керування, що складається з параболiчного нелiнiйного рiвняння з швидко колив-
ними коефiцiєнтами й адитивним керуванням та коерцитивним функцiоналом вартостi. Доведено, що оптимальне
значення збуреної задачi близьке до оптимального значення вiдповiдної задачi з усередненими коефiцiєнтами.

Вступ. Починаючи з пiонерських робiт М. М. Боголюбова [1, 2] iдея усереднення широко
поширена в теорiї диференцiальних рiвнянь та їх застосувань [3, 4], включаючи задачi опти-
мального керування [5, 6]. Основним iнструментом є вiдповiдна адаптацiя теореми Красносель-
ського – Крейна. У цiй статтi отримано деякi результати щодо усереднення задачi оптимального
керування для нелiнiйного параболiчного рiвняння зi швидко коливними за часом коефiцiєнта-
ми та коерцитивним функцiоналом якостi. Варто зазначити, що iснує багато робiт, присвячених
наближеним оптимальним керуванням для параболiчних рiвнянь зi швидко коливними за про-
сторовою змiнною коефiцiєнтами [7 – 9]. Ми розглядаємо коефiцiєнти вигляду f(t/\varepsilon , y), де
y = y(t, x) — шукана функцiя, \varepsilon > 0 — малий параметр.

Постановка задачi. В цилiндрi QT = (0, T )\times \Omega , де \Omega \subset Rn — обмежена область, розгля-
немо задачу оптимального керування

\partial y(t, x)

\partial t
= \Delta y(t, x) + f(t/\varepsilon , y(t, x)) + g(y(t, x))u(t, x),

y| \partial \Omega = 0, (1)

y| t=0 = y0(x),

u \in U \subseteq L2(QT ), (2)

J(y, u) =

\int 
\Omega 

q(x, y(T, x))dx+

\int 
QT

u2(t, x)dtdx\rightarrow \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}, (3)

де f : R+ \times R \rightarrow R, g : R \rightarrow R — неперервнi функцiї, до того ж для деяких додатних сталих
Ci, i = 1, 2, 3, та функцiй K1 \in L2(\Omega ), K2 \in L1(\Omega ) виконуються такi умови:

| f(t, y)| \leq C1(1 + | y| ) \forall t \geq 0 \forall y \in R, (4)

| g(y)| \leq C2 \forall y \in R, (5)
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U замкнена та опукла, 0 \in U, (6)

q : \Omega \times R\rightarrow R — функцiя Каратеодорi,

| q(x, \xi )| \leq C3| \xi | +K1(x), q(x, \xi ) \geq K2(x). (7)

Ми доведемо, що за припущень (4) – (7) задача оптимального керування (1) – (3) має розв’язок
\{ y\varepsilon , u\varepsilon \} , де y\varepsilon — слабкий розв’язок рiвняння (1) з керуванням u = u\varepsilon . При цьому умови (4) – (7)
не гарантують єдиностi такого розв’язку.

Далi, припустимо що рiвномiрно по y \in R iснує границя

\=f(y) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
T\rightarrow \infty 

1

T

T\int 
0

f(s, y)ds. (8)

Основним результатом статтi є встановлення збiжностi

J (y\varepsilon , u\varepsilon )\rightarrow J (\=y, \=u), \varepsilon \rightarrow 0, (9)

де \{ \=y, \=u\} — оптимальний процес у задачi (1) – (3) з усередненою функцiєю \=f.

Основнi результати. Для u \in L2(QT ), y0 \in L2(\Omega ) будемо розглядати розв’язок рiвняння
(1) у слабкому сенсi, тобто y \in L2

\bigl( 
0, T ;H1

0 (\Omega )
\bigr) 
\cap L\infty \bigl( 

0, T ;L2(\Omega )
\bigr) 

такий, що

\forall \varphi \in H1
0 (\Omega ) \forall \eta \in C\infty 

0 (0, T ) :

 - 
T\int 
0

(y, \varphi )\eta \prime +

T\int 
0

(\nabla y,\nabla \varphi )\eta =

T\int 
0

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon 
, y

\biggr) 
, \varphi 

\biggr) 
\eta +

T\int 
0

(g(y)u, \varphi )\eta . (10)

Тут i далi через \| \cdot \| i (\cdot , \cdot ) позначено норму i скалярний добуток в L2(\Omega ).

З умови (4) маємо включення
\partial y

\partial t
\in L2

\bigl( 
0, T ;H - 1(\Omega )

\bigr) 
, яке означає, що кожен розв’язок

рiвняння (1) є абсолютно неперервною функцiєю з [0, T ] в L2(\Omega ), i (10) еквiвалентна рiвностi

d

dt
(y, \varphi ) + (\nabla y,\nabla \varphi ) =

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon 
, y

\biggr) 
, \varphi 

\biggr) 
+ (g(y)u, \varphi ) для майже всiх t \in (0, T ). (11)

Вiдомо [10, 11], що для будь-якого y0 \in L2(\Omega ) iснує принаймнi один слабкий розв’язок рiв-
няння (1) з y(0, x) = y0(x). Крiм того, справедливою є оцiнка: для майже всiх t \in (0, T )

d

dt
\| y(t)\| 2 + \| \nabla y(t)\| 2 \leq C4

\bigl( 
1 + \| y(t)\| 2 + \| u(t)\| 2

\bigr) 
, (12)

\| y(t)\| \leq C5 (1 + \| y0\| + \| u\| QT
) \forall t \in [0, T ], (13)

де ми позначили

\| u\| QT
:=

\int 
QT

u2(t, x) dt dx.

Лема 1. За умов (4) – (7) задача (1) – (3) для кожного \varepsilon > 0 має принаймнi один роз-
в’язок \{ y\varepsilon , u\varepsilon \} .
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Доведення. Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть \{ un, yn\} . Вiдповiдно до (7) послiдов-
нiсть \{ un\} обмежена в L2(QT ), а отже, по пiдпослiдовностi

un \rightarrow u слабко в L2(QT ).

Тодi з (12), (13) виводимо, що

\{ yn\} обмежена в L\infty \bigl( 
0, T ;L2(\Omega )

\bigr) 
\cap L2

\bigl( 
0, T ;H1

0 (\Omega )
\bigr) 
,\biggl\{ 

\partial yn
\partial t

\biggr\} 
обмежена в L2

\bigl( 
0, T ;H - 1(\Omega )

\bigr) 
. (14)

Отже, з леми про компактнiсть [11] маємо

yn \rightarrow y в L2
\bigl( 
0, T ;L2(\Omega )

\bigr) 
та майже скрiзь в QT . (15)

Використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, переходимо до границi в рiвнос-
тi (10), записанiй для yn, i отримуємо, що y є розв’язком рiвняння (1) з керуванням u. Пiсля цьо-
го стандартнi мiркування [12], пов’язанi зi слабкою напiвнеперервнiстю знизу i коерцитивнiстю
цiльового функцiонала J, дозволяють стверджувати, що \{ y, u\} є розв’язком задачi (1) – (3).

Лему доведено.
Тепер розглянемо усереднену задачу

\partial y

\partial t
= \Delta y + \=f(y) + g(y)u,

y| \partial \Omega = 0,

y| t=0 = y0,

(16)

u \in U \subseteq L2(QT ), (17)

J(y, u) =

\int 
\Omega 

q(x, y(T, x))dx+

\int 
QT

u2(t, x)dtdx\rightarrow \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}, (18)

де неперервну функцiю \=f : R\rightarrow R визначено у (8).
Легко бачити, що \=f задовольняє (4), тому задача (16) – (18) має принаймнi один роз-

в’язок \{ \=y, \=u\} .
Теорема 1. Нехай виконуються умови (4) – (8) i, крiм того,

для будь-якого u \in U задача (16) має єдиний розв’язок, (19)

\forall \epsilon > 0 \exists \delta > 0 \forall t \geq 0 : | y  - z| < \delta \Rightarrow | f(t, y) - f(t, z)| < \epsilon . (20)

Тодi

J (y\varepsilon , u\varepsilon )\rightarrow J (\=y, \=u) при \varepsilon \rightarrow 0. (21)

Доведення. Нехай \varepsilon n \rightarrow 0, \{ yn, un\} := \{ y\varepsilon n, u\varepsilon n\} — оптимальний процес у задачi (1) – (3)
для \varepsilon = \varepsilon n. Завдяки (7) та оптимальностi \{ yn, uu\} отримуємо
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\Omega 

K2(x)dx+

\int 
QT

u2n(t, x)dtdx \leq J(zn, 0) \leq C3

\int 
\Omega 

| zn(T, x)| 2dx+

\int 
\Omega 

K1(x)dx,

де zn — розв’язок рiвняння (1) з \varepsilon = \varepsilon n, u \equiv 0.

З оцiнки (13), застосованої до zn, виводимо, що \{ un\} обмежена в L2(QT ). Отже, ми можемо
повторити мiркування з доведення леми 1 i зробити висновок про те, що для деякого \{ \=y, \=u\} по
пiдпослiдовностi

un \rightarrow \=u слабко в L2(QT ),

yn \rightarrow \=y в L2
\bigl( 
0, T ;L2(\Omega )

\bigr) 
i майже скрiзь в QT . (22)

Доведемо, що \{ \=y, \=u\} задовольняє (16).
З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо

g(yn) \rightarrow g(\=y) в L2(QT ). (23)

З (14) одержуємо, що

yn \rightarrow \=y слабко в L2
\bigl( 
0, T ;H1

0 (\Omega )
\bigr) 
. (24)

Покажемо, що для будь-якого \varphi \in H1
0 (\Omega )\int 

QT

f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yn(t, x)

\biggr) 
\varphi (x) dt dx\rightarrow 

\int 
QT

\=f(\=y(t, x))\varphi (x) dt dx. (25)

Спочатку зауважимо, що з (8), умови (4) та теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть для
будь-яких 0 < a < b, \psi \in L2(\Omega )

b\int 
a

\int 
\Omega 

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, \psi (x)

\biggr) 
 - \=f(\psi (x))

\biggr) 
\varphi (x) dx dt\rightarrow 0, n\rightarrow \infty . (26)

Далi, з (22) та теореми Єгорова маємо, що для кожного \delta > 0 iснує таке Q\delta 
1 \subset QT , що

\mu 
\bigl( 
Q\delta 

1

\bigr) 
< \delta i

yn \rightarrow \=y рiвномiрно на QT \setminus Q\delta 
1, n\rightarrow \infty . (27)

Оскiльки \=y \in L2
\bigl( 
0, T ;L2(\Omega )

\bigr) 
, то iснує послiдовнiсть кусково-сталих функцiй

yM (t, x) =
M\sum 
k=1

yMk (x)\chi AM
k
(t),

де
\bigl\{ 
yMk

\bigr\} 
\subset L2(\Omega ),

\bigl\{ 
AM

k =
\bigl( 
aMk , b

M
k

\bigr) \bigr\} 
— покриття (0, T ), така, що при M \rightarrow \infty 

yM \rightarrow \=y в L2(QT ) i майже скрiзь в QT .

Крiм того, для кожного \delta > 0 iснує таке Q\delta 
2 \subset QT , що \mu 

\bigl( 
Q\delta 

2

\bigr) 
< \delta i
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yM \rightarrow \=y рiвномiрно на QT \setminus Q\delta 
2, M \rightarrow \infty ,

де \mu — мiра Лебега в R2.

Далi \int 
QT

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yn(t, x)

\biggr) 
\varphi (x) - \=f(\=y(t, x))

\biggr) 
\varphi (x) dt dx =

=

\int 
QT

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yn(t, x)

\biggr) 
 - f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, \=y(t, x)

\biggr) \biggr) 
\varphi (x)dtdx+

+

\int 
QT

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, \=y(t, x)

\biggr) 
 - \=f(\=y(t, x))

\biggr) 
\varphi (x)dtdx =: I1 + I2,

I1 \leq 
\int 
QT

\setminus Q\delta 
1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f\biggl( t

\varepsilon n
, yn(t, x)

\biggr) 
 - f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, \=y(t, x)

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | \varphi (x)| dt dx+
+

\int 
Q\delta 

1

C1 (2 + | yn(t, x)| + | \=y(t, x)| ) | \varphi (x)| dt dx =: I
(1)
1 + I

(2)
1 .

З (13) маємо

\| yn\| QT
+ \| \=y\| QT

\leq C6. (28)

Далi з (28) i нерiвностi Гельдера отримуємо

\forall \delta > 0 \forall n \geq 1 : I
(2)
1 \leq C7 \cdot \delta 

1
2 .

З умови (20) виводимо, що для будь-якого \varepsilon > 0 iснує \lambda > 0 таке, що

\forall t \in [0, T ] \forall n \geq 1 \forall \xi , z, | \xi  - z| < \lambda :

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f\biggl( t

\varepsilon n
, \xi 

\biggr) 
 - f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, z

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Отже, з (27) випливає, що

\forall \delta > 0 \exists N1 \forall n \geq N1 : I(1)1 \leq \delta .

Для кожної функцiї yM (t, x) з (26) маємо\int 
QT

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yM (t, x)

\biggr) 
 - \=f

\bigl( 
yM (t, x)

\bigr) \biggr) 
\varphi (x) dt dx =

=
M\sum 
k=1

\int 
AM

k

\int 
\Omega 

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yMk (x)

\biggr) 
 - \=f

\bigl( 
yMk (x)

\bigr) \biggr) 
\varphi (x)dxdt\rightarrow 0, n\rightarrow \infty .

Таким чином,
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\forall M \geq 1 \exists N(M) \forall n \geq N(M) :\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
QT

\biggl( 
f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yM (t, x)

\biggr) 
 - \=f(yM (t, x))

\biggr) 
\varphi (x) dt dx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \delta .

Далi, згiдно з (20) iснує таке M0, що\int 
QT /Q\delta 

2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f\biggl( t

\varepsilon n
, \=y(t, x)

\biggr) 
 - f

\biggl( 
t

\varepsilon n
, yM (t, x)

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | \varphi (x)| dt dx < \delta ,

\int 
QT \setminus Q\delta 

2

\bigm| \bigm| \=f (\=y(t, x)) - \=f
\bigl( 
yM (t, x)

\bigr) \bigm| \bigm| | \varphi (x)| dt dx < \delta \forall M \geq M0 \forall n \geq 1.

Таким чином, для M \geq M0 i n \geq N(M) отримуємо

I2 \leq 
\int 
Q\delta 

2

2C1(1 + | \=y(t, x)| )| \varphi (x)| dxdt+ 3\delta \leq C8\delta 
1
2 + 3\delta .

Об’єднуючи всi цi нерiвностi, отримуємо (25).
Нерiвностi (22) – (25) дають можливiсть перейти до границi в рiвностi (11), зiнтегрованiй

вiд 0 до T, й одержати необхiдний результат про те, що \=y є слабким розв’язком рiвняння (16)
з керуванням \=u.

Доведемо, що \{ \=y, \=u\} — оптимальний процес у задачi (16) – (18).
Для кожного u \in U i вiдповiдного розв’язку yn рiвняння (1) маємо

J (y\varepsilon n , u\varepsilon n)\leq J(yn, u).

Мiркуючи так само, як i при доведеннi леми 1, отримуємо, що по пiдпослiдовностi

yn \rightarrow y у сенсi (14), (15)

i y згiдно з (20) є єдиним розв’язком рiвняння (16) для вiдповiдного керування u.
Пiсля переходу до границi одержуємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} J (y\varepsilon n , u\varepsilon n)\geq J(\=y, \=u),

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} J(y\varepsilon n , u\varepsilon n) \leq J(y, u).
(29)

Отже, \{ \=y, \=u\} є оптимальним процесом у задачi (16) – (18).
Якщо ми покладемо u = \=u у попереднiх мiркуваннях, то з (29) отримаємо

J (\=y, \=u)\leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} J (y\varepsilon n , u\varepsilon n)\leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} J (y\varepsilon n , u\varepsilon n)\leq J (\=y, \=u) .

З цих нерiвностей випливає (9).
Теорему доведено.
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