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НЕЛIНIЙНI IНТЕГРАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI КРАЙОВI ЗАДАЧI
З ВIДХИЛЕННЯМ АРГУМЕНТУ, НЕ РОЗВ’ЯЗАНI ЩОДО ПОХIДНОЇ

The investigations of linear differential-algebraic boundary-value problems are closely connected with numerous applicati-
ons of the corresponding mathematical models in the theory of nonlinear oscillations, mechanics, biology, radio-engineering,
and the theory of stability of motion. Thus, the problem of generalization of the results obtained by S. Campbell,
A. M. Samoilenko and O. A. Boichuk to the case of nonlinear boundary-value problems unsolved with respect to the
derivative seems to be quite urgent. In particular, this is true for finding necessary and sufficient conditions for the existence
of the required solutions of nonlinear integrodifferential boundary-value problems with deviating argument unsolved with
respect to the derivative. We establish the conditions for existence and propose a constructive scheme for finding the
solutions of a nonlinear integrodifferential boundary-value problem with deviating argument unsolved with respect to the
derivative.

Дослiдження лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь тiсно пов’язане з численними застосуваннями вiдпо-
вiдних математичних моделей у теорiї нелiнiйних коливань, механiцi, бiологiї, радiотехнiцi та теорiї стiйкостi руху.
Таким чином, актуальною є проблема перенесення результатiв, отриманих у статтях та монографiях S. Campbell,
А. М. Самойленка та О. А. Бойчука, на нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi крайовi задачi, не розв’язанi щодо
похiдної, зокрема знаходження необхiдних i достатнiх умов iснування розв’язкiв нелiнiйних iнтегро-диференцiаль-
них крайових задач iз вiдхиленням аргументу, не розв’язаних щодо похiдної з вiдхиленням аргументу. Знайдено
конструктивнi умови iснування розв’язкiв нелiнiйної iнтегро-диференцiальної крайової задачi, не розв’язаної щодо
похiдної з вiдхиленням аргументу.

Дослiдження диференцiально-алгебраїчних рiвнянь започатковано в роботах К. Веєрштрасса,
М. М. Лузiна та Ф. Р. Гантмахера. Роботи S. Campbell, Ю. Є. Бояринцева, В. Ф. Чистякова,
А. М. Самойленка, М. О. Перестюка, В. П. Яковця, О. А. Бойчука, A. Ilchmann та T. Reis
присвячено систематичному дослiдженню диференцiально-алгебраїчних крайових задач. Вод-
ночас дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач тiсно пов’язанi з вивченням
лiнiйних крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь, започаткованим у роботах
А. Пуанкаре, О. М. Ляпунова, М. М. Крилова, М. М. Боголюбова, I. Г. Малкiна, А. Д. Мишкiса,
Є. О. Гребенiкова, Ю. О. Рябова, Ю. О. Митропольського, I. Т. Кiгурадзе, А. М. Самойленка,
М. О. Перестюка та О. А. Бойчука.

1. Постановка задачi. Будемо дослiджувати задачу про побудову розв’язкiв [1]

y(t) \in \BbbC [0, T ], y(t) \in \BbbD 2[0;T ], y\prime (t) \in \BbbL 2[\Delta ;T ]

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної системи з вiдхиленням аргументу, не розв’язаної щодо
похiдної

A(t)y\prime (t) = B(t)y(t) + C(t)y(h(t)) + \Phi (t)

T\int 
\Delta 

F (y(s), y(h(s)), y\prime (s), s) ds+ f(t), (1)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

\ell y(\cdot ) = \alpha , \alpha \in \BbbR \upsilon . (2)
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Розв’язок крайової задачi (1), (2) шукатимемо неперервним у точцi t = \Delta з початковою функ-
цiєю [1 – 3]

y(t) = \varphi (t) \in \BbbC 1[0,\Delta ].

Вiдхилення аргументу визначає неперервна функцiя h(t) : [\Delta , T ] \rightarrow [0,\Delta ]. Тут

A(t), B(t), C(t) \in \BbbC m\times n[0, T ], \Phi (t) \in \BbbC m\times q[0, T ], f(t) \in \BbbC [0, T ]

— неперервнi матрицi; матрицю A(t) припускаємо прямокутною: m \not = n, або ж квадратною,
але виродженою. Крiм того, припустимо, що ранг матрицi A(t) при похiднiй не змiнюється
на вiдрiзку [\Delta , T ]. Нелiнiйну вектор-функцiю F (y(t), y(h(t)), y\prime (t), t) будемо вважати двiчi
неперервно диференцiйовною за розв’язком y(t) крайової задачi (1), (2) та його похiдною y\prime (t)

у малому околi розв’язку

y0(t) \in \BbbC [0, T ], y0(t) \in \BbbD 2[0;T ], y\prime 0(t) \in \BbbL 2[\Delta ;T ], T := (q + 1)\Delta , q \in \BbbN ,

породжуючої нетерової (n \not = p) крайової задачi

A(t)y\prime 0(t) = B(t)y0(t) + C(t)y(h(t)) + f(t), \ell y0(\cdot ) = \alpha (3)

та його похiдної y\prime 0(t), а також неперервною за третiм аргументом на вiдрiзку [\Delta ;T ];

\ell y(\cdot ) : \BbbC [0;T ] \rightarrow \BbbR \upsilon 

— лiнiйний обмежений векторний функцiонал, визначений на просторi \BbbC [0;T ] n-вимiрних
неперервних на вiдрiзку [0, T ] вектор-функцiй [1].

Таким чином, сформульована задача узагальнює крайовi задачi для систем лiнiйних iнтегро-
диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродженим ядром [4, 5], а також крайовi задачi
для систем диференцiально-алгебраїчних рiвнянь [6 – 8].

2. Нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi крайовi задачi, не розв’язанi щодо похiдної з
вiдхиленням аргументу. Розв’язок породжуючої системи (3) визначає рiвняння

A(t)y\prime 0(t) = B(t)y0(t) + g(t), g(t) := C(t)\varphi (h(t)) + f(t). (4)

Припустимо, що для породжуючої системи (4) виконуються умови теореми у статтi [8, c. 15]. За
цих умов у випадку виродження порядку p для довiльної фiксованої неперервної вектор-функцiї
\nu p(t) диференцiально-алгебраїчна система (4) має розв’язок вигляду

y0(t, c\rho p - 1) = Xp(t)c\rho p - 1 +K
\bigl[ 
g(s), \nu p(s)

\bigr] 
(t), t \in [\Delta ;T ], c\rho p - 1 \in \BbbR \rho p - 1 .

Тут K[g(s), \nu p(s)](t) — узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для породжуючої системи (4).
Розв’язок породжуючої системи (4)

y0(t) := K\Delta 

\bigl[ 
f(s), \varphi (s), \nu p(s)

\bigr] 
(t), t \in [\Delta ;T ],

неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю за умови

PX\ast 
p
(\Delta )

\bigl\{ 
\varphi (\Delta ) - K

\bigl[ 
g(s), \nu p(s)

\bigr] 
(\Delta )

\bigr\} 
= 0. (5)

Тут PX\ast 
p
(\Delta ) — матриця-ортопроектор,
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K\Delta 

\bigl[ 
f(s), \varphi (s), \nu p(s)

\bigr] 
(t) := Xp(t)X

+
p (\Delta )

\bigl\{ 
\varphi (\Delta ) - 

 - K
\bigl[ 
g(s), \nu p(s)

\bigr] 
(\Delta )

\bigr\} 
+K

\bigl[ 
g(s), \nu p(s)

\bigr] 
(t), t \in [\Delta ;T ].

Як вiдомо, загальний вигляд

\ell y(\cdot ) :=
T\int 
0

dW (t) y(t), W (t) \in \BbbV m\times n[0, T ],

лiнiйного функцiонала

\ell y(\cdot ) :=
T\int 
0

dW (t) y(t) : \BbbC [0, T ] \rightarrow \BbbR \upsilon 

визначає (\upsilon \times n)-вимiрна матриця W (t), елементи якої — функцiї обмеженої на вiдрiзку [0, T ]

варiацiї. Тут iнтеграл — це iнтеграл Рiмана – Стiлтьєса [1]. Отже, лiнiйний обмежений векторний
функцiонал \ell y(\cdot ) зображується у виглядi

\ell y(\cdot ) = \ell 0y(\cdot ) + \ell 1y(\cdot ) : \BbbC [0;T ] \rightarrow \BbbR \upsilon ,

де

\ell 0y(\cdot ) :=
\Delta \int 
0

dW (t) y(t) : \BbbC [0;\Delta ] \rightarrow \BbbR \upsilon , \ell 1y(\cdot ) :=
T\int 

\Delta 

dW (t) y(t) : \BbbC [\Delta ;T ] \rightarrow \BbbR \upsilon 

— лiнiйнi обмеженi векторнi функцiонали.
Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (4) з прямокутною, або ж квадратною,

але виродженою матрицею A(t) сталого рангу, виконуються вимоги теореми у статтi [8, c. 15].
Породжуюча крайова задача (3) розв’язна тодi й лише тодi, коли

\ell 0 \varphi (\cdot ) + \ell 1K\Delta 

\bigl[ 
f(s), \varphi (s), \nu p(s)

\bigr] 
(\cdot ) = \alpha .

При цьому породжуюча крайова задача (3) має єдиний розв’язок

y0(t) = G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t), t \in [\Delta ;T ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю i зображується за допомогою
узагальненого оператора Грiна [8]

G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t) := K\Delta 

\bigl[ 
f(s), \varphi (s), \nu p(s)

\bigr] 
(t), t \in [\Delta ;T ].

Таким чином, доведено таке твердження.
Лема. У випадку виродження порядку p для довiльної фiксованої неперервної вектор-

функцiї \nu p(t) диференцiально-алгебраїчна система (3) розв’язна тодi й лише тодi, коли

\ell 0 \varphi (\cdot ) + \ell 1K\Delta 

\bigl[ 
f(s), \varphi (s), \nu p(s)

\bigr] 
(\cdot ) = \alpha . (6)

У випадку (5), (6) породжуюча крайова задача (3) має єдиний розв’язок

y0(t) = G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t), t \in [\Delta ;T ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю.
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Для фiксованої неперервної функцiї \nu p(t) розв’язок нелiнiйної крайової задачi (1), (2) шу-
каємо у виглядi

y(t) = y0(t) + x(t).

Тут PQ\ast — матриця-ортопроектор:

\BbbR \upsilon \rightarrow \BbbN (Q\ast ), Q := \ell 1Xp(\cdot ) \in \BbbR \upsilon \times \rho p - 1 .

Для знаходження вiдхилення

x(t) \in \BbbC [0, T ], x(t) \in \BbbD 2[0;T ], x\prime (t) \in \BbbL 2[\Delta ;T ],

вiд породжуючого розв’язку y0(t) отримуємо крайову задачу

A(t)x\prime (t) = B(t)x(t) + \Phi (t)

T\int 
\Delta 

F (y(s), y(h(s)), y\prime (s), s) ds, \ell y(\cdot ) = 0. (7)

Вiдхилення
x(t, u, v) = Xp(t)u+\Psi (t)v

вiд породжуючого розв’язку y0(t) визначають невiдомi сталi

v :=

T\int 
\Delta 

F (y(s), y(h(s)), y\prime (s), s) ds \in \BbbR q, u \in \BbbR n,

i матриця
\Psi (t) := K\Delta 

\bigl[ 
f(s), \varphi (s), \nu p(s)

\bigr] 
(t) \in \BbbD 2

n\times q[\Delta ;T ].

Шуканий розв’язок y(t) виродженої iнтегрально-диференцiальної системи (1) задовольняє кра-
йову умову (2) у випадку

Qv +Ru = 0, R := \ell \Psi (\cdot ) \in \BbbR \upsilon \times q. (8)

Позначимо через P0 \in \BbbR \rho p - 1\times \omega 0 матрицю, утворену з \omega 0 лiнiйно незалежних стовпцiв орто-
проектора PQ, а через P1 \in \BbbR q\times \omega 1 матрицю, утворену з \omega 1 лiнiйно незалежних стовпцiв
ортопроектора PR :

PR : \BbbR q \rightarrow \BbbN (R).

Умову (2) задовольняють вектори

u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1, c0 \in \BbbR \omega 0 , c1 \in \BbbR \omega 1 .

Для знаходження вектора

\v c :=

\Biggl( 
c0

c1

\Biggr) 
\in \BbbR \omega 0+\omega 1 ,

необхiдного для визначення невiдомих u(c0) i v(c1), отримуємо рiвняння

\psi (\v c) = 0, (9)
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де

\psi (\v c) := v(c1) - 
T\int 

\Delta 

F
\bigl( 
y(s, \v c), y(h(s), \v c), y\prime (s, \v c), s

\bigr) 
dt

— нелiнiйна вектор-функцiя:
\psi (\v c) : \BbbR \omega 0+\omega 1 \rightarrow \BbbR \rho p - 1 .

Якщо для рiвняння (9) справджуються умови [9, 10], знаходимо невiдомi u(c0) i v(c1).
Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (4) виконуються умови на-

веденої вище леми. За цих умов для довiльної фiксованої неперервної вектор-функцiї \nu p(t)
породжуюча крайова задача (3) має єдиний розв’язок

y0(t) = G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t), t \in [\Delta ;T ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю. Шуканий розв’язок

y(t) = y0(t) + x(t), x(t) = X(t)v +\Psi (t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2), не розв’язаної щодо похiдної,
визначає вектор \v c, який задовольняє нелiнiйне рiвняння (9). Припустимо, що для рiвняння (9)
виконуються такi умови:

1) нелiнiйна вектор-функцiя \psi (\v c), двiчi неперервно диференцiйовна по \v c в областi \Omega \subseteq 
\subseteq \BbbR \omega 0+\omega 1 , в околi точки \v c0 має корiнь \v c;

2) в околi нульового наближення \v c0 \in \Omega \subseteq \BbbR \omega 0+\omega 1 виконуються нерiвностi\bigm\| \bigm\| J+
k

\bigm\| \bigm\| \leq \sigma 1(k),
\bigm\| \bigm\| d2\psi (\xi k ; \v c - \v ck)

\bigm\| \bigm\| \leq \sigma 2(k) \| \v c - \v ck\| ;

3) iснує стала

\theta := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
k\in \BbbN 

\biggl\{ 
\sigma 1(k)\sigma 2(k)

2

\biggr\} 
.

Тодi за умови
PJ\ast 

k
= 0, Jk := \psi \prime (\v ck) \in \BbbR \rho p - 1\times (\omega 0+\omega 1),

для знаходження вектора \v c застосовна iтерацiйна схема

\v ck+1 = \v ck  - J+
k \varphi (\v ck), k \in \BbbN , (10)

до того ж швидкiсть збiжностi послiдовностi наближень до розв’язку рiвняння (9) квадратич-
на. За умови x(\Delta ) = 0 знайдений розв’язок нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової
задачi (1), (2), не розв’язаної щодо похiдної, неперервно та однозначно продовжує початкову
функцiю.

Доведена теорема узагальнює результати [4] на випадок диференцiально-алгебраїчної го-
ловної частини системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродженим
ядром, а також результати [5] на випадок виродженої нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi, не розв’язаної щодо похiдної. Крiм того, доведена теорема узагальнює резуль-
тати [11, 12] на випадок нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi.
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Приклад 1. Умови доведеної теореми справджуються у випадку перiодичної крайової за-
дачi для рiвняння

A(t)y\prime (t) = B(t)y(t) + C(t)y(h(t)) + \Phi (t)

2\pi \int 
\pi 

F (y(s), y(h(s)), y\prime (s), s) ds+ f(t), (11)

де, зокрема,

A(t) :=

\left(       
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t 0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\right)       , B(t) :=

\left(       
 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\right)       ,

C(t) :=

\left(       
0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t 0

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t 0

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\right)       , f(t) :=

\left(       
0

1 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

0

1 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\right)       .

Крiм того,

\Phi (t) :=

\left(       
0 0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1

\right)       , M(t) :=

\left(    
0 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t 0

3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t 0 0

0 0 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

\right)    .
Вiдхилення аргументу визначає неперервна функцiя

h(t) := t - \pi : [\pi , 2\pi ] \rightarrow [0, \pi ], F
\bigl( 
y(t), y\prime (t), t

\bigr) 
:=M(t) y(t) (y\prime (t))\ast y(t).

Розв’язок перiодичної крайової задачi для рiвняння (11) шукатимемо неперервним у точцi t = \pi 

з початковою функцiєю

y(t) = \varphi (t) :=
\bigl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t 0 0

\bigr) \ast \in \BbbC 1[0, \pi ].

Оскiльки

PA\ast (t) =
1

4

\left(       
1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t - 1  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t 1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t  - 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t - 1  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t  - 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t 1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2t

\right)       \not = 0,

породжуюча система для рiвняння (11) вироджена, а матриця A(t) має сталий ранг. Для поро-
джуючої системи для рiвняння (11) виконуються умови теореми у статтi [8, c. 15], до того ж
має мiсце виродження першого порядку: p = 1. Породжуюча система (4) для рiвняння (11) має
розв’язок
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y(t, c3) = X1(t) c3 +K
\bigl[ 
g(s)

\bigr] 
(t), t \in [\pi ; 2\pi ], c3 \in \BbbR 3,

який не залежить вiд вектор-функцiї \nu 1(t). Тут

X1(t) =

\left(    
1 0 t

0 0 1

e - t  - 1 e - t 1 - e - t  - t

\right)    ,
а також

K
\bigl[ 
g(s)

\bigr] 
(t) =

\left(    
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t - 1

0

1 - e - t

\right)    
— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для породжуючої диференцiально-алгебраїчної
системи у випадку рiвняння (11). Умови (5) i (6) при цьому виконано, тому породжуюча крайова
задача для рiвняння (11) має єдиний розв’язок

y0(t) = G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t) =

\left(    
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

0

0

\right)    , t \in [\pi ; 2\pi ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю. Оскiльки

Q =

\left(    
0 0  - 2\pi 

0 0 0

1 - e - 2\pi 1 - e - 2\pi e - 2\pi  - 1 + 2\pi 

\right)    , R = (e - 2\pi  - 1)

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 1 1

\right)    ,
отримуємо матрицi

P0 =

\left(    
1

 - 1

0

\right)    , P1 =

\left(    
2  - 1

 - 1 2

 - 1  - 1

\right)    .
Перiодичний розв’язок рiвняння (11)

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v +\Psi (t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1,

не розв’язаного щодо похiдної, визначає вектор \v c, який задовольняє нелiнiйне рiвняння

\psi (\v c) :=

\left(    
2 c2  - c3

 - 4 c1  - c2 + 2 c3

 - c2  - c3  - \pi c21

\right)    = 0.

Для отриманого рiвняння справджуються умови [9, 10], тому для знаходження сталої \v c засто-
совна iтерацiйна схема (10). Справдi, за умови

\v c0 :=  - 
\bigl( 
1, 27 1, 7 3, 4

\bigr) \ast 
, \| \varphi ( \v c0)\| \infty \approx 0, 02,
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на першому кроцi отримуємо PJ\ast 
0
= 0, при цьому

\v c1 \approx 

\left(    
 - 1, 27 325

 - 1, 69 766

 - 3, 39 533

\right)    , \| \psi ( \v c1)\| \infty \approx 0, 0000 331 388.

На другому кроцi одержуємо PJ\ast 
1
= 0, при цьому

\v c2 \approx 

\left(    
 - 1, 273 239 544 789 068

 - 1, 697 652 726 385 424

 - 3, 395 305 452 770 848

\right)    , \| \psi ( \v c2)\| \infty \approx 2, 15 622\times 10 - 10.

На третьому кроцi знаходимо PJ\ast 
2
= 0, при цьому

\v c3 \approx 

\left(    
 - 1, 273 239 544 735 162

 - 1, 697 652 726 313 550

 - 3, 395 305 452 627 100

\right)    , \| \psi ( \v c3)\| \infty \approx 8, 88 178\times 10 - 16.

Оскiльки умову x(\Delta ) = 0 не виконано, перiодичний розв’язок рiвняння (11) однозначно про-
довжує початкову функцiю з розривом у точцi \pi . Водночас для рiвняння (9) у випадку рiвняння
(11) iснує тривiальний розв’язок \v c = 0, для якого умову (12) виконано. При цьому перiодична
крайова задача для рiвняння (11) має єдиний розв’язок

y(t) =

\left(    
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

0

0

\right)    , t \in [\pi ; 2\pi ],

який неперервно продовжує початкову функцiю.
3. Лiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi крайовi задачi, не розв’язанi щодо похiдної з

вiдхиленням аргументу. Далi будемо вважати вектор-функцiю F (y(t), y(h(t)), y\prime (t), t) лiнiй-
ною за розв’язком y(t), y(h(t)) крайової задачi (1), (2) та його похiдною y\prime (t). Тому має мiсце
розклад

F (y0(t) + x(t), y(h(t)) + x(h(t)), y\prime 0(t) + x\prime (t), t) = F (y0(t), y0(h(t)), y
\prime 
0(t), t)+

+\scrA 1(t)x(t) +\scrA 2(t)x(h(t)) +\scrA 3(t)x
\prime (t),

де

\scrA 1(t) :=
\partial F (y0(t) + x(t), y(h(t)) + x(h(t)), y\prime 0(t) + x\prime (t), t)

\partial x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y(t) = y0(t)

y(h(t)) = y0(h(t))

y\prime (t) = y\prime 0(t)

,
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\scrA 2(t) :=
\partial F (y0(t) + x(t), y(h(t)) + x(h(t)), y\prime 0(t) + x\prime (t), t)

\partial x(h(t))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y(t) = y0(t)

y(h(t)) = y0(h(t))

y\prime (t) = y\prime 0(t)

,

\scrA 3(t) :=
\partial F (y0(t) + x(t), y(h(t)) + x(h(t)), y\prime 0(t) + x\prime (t), t)

\partial x\prime (t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y(t) = y0(t)

y(h(t)) = y0(h(t))

y\prime (t) = y\prime 0(t)

— неперервнi (q \times n)-вимiрнi матрицi. Нехай (q \times (\omega 0 + \omega 1))-вимiрна матриця

\scrQ :=  - 

\Biggl\{ T\int 
\Delta 

\bigl[ 
\scrA 1(t)Xp(t) +\scrA 2(t)Xp(h(t)) +\scrA 3(t)X

\prime 
p(t)
\bigr] 
P0 dt;

T\int 
\Delta 

\bigl[ 
\scrA 1(t)\Psi (t) +\scrA 2(t)\Psi (h(t)) +\scrA 3(t)\Psi 

\prime (t)
\bigr] 
P1 dt - P1

\Biggr\} 

i вектор

b :=

T\int 
\Delta 

F
\bigl( 
y0(t), y0(h(t)), y

\prime 
0(t), t

\bigr) 
dt \in \BbbR q.

Для знаходження вектора \v c для фiксованої функцiї \nu p(t) \in \BbbL 2[a; b] отримуємо рiвняння

\scrQ \v c = b,

у випадку P\scrQ \ast \not = 0 розв’язне за умови

P\scrQ \ast b = 0 (12)

у виглядi
\v c = \scrQ +b+ P\scrQ \rho c\rho , c\rho \in \BbbR \rho .

Тут P\scrQ : \BbbR (\omega 0+\omega 1) \rightarrow \BbbN (\scrQ ) — ортопроектор матрицi \scrQ ; матриця P\scrQ \rho \in \BbbR n\times \rho утворена з \rho 
лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора P\scrQ . Позначимо матрицi

\scrP 0 :=
\bigl( 
I\omega 0 O

\bigr) 
\in \BbbR \omega 0\times (\omega 0+\omega 1), \scrP 1 :=

\bigl( 
O I\omega 1

\bigr) 
\in \BbbR \omega 1\times (\omega 0+\omega 1).

Таким чином, побудовано розв’язок

y(t) \in \BbbD 2[\Delta ;T ], y\prime (t) \in \BbbL 2[\Delta ;T ],

крайової задачi (1), (2)
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y(t, c\rho ) = y0(t) +W (t)c\rho + V (t), t \in [\Delta ;T ], c\rho \in \BbbR \rho ,

де
W (t) := U(t)P\scrQ \rho , V (t) := U(t)\scrQ +b, U(t) := Xp(t)P0 \scrP 0 +\Psi (t)P1 \scrP 1.

Знайдений розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно продовжує початкову функцiю за умови

PW \ast (\Delta )V (\Delta ) = 0, (13)

де PW \ast (\Delta ) — матриця-ортопроектор:

PW \ast (\Delta ) : \BbbR \rho \rightarrow \BbbN (W \ast (\Delta )).

Таким чином, побудовано шуканий розв’язок крайової задачi (1), (2), який неперервно продов-
жує початкову функцiю

y(t, cr) =W (t)PW (\Delta )rcr  - W (t)W+(\Delta )V (\Delta ) + V (t), t \in [\Delta ;T ], cr \in \BbbR r.

Тут PW (\Delta ) — матриця-ортопроектор:

PW (\Delta ) : \BbbR n \rightarrow \BbbN (W (\Delta )).

Матрицю PW (\Delta )r \in \BbbR n\times r утворено з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора
PW (\Delta ). Позначимо матрицю

Wr(t) :=W (t)PW (\Delta )r .

Таким чином, доведено таке твердження.
Наслiдок. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (4) виконуються умови на-

веденої вище леми. За цих умов для довiльної фiксованої неперервної вектор-функцiї \nu p(t)
породжуюча крайова задача (3) має єдиний розв’язок

y0(t) = G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t), t \in [\Delta ;T ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю. При цьому за умов (12), (13)
для довiльної фiксованої неперервної вектор-функцiї \nu p(t) крайова задача (1), (2) має розв’язок

y(t, cr) =Wr(t)cr +G[\Phi (s), \varphi (s);\alpha ](t), t \in [\Delta ;T ], cr \in \BbbR r,

який неперервно продовжує початкову функцiю i зображується за допомогою узагальненого
оператора Грiна крайової задачi (1), (2)

G[\Phi (s), \varphi (s);\alpha ](t) := V (t) - W (t)W+(\Delta )V (\Delta ), t \in [\Delta ;T ].

Доведений наслiдок узагальнює результати [4] на випадок диференцiально-алгебраїчної
головної частини системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродженим
ядром, а також результати [5] на випадок виродженої нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi, не розв’язаної щодо похiдної. Крiм того, доведена теорема узагальнює резуль-
тати [11, 12] на випадок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi, яка мiстить iнтегральну
неоднорiднiсть.
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Приклад 2. Умови доведеного наслiдку справджуються у випадку перiодичної крайової
задачi для рiвняння

A(t)y\prime (t) = B(t)y(t) + C(t)y(h(t)) + \Phi (t)

2\pi \int 
\pi 

F
\bigl( 
y(s), y(h(s)), y\prime (s), s

\bigr) 
ds+ f(t), (14)

де матрицi A(t), B(t), C(t), \Phi (t), функцiя h(t), початкова функцiя \varphi (t) та неоднорiднiсть f(t)
наведено у прикладi 1, а лiнiйна функцiя

F
\bigl( 
y(t), y\prime (t), t

\bigr) 
:= g(t) +M0(t) y(t) +M1(t) y

\prime (t)

зображується таким чином:

g(t) :=

\left(   \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

\right)   , M0(t) :=

\left(   0 1 1

1 0 0

0 0 0

\right)   , M1(t) :=

\left(   0 0 0

1 0 0

0 1 1

\right)   .
Оскiльки PA\ast (t) \not = 0, породжуюча система для рiвняння (14) вироджена, матриця A(t) має

сталiй ранг. Для породжуючої системи для рiвняння (14) виконуються умови теореми у статтi
[8, c. 15], до того ж має мiсце виродження першого порядку: p = 1. Породжуюча система (4)
для рiвняння (14) має розв’язок

y(t, c3) = X1(t) c3 +K
\bigl[ 
g(s)

\bigr] 
(t), t \in [\pi ; 2\pi ], c3 \in \BbbR 3,

який не залежить вiд вектор-функцiї \nu 1(t). Матриця X1(t), а також узагальнений оператор
Грiна задачi Кошi для породжуючої диференцiально-алгебраїчної системи у випадку рiвняння
(11) наведено у прикладi 1. Умови (5) i (6) при цьому виконано, тому породжуюча крайова
задача для рiвняння (11) має єдиний розв’язок

y0(t) = G[f(s), \varphi (s);\alpha ](t) =

\left(   \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

0

0

\right)   , t \in [\pi ; 2\pi ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцiю. Перiодичний розв’язок рiвнян-
ня (11)

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v +\Psi (t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1,

не розв’язаного щодо похiдної, визначає вектор \v c, який задовольняє лiнiйне рiвняння \scrQ c = 0.

Тут

\scrQ =

\left(   \pi 2  - 1

 - \pi  - 1 2

0  - 1  - 1

\right)   .
Матрицi P0, P1 наведено у прикладi 1. Внаслiдок однорiдностi останнє рiвняння розв’язне у
виглядi

\v c = P\scrQ \rho c\rho , c\rho \in \BbbR 1,

де
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P\scrQ \rho = \pi 

\left(   3

 - \pi 
\pi 

\right)   
— матриця, утворена з \rho = 1 лiнiйно незалежних стовпцiв ортопроектора P\scrQ . Оскiльки умову
(12) виконано, перiодична крайова задача для рiвняння (14) має єдиний розв’язок

y(t) =

\left(   \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

0

0

\right)   , t \in [\pi ; 2\pi ],

який неперервно продовжує початкову функцiю
Зазначимо, що у випадку нерозв’язностi нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової

задачi (1), (2) її можна регуляризувати аналогiчно [13, 14]. Крiм того, запропоновану у статтi
схему дослiдження нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2) можна по-
ширити на iнтегрально-диференцiальнi крайовi задачi з запiзненням бiльш загального вигляду
[1, 2, 15, 16], а також використати при дослiдженнi нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi (1), (2) з матрицею при похiднiй змiнного рангу [17].
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