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ПЕРIОДИЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ ТИПУ РЕЛЕЯ,
НЕ РОЗВ’ЯЗАНОГО ВIДНОСНО ПОХIДНОЇ

We establish constructive necessary and sufficient conditions for the solvability and propose a scheme for the construction
of solutions to a nonautonomous nonlinear periodic boundary-value problem for a Rayleigh-type equation unsolved with
respect to the derivative. The urgency of studying nonautonomous boundary-value problems, unsolved with respect to the
derivative is explained by the fact that the investigation of traditional problems resolved with respect to the derivative is
sometimes complicated, e.g., in the case of nonlinearities that are not integrable in elementary functions. We consider the
critical case in which the equation for generating amplitudes of a weakly nonlinear periodic boundary-value problem for
a Rayleigh-type equation does not turn into the identity. The least-squares method is used to find constructive conditions
for the solvability and obtain convergent iterative schemes for constructing approximate solutions to a nonautonomous
nonlinear boundary-value problem unsolved with respect to the derivative. As an example of application of the proposed
iterative scheme, we find approximations to the solutions of periodic boundary-value problems unsolved with respect to
the derivative for the case of periodic problem for the equation used to describer the motion of a satellite on the elliptic
orbit. We obtain an estimate for the range of values of a small parameter for which the iterative procedure of construction
of the solutions to a weakly nonlinear periodic boundary-value problem for a Rayleigh-type equation unsolved with respect
to the derivative is convergent. To check the accuracy of the presented approximations, we evaluate the discrepancies in
the equation used to model the motion of satellites along the elliptic orbit.

Знайдено конструктивнi необхiднi та достатнi умови розв’язностi i схему побудови розв’язкiв неавтономної не-
лiнiйної перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея, не розв’язаного вiдносно похiдної. Актуальнiсть
дослiдження неавтономних крайових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної, пов’язана з тим, що вивчення тради-
цiйних задач, розв’язаних вiдносно похiдної, iнодi ускладнюється, наприклад у випадку отримання нелiнiйностей,
не iнтегровних в елементарних функцiях. У статтi розглянуто критичний випадок, коли рiвняння для породжуючих
амплiтуд слабконелiнiйної перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея не перетворюється на тотожнiсть.
Для знаходження конструктивних умов розв’язностi та збiжних iтерацiйних схем побудови наближених розв’язкiв
неавтономної нелiнiйної крайової задачi, не розв’язаної вiдносно похiдної, використано метод найменших квадра-
тiв. Як приклад застосування запропонованої iтерацiйної схеми знайдено наближення до розв’язкiв перiодичних
крайових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної, у випадку перiодичної задачi для рiвняння, яке моделює рух
супутника на елiптичнiй орбiтi. Знайдено оцiнку промiжку значень малого параметра, для якого збiжнiсть iтера-
цiйної процедури для побудови розв’язкiв слабконелiнiйної перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея,
не розв’язаного вiдносно похiдної, є збiжною. Для перевiрки точностi знайдених наближень оцiнено нев’язки у
рiвняннi, яке моделює рух супутника на елiптичнiй орбiтi.

1. Постановка задачi. Будемо дослiджувати задачу про побудову розв’язкiв T -перiодичної
задачi для рiвняння типу Релея, не розв’язаного вiдносно старшої похiдної [1, c. 177],

y\prime \prime = f(t) + \varepsilon Y (y, y\prime , y\prime \prime , t, \varepsilon ). (1)

Тут Y (y, y\prime , y\prime \prime , t, \varepsilon ) — нелiнiйна скалярна функцiя, двiчi неперервно диференцiйовна за невiдо-
мою y та її похiдною y\prime , а також y\prime \prime в малому околi розв’язку породжуючої задачi, неперервна
по t на вiдрiзку [a, b] та неперервно диференцiйовна за малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0].

Поставлену задачу було дослiджено у статтях [2, 3]. Актуальнiсть вивчення перiодичної задачi
для рiвняння типу Релея (1), не розв’язаного вiдносно старшої похiдної, пов’язана з тим фактом,
що дослiдження традицiйної задачi [4], розв’язаної вiдносно похiдної, буває, ускладнюється,
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наприклад у випадку нелiнiйностей, не iнтегровних в елементарних функцiях. Приклад подiб-
ної ситуацiї наведено у статтях [2, 5]. Крiм того, прикладами подiбної ситуацiї можуть бути
автономна крайова задача, не розв’язана вiдносно похiдної, зокрема перiодична задача для рiв-
няння Лотки – Вольтерра [6], i перiодична задача для рiвняння, яке визначає рух супутника на
елiптичнiй орбiтi [2, 5, 7, 8].

У статтi [3], використовуючи метод Ньютона – Канторовича [9, 10], знайдено наближення
до розв’язкiв перiодичних крайових задач для рiвнянь типу Релея (1), не розв’язаних вiдносно
похiдної. У випадку перiодичної задачi для рiвняння, яке визначає рух супутника на елiптич-
нiй орбiтi, метод Ньютона – Канторовича спричиняв неабиякi труднощi, тому метою даної
статтi є побудова розв’язкiв нелiнiйної перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея,
не розв’язаного вiдносно похiдної, на основi методу найменших квадратiв [11, 12].

2. Побудова iтерацiйної схеми. Породжуюча T -перiодична задача для рiвняння типу Релея
(1), не розв’язаного вiдносно старшої похiдної,

y\prime \prime 0 = f(t), y0(0) - y0(T ) = 0, y\prime 0(0) - y\prime 0(T ) = 0

є критичною [4]. Припустимо, що породжуюча T -перiодична задача розв’язна. Для цього не-
обхiдно i достатньо виконання умови

T\int 
0

f(t) dt = 0.

Якщо ця вимога виконується, розв’язок породжуючої задачi має вигляд

y0(t, c0) = c0 + g[f(s)](t), c0 \in \BbbR 1,

де [3]

g[f(s)](t) := k[f(s)](t) - t

T

T\int 
0

(T  - s)f(s) ds

— оператор Грiна породжуючої T -перiодичної задачi, а

k[f(s)](t) :=

t\int 
0

(t - s)f(s) ds

— оператор Грiна задачi Кошi. Перiодичнi розв’язки рiвняння типу Релея

y(t, \varepsilon ) = y0(t, c0) + x(t, \varepsilon )

шукатимемо в околi розв’язку y0(t, c0) лiнiйної частини цього рiвняння. Для знаходження
збурення x(t, \varepsilon ) \in \BbbC 2[0;T ] отримуємо T -перiодичну задачу для рiвняння

x\prime \prime (t, \varepsilon ) = \varepsilon Y (y0(t, c0) + x(t, \varepsilon ), y\prime 0(t, c0) + x\prime (t, \varepsilon ), y\prime \prime 0(t, c0) + x\prime \prime (t, \varepsilon ), t, \varepsilon ), (2)

розв’язну тодi й лише тодi, коли
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T\int 
0

Y (y(t, \varepsilon ), y\prime (t, \varepsilon ), y\prime \prime (t, \varepsilon ), t, \varepsilon ) dt = 0. (3)

Припустимо, що рiвняння для породжуючих амплiтуд у випадку T -перiодичної задачi для
рiвняння типу Релея

F (c0) :=

T\int 
0

Y (y0(t, c0), y
\prime 
0(t, c0), y

\prime \prime 
0(t, c0), t, 0) dt = 0

має простий B0 := F \prime (c\ast 0) \not = 0 дiйсний корiнь c\ast 0 \in \BbbR 1. За цих умов рiвняння типу Релея (1)
має єдиний перiодичний розв’язок [3]. Для знаходження цього розв’язку можна скористатися
методом Ляпунова – Пуанкаре [13], але бiльш ефективним є використання методу найменших
квадратiв [11, 12]. У малому околi породжуючого розв’язку y0(t, c

\ast 
0) має мiсце розвинення

Y (y0(t, c
\ast 
0) + x(t, \varepsilon ), y\prime 0(t, c

\ast 
0) + x\prime (t, \varepsilon ), y\prime \prime 0(t, c

\ast 
0) + x\prime \prime (t, \varepsilon ), t, \varepsilon )

= Y (y0(t, c
\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) + \varepsilon A0(t) +A1(t)x(t, \varepsilon ) +A2(t)x

\prime (t, \varepsilon )

+A3(t)x
\prime \prime (t, \varepsilon ) +R1(y0(t, c

\ast 
0) + x(t, \varepsilon ), y\prime 0(t, c

\ast 
0) + x\prime (t, \varepsilon ), y\prime \prime 0(t, c

\ast 
0) + x\prime \prime (t, \varepsilon ), t, \varepsilon ),

де

A0(t) := Y \prime 
\varepsilon (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), 0),

A1(t) := Y \prime 
y(y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), 0),

A2(t) := Y \prime 
y\prime (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), 0),

A3(t) := Y \prime 
y\prime \prime (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), 0).

Нехай
\varphi (1)(t), \varphi (2)(t), . . . , \varphi (k)(t), . . . , k \in \BbbN ,

— система лiнiйно незалежних T -перiодичних неперервно диференцiйовних скалярних функ-
цiй. Позначимо (1\times p1)-вимiрну матрицю

\varphi 1(t) =
\bigl[ 
\varphi (1)(t) \varphi (2)(t) . . . \varphi (p1)(t)

\bigr] 
, p1 \in \BbbN .

Перше наближення до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2)

x1(t, \varepsilon ) := \xi 1(t, \varepsilon ) := \varphi 1(t) \gamma 1(\varepsilon ), \gamma 1(\varepsilon ) \in \BbbR p1 ,

шукатимемо, як розв’язок T -перiодичної задачi для рiвняння

x\prime \prime 1(t, \varepsilon ) = \varepsilon 
\Bigl[ 
Y (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) + \varepsilon A0(t)

+A1(t)x1(t, \varepsilon ) +A2(t)x
\prime 
1(t, \varepsilon ) +A3(t)x

\prime \prime 
1(t, \varepsilon )

\Bigr] 
. (4)
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Взагалi кажучи, перше наближення

\xi 1(t, \varepsilon ) = \varphi 1(t)\gamma 1(\varepsilon ), \gamma 1(\varepsilon ) =
\bigl[ 
\gamma 
(1)
1 (\varepsilon ) \gamma 

(2)
1 (\varepsilon ) . . . \gamma 

(p1)
1 (\varepsilon )

\bigr] \ast 
,

не є розв’язком T -перiодичної задачi для рiвняння (4), тому вимагатимемо, щоб

F (\gamma 1(\varepsilon )) :=
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigl[ 1 - \varepsilon A2(t)

\bigr] 
\xi \prime 1(t, \varepsilon ) - 

\bigl[ 
A(t) + \varepsilon A1(t)

\bigr] 
\xi 1(t, \varepsilon )

 - \varepsilon A3(t) \xi 
\prime \prime 
1 (t, \varepsilon ) - \varepsilon Y (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) - \varepsilon 2A0(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2
\BbbL 2[0,T ]

\rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

для фiксованої матрицi \varphi 1(t). Необхiдна умова мiнiмiзацiї функцiї F (\gamma 1(\varepsilon )) приводить до
рiвняння

\Gamma 
\bigl( 
\varphi 1(\cdot )

\bigr) 
\gamma 1(\varepsilon ) = \varepsilon 

T\int 
0

\Phi \ast 
1(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) + \varepsilon A3(t)

\bigr) 
dt,

однозначно розв’язного вiдносно вектора \gamma 1(\varepsilon ) за умови невиродженостi (p1 \times p1)-матрицi
Грама [11, 12]

\Gamma 
\bigl( 
\varphi 1(\cdot )

\bigr) 
=

T\int 
0

\Phi \ast 
1(t, \varepsilon ) \cdot \Phi 1(t, \varepsilon ) dt,

де
\Phi 1(t, \varepsilon ) :=

\bigl[ 
1 - \varepsilon A3(t)

\bigr] 
\varphi \prime \prime 
1(t) - \varepsilon 

\bigl[ 
A1(t)\varphi 1(t) +A2(t)\varphi 

\prime 
1(t)

\bigr] 
.

Таким чином, за умови

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \Gamma 
\bigl( 
\varphi 1(\cdot )

\bigr) 
\not = 0, 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0 (5)

знаходимо вектор

\gamma 1(\varepsilon ) = \varepsilon \Gamma  - 1
\bigl( 
\varphi 1(\cdot )

\bigr) T\int 
0

\Phi \ast 
1(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) + \varepsilon A3(t)

\bigr) 
dt,

який однозначно визначає перше наближення

x1(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) \approx \varphi 1(t)\gamma 1(\varepsilon )

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) i, вiдповiдно, перше наближення

z1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + x1(t, \varepsilon )

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (1), найкраще у сенсi найменших квадратiв.
Умова (5) є необхiдною умовою мiнiмiзацiї величини нев’язки F (\gamma 1(\varepsilon )); достатню умову мiнi-
мiзацiї величини нев’язки F (\gamma 1(\varepsilon )) забезпечує додатна визначенiсть матрицi Грама \Gamma (\varphi 1(\cdot )). У
свою чергу, додатну визначенiсть суми матрицi Грама \Gamma (\varphi 1(\cdot )) забезпечує виконання критерiю
Сильвестра, а саме, додатнiсть визначникiв усiх квадратних дiагональних мiнорiв останньої
матрицi [14].
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Позначимо (1\times p2)-вимiрну матрицю

\varphi 2(t) =
\bigl[ 
\varphi (1)(t) \varphi (2)(t) . . . \varphi (p2)(t)

\bigr] 
, p2 \in \BbbN .

Друге наближення до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) шукатимемо у виглядi

x2(t, \varepsilon ) := \xi 1(t, \varepsilon ) + \xi 2(t, \varepsilon ), \xi 2(t, \varepsilon ) := \varphi 2(t) \gamma 2(\varepsilon ).

У малому околi першого наближення y1(t, \varepsilon ) до розв’язку крайової задачi T -перiодичної задачi
для рiвняння (2) має мiсце розвинення

Y (y1(t, \varepsilon ) + \xi 2(t, \varepsilon ), y
\prime 
1(t, \varepsilon ) + \xi \prime 2(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ) + \xi \prime \prime 2 (t, \varepsilon ), t, \varepsilon )

= Y (y1(t, \varepsilon ), y
\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), t, 0) + \varepsilon \scrA (1)

0 (t) +\scrA (1)
1 (t)\xi 2(t, \varepsilon ) +\scrA (1)

2 (t)\xi \prime 2(t, \varepsilon )

+\scrA (1)
3 (t)\xi \prime \prime 2 (t, \varepsilon ) +R1(y1(t, \varepsilon ) + \xi 2(t, \varepsilon ), y

\prime 
1(t, \varepsilon ) + \xi \prime 2(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ) + \xi \prime \prime 2 (t, \varepsilon ), t, \varepsilon ),

де

\scrA (1)
0 (t) := Y \prime 

\varepsilon (y1(t, \varepsilon ), y
\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), 0),

\scrA (1)
1 (t) := Y \prime 

y(y1(t, \varepsilon ), y
\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), 0),

\scrA (1)
2 (t) := Y \prime 

y\prime (y1(t, \varepsilon ), y
\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), 0),

\scrA (1)
3 (t) := Y \prime 

y\prime \prime (y1(t, \varepsilon ), y
\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), 0).

Друге наближення до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) x2(t, \varepsilon ) шукатимемо, як
розв’язок T -перiодичної задачi для рiвняння

x\prime \prime 2(t, \varepsilon ) = \varepsilon 
\bigl[ 
Y (y1(t, \varepsilon ), y

\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), t, 0) + \varepsilon \scrA (1)

0 (t)

+\scrA (1)
1 (t)\xi 2(t, \varepsilon ) +\scrA (1)

2 (t)\xi \prime 2(t, \varepsilon ) +\scrA (1)
3 (t)\xi \prime \prime 2 (t, \varepsilon )

\bigr] 
. (6)

Вимагатимемо, щоб

F (\gamma 2(\varepsilon )) :=
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Y (y1(t, \varepsilon ), y

\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), t, 0) + \varepsilon \scrA (1)

0 (t) +\scrA (1)
1 (t)\xi 2(t, \varepsilon )

+\scrA (1)
2 (t)\xi \prime 2(t, \varepsilon ) +\scrA (1)

3 (t)\xi \prime \prime 2 (t, \varepsilon ) - Y (y0(t, c
\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0)

 - A1(t)\xi 1(t, \varepsilon ) - A2(t)\xi 
\prime 
1(t, \varepsilon ) - A3(t)\xi 

\prime \prime 
1 (t, \varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2
\BbbL 2[0,T ]

\rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

для фiксованої матрицi \varphi 2(t). Необхiдна умова мiнiмiзацiї функцiї F (\gamma 2(\varepsilon )) приводить до
рiвняння

\Gamma 
\bigl( 
\varphi 2(\cdot )

\bigr) 
\gamma 2(\varepsilon ) = \varepsilon 

T\int 
0

\Phi \ast 
2(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (y1(t, \varepsilon ), y

\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), t, 0

\bigr) 
 - Y (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0)
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 - A1(t)\xi 1(t, \varepsilon ) - A2(t)\xi 
\prime 
1(t, \varepsilon ) - A3(t)\xi 

\prime \prime 
1 (t, \varepsilon )

\bigr) 
dt,

однозначно розв’язного вiдносно вектора \gamma 2(\varepsilon ) за умови невиродженостi (p2 \times p2)-матрицi
Грама [11, 12]

\Gamma 
\bigl( 
\varphi 2(\cdot )

\bigr) 
=

T\int 
0

\Phi \ast 
2(t, \varepsilon ) \cdot \Phi 2(t, \varepsilon ) dt,

де
\Phi 2(t, \varepsilon ) :=

\bigl[ 
1 - \varepsilon \scrA (1)

3 (t)
\bigr] 
\varphi \prime \prime 
2(t) - \varepsilon 

\bigl[ 
\scrA (1)

1 (t)\varphi 2(t) +\scrA (1)
2 (t)\varphi \prime 

2(t)
\bigr] 
.

Таким чином, за умови

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \Gamma 
\bigl( 
\varphi 2(\cdot )

\bigr) 
\not = 0, 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0 (7)

знаходимо вектор

\gamma 2(\varepsilon ) = \varepsilon \Gamma  - 1
\bigl( 
\varphi 2(\cdot )

\bigr) T\int 
0

\Phi \ast 
2(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (y1(t, \varepsilon ), y

\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), t, 0)

 - Y (y0(t, c
\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) - A1(t)\xi 1(t, \varepsilon ) - A2(t)\xi 

\prime 
1(t, \varepsilon ) - A3(t)\xi 

\prime \prime 
1 (t, \varepsilon )

\bigr) 
dt,

який однозначно визначає друге наближення

x2(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) + \xi 2(t, \varepsilon ), \xi 2(t, \varepsilon ) \approx \varphi 2(t)\gamma 2(\varepsilon ),

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) i, вiдповiдно, друге наближення

y2(t, \varepsilon ) = y0(t, c
\ast 
0) + x2(t, \varepsilon )

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (1), найкраще у сенсi найменших квадратiв.
Умова (7) є необхiдною умовою мiнiмiзацiї величини нев’язки F (\gamma 2(\varepsilon )); достатню умову мiнi-
мiзацiї величини нев’язки F (\gamma 2(\varepsilon )) забезпечує додатна визначенiсть матрицi Грама \Gamma (\varphi 2(\cdot )). У
свою чергу, додатну визначенiсть суми матрицi Грама \Gamma (\varphi 2(\cdot )) забезпечує виконання критерiю
Сильвестра, а саме, додатнiсть визначникiв усiх квадратних дiагональних мiнорiв останньої
матрицi [14]. Позначимо (1\times pk+1)-вимiрну матрицю

\varphi k+1(t) =
\bigl[ 
\varphi (1)(t) \varphi (2)(t) . . . \varphi (pk+1)(t)

\bigr] 
, pk+1 \in \BbbN .

Припустимо далi, що знайдено (k + 1)-ше наближення

xk+1(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) + . . . + \xi k+1(t, \varepsilon ), \xi k+1(t, \varepsilon ) \approx \varphi k+1(t)\gamma k+1(\varepsilon ), k = 1, 2, . . . ,

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) i, вiдповiдно, (k + 1)-ше наближення

yk+1(t, \varepsilon ) = y0(t, c
\ast 
0) + xk+1(t, \varepsilon )

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (1), найкраще у сенсi найменших квадратiв.
Наступне, (k + 2)-е, наближення до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) шукаємо
у виглядi
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xk+2(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) + . . . + \xi k+2(t, \varepsilon ), \xi k+2(t, \varepsilon ) \approx \varphi k+2(t)\gamma k+2(\varepsilon ), k = 1, 2, . . . .

У малому околi наближення yk+1(t, \varepsilon ) до розв’язку крайової задачi T -перiодичної задачi для
рiвняння (2) має мiсце розвинення

Y (yk+1(t, \varepsilon ) + \xi k+2(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ) + \xi \prime k+2(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ) + \xi \prime \prime k+2(t, \varepsilon ), t, \varepsilon )

= Y (yk+1(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), t, 0) +\scrA (k+1)

1 (t)\xi k+2(t, \varepsilon )

+ \varepsilon \scrA (k+1)
0 (t) +\scrA (k+1)

2 (t)\xi \prime k+2(t, \varepsilon ) +\scrA (k+1)
3 (t)\xi \prime \prime k+2(t, \varepsilon )

+R1(yk+1(t, \varepsilon ) + \xi k+2(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ) + \xi \prime k+2(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ) + \xi \prime \prime k+2(t, \varepsilon ), t, \varepsilon ),

де

\scrA (k+1)
0 (t) := Y \prime 

\varepsilon (yk+1(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), 0),

\scrA (k+1)
1 (t) := Y \prime 

y(yk+1(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), 0),

\scrA (k+1)
2 (t) := Y \prime 

y\prime (yk+1(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), 0),

\scrA (k+1)
3 (t) := Y \prime 

y\prime \prime (yk+1(t, \varepsilon ), y
\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), 0).

За умови

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \Gamma 
\bigl( 
\varphi k+2(\cdot )

\bigr) 
\not = 0, k = 0, 1, 2, . . . , 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0 (8)

знаходимо вектор

\gamma k+2(\varepsilon ) = \varepsilon \Gamma  - 1
\bigl( 
\varphi k+2(\cdot )

\bigr) T\int 
0

\Phi \ast 
2(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (yk+1(, \varepsilon ), y

\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), t, 0)

 - Y (yk(t, c
\ast 
0), y

\prime 
k(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
k(t, c

\ast 
0), t, 0) - \scrA (k+1)

1 (t)\xi k+1(t, \varepsilon )

 - \scrA (k+1)
2 (t)\xi \prime k+1(t, \varepsilon ) - \scrA (k+1)

3 (t)\xi \prime \prime k+1(t, \varepsilon )
\bigr) 
dt,

який однозначно визначає наближення

xk+2(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) + . . . + \xi k+2(t, \varepsilon ), \xi k+2(t, \varepsilon ) \approx \varphi k+2(t)\gamma k+2(\varepsilon ),

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (2) i, вiдповiдно, наближення

yk+2(t, \varepsilon ) = y0(t, c
\ast 
0) + xk+2(t, \varepsilon )

до розв’язку T -перiодичної задачi для рiвняння (1), найкраще у сенсi найменших квадратiв.
Отже, доведено таке твердження.

Теорема 1. Для T -перiодичної задачi для рiвняння (1), не розв’язаного вiдносно похiдної,
має мiсце критичний (PQ\ast \not = 0) випадок. Припустимо, що при цьому виконується умова
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T\int 
0

f(t) dt = 0

розв’язностi породжуючої задачi. Припустимо також, що рiвняння для породжуючих ам-
плiтуд F (c0) не перетворюється на тотожнiсть i має дiйснi розв’язки. Тодi для кожного
кореня c\ast 0 \in \BbbR рiвняння для породжуючих амплiтуд T -перiодична задача для рiвняння (1), не
розв’язаного вiдносно похiдної, має принаймнi один розв’язок

y(t, \varepsilon ) : y(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 2[0, T ], y(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

який при \varepsilon = 0 перетворюється на породжуючий

y0(t, c
\ast 
0) = c\ast 0 +G[f(s);\alpha ](t).

За умови (8), у випадку додатної визначеностi матрицi Грама \Gamma (\varphi k+2(\cdot )), найкращий у сенсi
найменших квадратiв розв’язок T -перiодичної задачi для рiвняння (1), не розв’язаного вiдносно
похiдної, можна визначити за допомогою збiжного для 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0 iтерацiйного процесу

y1(t, \varepsilon ) = y0(t, c
\ast 
0) + x1(t, \varepsilon ), x1(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) \approx \varphi 1(t)\gamma 1(\varepsilon ),

\gamma 1(\varepsilon ) = \varepsilon \Gamma  - 1
\bigl( 
\varphi 1(\cdot )

\bigr) T\int 
0

\Phi \ast 
1(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (y0(t, c

\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) + \varepsilon A3(t)

\bigr) 
dt,

y2(t, \varepsilon ) = y0(t, c
\ast 
0) + x2(t, \varepsilon ), x2(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) + \xi 2(t, \varepsilon ), \xi 2(t, \varepsilon ) \approx \varphi 2(t)\gamma 2(\varepsilon ),

\gamma 2(\varepsilon ) = \varepsilon \Gamma  - 1
\bigl( 
\varphi 2(\cdot )

\bigr) T\int 
0

\Phi \ast 
2(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (y1(t, \varepsilon ), y

\prime 
1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
1(t, \varepsilon ), t, 0)

 - Y (y0(t, c
\ast 
0), y

\prime 
0(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(t, c

\ast 
0), t, 0) - A1(t)\xi 1(t, \varepsilon )

 - A2(t)\xi 
\prime 
1(t, \varepsilon ) - A3(t)\xi 

\prime \prime 
1 (t, \varepsilon )

\bigr) 
dt, . . . , (9)

xk+1(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) + . . . + \xi k+1(t, \varepsilon ), \xi k+1(t, \varepsilon ) \approx \varphi k+1(t)\gamma k+1(\varepsilon ),

\gamma k+2(\varepsilon ) = \varepsilon \Gamma  - 1
\bigl( 
\varphi k+2(\cdot )

\bigr) T\int 
0

\Phi \ast 
2(t, \varepsilon )

\bigl( 
Y (yk+1(t, \varepsilon ), y

\prime 
k+1(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k+1(t, \varepsilon ), t, 0)

 - Y (yk(t, c
\ast 
0), y

\prime 
k(t, c

\ast 
0), y

\prime \prime 
k(t, c

\ast 
0), t, 0) - \scrA (k+1)

1 (t)\xi k+1(t, \varepsilon )

 - \scrA (k+1)
2 (t)\xi \prime k+1(t, \varepsilon ) - \scrA (k+1)

3 (t)\xi \prime \prime k+1(t, \varepsilon )
\bigr) 
dt, k = 1, 2, . . . .

Застосуємо знайденi умови розв’язностi T -перiодичної крайової задачi для рiвняння типу
Релея (1), не розв’язаного вiдносно похiдної, до 2\pi -перiодичної крайової задачi для рiвняння,
яке визначає рух супутника [2, 5, 7, 8].
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Приклад. Умови доведеної теореми справджуються у випадку 2\pi -перiодичної крайової
задачi для рiвняння, яке визначає рух супутника на елiптичнiй орбiтi

y\prime \prime = \varepsilon Y (y, y\prime , y\prime \prime , t, \varepsilon ), (10)

де, зокрема,
Y (y, y\prime , y\prime \prime , t, \varepsilon ) := 4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y + 2 y\prime \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t - y\prime \prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t.

Рiвняння породжуючих амплiтуд у випадку T -перiодичної крайової задачi для рiвняння
типу Релея (1), не розв’язаного вiдносно похiдної, має простий B0 =  - 2\pi \not = 0 дiйсний корiнь
c\ast 0 = 0. Перiодичнi розв’язки рiвняння типу Релея (10), не розв’язаного вiдносно похiдної,

y(t, \varepsilon ) = y0(t, c0) + x(t, \varepsilon )

будемо шукати в околi перiодичного розв’язку y0(t, c0) \equiv 0 лiнiйної частини цього рiвняння.
Покладемо

\varphi 1(t) :=
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 3t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 4t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 5t

\bigr) 
.

Умова (5)

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \Gamma 
\bigl( 
\varphi 1(\cdot )

\bigr) 
=

1

4

\bigl( 
829 440 000\pi 5  - 2 427 955 200\pi 5\varepsilon 

+ 2 068 592 704\pi 5\varepsilon 2 + 151 406 560\pi 5\varepsilon 3  - 742 340 524\pi 5\varepsilon 4  - 243 840 944\pi 5\varepsilon 5

+ 669 206 101\pi 5\varepsilon 6  - 511 022 908\pi 5\varepsilon 7 + 446 869 246\pi 5\varepsilon 8  - 415 637 060\pi 5\varepsilon 9

+ 532 492 025\pi 5\varepsilon 10
\bigr) 
\not = 0

при цьому виконується, до того ж матриця Грама \Gamma (\varphi 1(\cdot )) додатно визначена при 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast \approx 
0, 66. Таким чином, однозначно знаходимо вектор

\gamma 1(\varepsilon ) \approx 

\left(                 

 - 4\varepsilon  - 4\varepsilon 2  - 4\varepsilon 3  - 4\varepsilon 4  - 4\varepsilon 5

3\varepsilon 2

2
+

15\varepsilon 3

8
+

71\varepsilon 4

32
+

2759\varepsilon 5

1152

 - 2\varepsilon 3

3
 - 49\varepsilon 4

54
 - 2383\varepsilon 5

1944

5\varepsilon 4

16
+

1025\varepsilon 5

2304

 - 3\varepsilon 5

20

\right)                 
,

який визначає перше наближення

y1(t, \varepsilon ) = y0(t, c
\ast 
0) + x1(t, \varepsilon ), x1(t, \varepsilon ) = \xi 1(t, \varepsilon ) \approx \varphi 1(t)\gamma 1(\varepsilon ),

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Релея (10). Покладемо

\varphi 2(t) :=
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 3t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 4t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 5t

\bigr) 
.
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Умова (7)

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \Gamma 
\bigl( 
\varphi 2(\cdot )

\bigr) 
= 207 360 000\pi 5  - 606 988 800\pi 5\varepsilon + 517 148 176\pi 5\varepsilon 2

+ 3 295 246 840\pi 5\varepsilon 3  - 584 300 139\pi 5\varepsilon 4  - 3 840 360 428\pi 5\varepsilon 5 + . . . \not = 0

при цьому виконується, до того ж матриця Грама \Gamma (\varphi 2(\cdot )) додатно визначена при 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast \approx 
0, 66. Таким чином, однозначно знаходимо вектор

\gamma 2(\varepsilon ) \approx 

\left(                   

8\varepsilon 4 + 32\varepsilon 5 +
907\varepsilon 6

12

 - 79\varepsilon 5

18
 - 5711\varepsilon 6

324

 - 8\varepsilon 4

27
 - 224\varepsilon 5

243
+

11249\varepsilon 6

17496

47\varepsilon 5

144
+

22019\varepsilon 6

20736

 - 829\varepsilon 6

3000

\right)                   

,

який визначає друге наближення

y2(t, \varepsilon ) = y1(t, \varepsilon ) + \xi 2(t, \varepsilon ), \xi 2(t, \varepsilon ) \approx \varphi 2(t)\gamma 2(\varepsilon ),

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Релея (10). Точнiсть наближень до розв’язку
перiодичної задачi для рiвняння типу Релея (10), не розв’язного вiдносно старшої похiдної,
знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (9), характеризують нев’язки

\Delta k(\varepsilon ) :=
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\prime \prime k(t, \varepsilon ) - \varepsilon Y (yk(t, \varepsilon ), y

\prime 
k(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
k(t, \varepsilon ), t, \varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\BbbC [0;2\pi ], k = 1, 2.

Зокрема,

\Delta 0(0, 1) \approx 0, 4, \Delta 1(0, 1) \approx 0, 00 145 229, \Delta 2(0, 1) \approx 0, 0000 382 059,

а також

\Delta 0(0, 01) \approx 0, 04, \Delta 1(0, 01) \approx 1, 09 929\times 10 - 7, \Delta 2(0, 01) \approx 3, 82 059\times 10 - 11.

Порiвняємо знайденi нульове i першi два наближення до перiодичного розв’язку рiвняння
типу Релея (10) з нульовим y0n(t, c

\ast 
0) = y0(t, c

\ast 
0) = 0 та першими двома наближеннями до

перiодичного розв’язку рiвняння типу Релея (10), знайденими за допомогою методу Ньютона –
Канторовича у статтi [3],

\delta kn(\varepsilon ) =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\prime \prime kn(t, \varepsilon ) - \varepsilon Y (ykn(t, \varepsilon ), y

\prime 
kn(t, \varepsilon ), y

\prime \prime 
kn(t, \varepsilon ), t, \varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\BbbC [0;2\pi ], k = 1, 2.

Зокрема,

\Delta 0n(0, 1) \approx 0, 4, \Delta 1n(0, 1) \approx 0, 000892 783, \Delta 2n(0, 1) \approx 0, 0149 468,
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а також

\Delta 0n(0, 01) \approx 0, 04, \Delta 1n(0, 01) \approx 0, 000 897 698, \Delta 2n(0, 01) \approx 0, 0000 152 203.

Запропонована у статтi оцiнка довжини промiжку 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon \ast , на якому зберiгається додатна
визначенiсть матриць Грама \Gamma (\varphi 1(\cdot )) i \Gamma (\varphi 2(\cdot )), суттєво вiдрiзняється вiд оцiнки довжини
промiжку, на якому зберiгається збiжнiсть вiдповiдної iтерацiйної схеми [15]. Запропонована
у статтi схема побудови розв’язкiв нелiнiйної перiодичної крайової задачi для рiвняння типу
Релея, не розв’язаного вiдносно похiдної, може бути перенесена на нелiнiйнi матричнi крайовi
задачi [16], у тому числi iз запiзненням [17].

На вiдмiну вiд численних дослiджень рiзноманiтних крайових задач, не розв’язаних вiд-
носно похiдної [18 – 20], статтю присвячено побудовi розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi для
рiвняння типу Релея, не розв’язаного вiдносно похiдної, а не отриманню умов розв’язностi
крайових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної. Тому запропонована у статтi схема побудо-
ви розв’язкiв нелiнiйної перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея, не розв’язаного
вiдносно похiдної, продовжує нашi дослiдження перiодичної крайової задачi для рiвняння типу
Дюффiнга, не розв’язаного вiдносно похiдної [21], а також дослiдження, виконанi пiд керiвни-
цтвом академiка НАН України Анатолiя Михайловича Самойленка [3]. Вважаємо перспектив-
ним перенесення отриманих у статтi результатiв на нормально розв’язнi крайовi задачi, в тому
числi в абстрактних просторах [22, 23].

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.
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