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РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЛIНIЙНИХ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З НЕВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ У ГIЛЬБЕРТОВИХ ПРОСТОРАХ

By using the theory of pseudoinversion of operators and generalized inversion of integral operators, we obtain a criterion
for the solvability of integro-ifferential equations with nondegenerate kernel in Hilbert spaces.

Iз використанням теорiї псевдообернення операторiв i узагальненого обернення iнтегральних операторiв отримано
критерiй розв’язностi iнтегро-диференцiальних рiвнянь з невиродженим ядром у гiльбертових просторах.

Ця робота є продовженням дослiджень, якi були розпочатi в [1], з вивчення умов розв’язностi
та побудови загальних розв’язкiв iнтегро-диференцiальних рiвнянь з виродженим ядром у ба-
нахових просторах.

Встановлення умов розв’язностi не скрiзь розв’язних операторних рiвнянь у банахових
просторах є достатньо нетривiальною задачею. Загальнi пiдходи до дослiдження таких рiвнянь
розроблено у багатьох роботах (див., наприклад, [2 – 4].

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння належать саме до такого типу рiвнянь, оскiльки iнтегро-
диференцiальний оператор не має оберненого [5, 6]. Такi рiвняння в евклiдових просторах
розглядалися в роботах [6, 7].

У роботi [1] з використанням теорiї узагальненого обернення операторiв i узагальненого
обернення iнтегральних операторiв [4, 8] отримано умови розв’язностi та загальний вигляд
розв’язкiв iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банахових просторах. Цi результати застосовано
для отримання критерiю розв’язностi та загального вигляду розв’язкiв лiнiйних крайових задач
для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з виродженим ядром у банахових просторах [9].

Дослiдження iнтегро-диференцiальних рiвнянь з невиродженим ядром у гiльбертових про-
сторах авторам невiдомi, тому iз застосуванням ортопроєкторiв та псевдообернених операторiв
у роботi отримано умови iснування та загальний вигляд розв’язкiв iнтегро-диференцiальних
рiвнянь у гiльбертових просторах.

Постановка задачi. Нехай \bfH — дiйсний гiльбертовий простiр зi скалярним добутком
(x, y)\bfH , \scrI = [a, b] — скiнченний промiжок, z(t) — функцiя зi значеннями у гiльбертовому про-

сторi \bfH . На множинi таких функцiй визначимо скалярний добуток (z(t), g(t)) =

\int b

a
z(t)\ast g(t)dt,

де \ast — операцiя транспонування. Таким чином визначено гiльбертовий простiр \bfL 2(\scrI ,\bfH ), норма
в якому визначається через скалярний добуток | | z(t)| | \bfL 2(\scrI ,\bfH ) =

\sqrt{} 
(z(t), z(t))\bfH =

=

\sqrt{} \int b

a
| | z(t)| | 2\bfH dt.

Розглянемо iнтегро-диференцiальне рiвняння
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\.z(t) - 
b\int 

a

[K1(t, s)z(s) +K2(t, s) \.z(s)]ds = f(t), (1)

де ядра K1(t, s), K2(t, s) сумовнi з квадратом в областi \scrI \times \scrI та дiють iз гiльбертового простору
\bfH у \bfH по кожнiй змiннiй, функцiя f(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ).

Розв’язок будемо шукати у класi таких функцiй z(t), що z(t) \in \bfD 2(\scrI ,\bfH ), \.z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ),

де \bfD 2(\scrI ,\bfH ) — простiр абсолютно неперервних функцiй. Iндекс 2 вказує на його зв’язок з
простором \bfL 2(\scrI ,\bfH ) у тому сенсi, що похiднi функцiй з \bfD 2(\scrI ,\bfH ) належать простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ).

Ставиться задача отримати умову розв’язностi та знайти структуру розв’язкiв рiвняння (1).
Розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння у гiльбертовому просторi. У рiвняннi (1)

виконаємо замiну \.z(t) = y(t) або

z(t) =

t\int 
a

y(s)ds+ c0, c0 \in \bfH . (2)

Тодi рiвняння (1) зведеться до iнтегрального рiвняння

y(t) - 
b\int 

a

\left\{   K1(t, s)

\left[  s\int 
a

y(\tau )d\tau + c0

\right]  +K2(t, s)y(s)

\right\}   ds = f(t). (3)

Змiнивши в iнтегралi
\int b

a
K1(t, s)

\int s

a
y(\tau )d\tau ds порядок iнтегрування, з (3) отримаємо iнте-

гральне рiвняння

y(t) - 
b\int 

a

K(t, s)y(s)ds = g(t), (4)

де

K(t, s) =

b\int 
s

K1(t, \tau )d\tau +K2(t, s), g(t) = f(t) +

b\int 
a

K1(t, s)ds c0.

Застосуємо до розв’язання iнтегрального рiвняння (4) методику з [10, c. 260].
Нехай \{ \varphi i(t)\} \infty i=1 — базис Шаудера гiльбертового простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ) [11]. Складемо з ба-

зисних функцiй \varphi i(t), i = 1,\infty , злiченновимiрний вектор

\Phi (t) = (\varphi 1(t), \varphi 2(t), . . . , \varphi i(t), . . .).

Тодi будь-яку функцiю y(t) з простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ) можна записати у виглядi

y(t) = \Phi (t)\=y,

де \=y — вектор-стовпець, компоненти якого \=yi = (\varphi i(t) \cdot y(t)) =

\int b

a
\varphi i(t)y(t)dt, i = 1,\infty , є

коефiцiєнтами Фур’є вектор-функцiї y(t) за базисом \{ \varphi i(t)\} \infty i=1, тобто
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\=y =

b\int 
a

\Phi \ast (t)y(t)dt.

Врахувавши вищевикладене, утворимо коефiцiєнти Фур’є функцiй y(t), f(t) та сталi c0
[10, с. 266; 12]

\=y =

b\int 
a

\Phi \ast (t)y(t)dt, \=f =

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt, \=c0 =

b\int 
a

\Phi \ast (t)c0dt. (5)

Далi утворимо коефiцiєнти Фур’є ядер K(t, s) i K1(t, s) як функцiй змiнної s

K(t) =

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(t, s)ds, W (t) =

b\int 
a

\Phi \ast (s)K1(t, s)ds,

а потiм коефiцiєнти Фур’є отриманих функцiй за змiнною t

K =

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(t, s)\Phi (t)dsdt, W =

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (s)K1(t, s)\Phi (t)dsdt. (6)

Застосовуючи вирази (5), (6) до iнтегрального рiвняння (4), отримуємо злiченну систему алге-
браїчних рiвнянь

\=y  - K\=y = \=f +W \=c0, (7)

або

D\=y = \=f +W \=c0, (8)

де оператор D = \{ dij\} \infty i,j=1 = I  - K.

Пiд розв’язком системи (8) будемо розумiти послiдовнiсть чисел \{ \=y(j)\} \infty j=1, при пiдстановцi

яких у рiвняння (8) усi ряди
\sum \infty 

j=1
dij \=y

(j) будуть збiжними, а їхнi суми будуть збiгатися з

вiльними членами правої частини [11]. Очевидно, що оператор D є лiнiйним.
Нехай D : \bfH \rightarrow \bfH — обмежений нормально розв’язний оператор.
Нормальна розв’язнiсть оператора D означає, що вiн псевдооборотний i iснують обме-

женi ортопроєктори PN(D), PN(D\ast ) на нуль-простiр N(D) i нуль-простiр N(D\ast ) спряженого
оператора D\ast та обмежений псевдообернений оператор D+ до оператора D [4].

Вiдомо [4], що при виконаннi умови

PN(D\ast )

\bigl\{ 
\=f +W \=c0

\bigr\} 
= 0, (9)

i лише при нiй, операторне рiвняння (8) має сiм’ю розв’язкiв

\=y = PN(D)\~y +D+\{ f +W \=c0\} , (10)

де \~y — довiльний вектор гiльбертового простору \bfH .
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З умови (9) знайдемо значення \=c0 \in \bfH , при якому рiвняння (8) буде мати розв’язок. Пiсля
перетворень (9) отримаємо операторне рiвняння

S\=c0 = b, (11)

де

S = PN(D\ast )W, b =  - PN(D\ast )
\=f.

Нехай оператор S : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язний. Тодi iснують обмеженi ортопроєктори
PN(S) : \bfH \rightarrow N(S) i PN(S\ast ) : \bfH \rightarrow N(S\ast ) та обмежений псевдообернений оператор S+ :
\bfH \rightarrow \bfH до оператора S. Операторне рiвняння (11) розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується
умова [13]

PN(S\ast )b = PN(S\ast )PN(D\ast )
\=f = 0, (12)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

\=c0 = PN(S)\~c+ S+b, (13)

де \~c — довiльний елемент гiльбертового простору \bfH .

Пiдставивши знайдене \=c0 у (10), отримаємо розв’язок рiвняння (8):

\=y = PN(D)\~y +D+
\bigl\{ 
\=f +W [PN(S)\~c+ S+b]

\bigr\} 
=

= PN(D)\~y +D+WPN(S)\~c+D+ \=f  - D+WS+PN(D\ast )
\=f.

Позначивши D = D+  - D+WS+PN(D\ast ), остаточно матимемо

\=y = PN(D)\~y +D+WPN(S)\~c+D \=f =

=
\bigl[ 
PN(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
+D \=f.

Таким чином, справедливою є така теорема.

Теорема 1. Нехай оператори D : \bfH \rightarrow \bfH i S : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язнi. Тодi однорiдна
система (8) має сiм’ю розв’язкiв

\=y =
\bigl[ 
PN(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
,

де \~y \in \bfH , \~c \in \bfH — довiльнi сталi.

Неоднорiдна система (8) є розв’язною для тих i лише тих \=f, якi задовольняють умову (12),
i має сiм’ю розв’язкiв

\=y =
\bigl[ 
PN(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
+D \=f.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2023, т. 75, № 1



56 О. A. БОЙЧУК, В. П. ЖУРАВЛЬОВ

Таким чином за теоремою Рiса – Фiшера iснує такий елемент y(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ), що коорди-
нати вектора \=y є його коефiцiєнтами Фур’є i має мiсце зображення

y(t) = \Phi (t)\=y =
\bigl[ 
\Phi (t)PN(D), \Phi (t)D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
+ \Phi (t)D \=f. (14)

Використовуючи методику з [12, с. 266], можна показати, що множина елементiв y(t), якi
визначаються спiввiдношенням (14), є шуканою сiм’єю розв’язкiв iнтегрального рiвняння (4).

Враховуючи (13), замiну (2) i той факт, що c0 = \Phi (t)\=c0, отримуємо загальний розв’язок
iнтегро-диференцiального рiвняння (1):

z(t) =

t\int 
a

y(s)ds+ \Phi (t)\=c0 =

=
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)PN(D), \widetilde \Phi (t)D+WPN(S)

\Bigr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
+ \widetilde \Phi (t)D \=f + \Phi (t)PN(S)\~c - \Phi (t)S+PN(D\ast )

\=f =

=

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)PN(D),
\bigl( \widetilde \Phi (t)D+WPN(S) + \Phi (t)PN(S)

\bigr) \Biggr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
+ F (t),

де

\widetilde \Phi (t) = t\int 
a

\Phi (s)ds, F (t) =
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)D  - \Phi (t)S+PN(D\ast )

\Bigr] 
\=f.

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння (1) справедливою є така теорема.
Теорема 2. Нехай оператори D : \bfH \rightarrow \bfH i S : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язнi. Тодi вiдпо-

вiдне (1) однорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)PN(D),
\bigl( \widetilde \Phi (t)D+WPN(S) + \Phi (t)PN(S)

\bigr) \Biggr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
.

Неоднорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння (1) розв’язне для тих i лише тих f(t) \in 
\in \bfL 2(\scrI ,\bfH ), якi задовольняють умову

PN(S\ast )PN(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt = 0, (15)

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)PN(D),
\bigl( \widetilde \Phi (t)D+WPN(S) + \Phi (t)PN(S)

\bigr) \Biggr] \biggl[ \~y
\~c

\biggr] 
+ F (t), (16)

де \~y \in \bfH , \~c \in \bfH — довiльнi сталi,

F (t) =
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)D  - \Phi (t)S+PN(D\ast )

\Bigr] b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt.
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Зауваження 1. Якщо оператор D оборотний, то умова (15) буде завжди виконуватись i
iнтегро-диференцiальне рiвняння буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)D - 1W + \Phi (t)

\Biggr] 
\~c+ \widetilde \Phi (t)D - 1

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt. (17)

Справдi у цьому випадку ортопроєктори PN(D) = 0, PN(D\ast ) = 0 i, як наслiдок, оператор
S = PN(D\ast )W = 0. Тодi PN(S) = I\bfH , PN(S\ast ) = I\bfH i з (16) будемо мати (17).

Зауваження 2. Якщо оператор S оборотний, то ортопроєктори PN(S) = 0 i PN(S\ast ) = 0.

У цьому випадку умова (15) буде завжди виконуватись, iнтегро-диференцiальне рiвняння буде
завжди розв’язним i матиме сiм’ю розв’язкiв

z(t) = \widetilde \Phi (t)PN(D)\~y + F (t),

де \~y \in \bfH — довiльна стала,

F (t) =
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)D  - \Phi (t)S - 1PN(D\ast )

\Bigr] b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt,

D = D+  - D+WS - 1PN(D\ast ).

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння у скiнченновимiрних гiльбертових просторах. При
розглядi iнтегро-диференцiальних рiвнянь у скiнченновимiрних гiльбертових просторах запро-
поновану методику дослiдження можна уточнити та конкретизувати.

Розглянемо рiвняння

\.z(t) - 
b\int 

a

[K1(t, s)z(s) +K2(t, s) \.z(s)]ds = f(t), (18)

де ядра K1(t, s) i K2(t, s) — сумовнi з квадратом (n \times n)-вимiрнi матрицi, f(t) — (n \times 1)-
вимiрний вектор-стовпець, елементи яких належать простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ). Розв’язок будемо шу-
кати у класi функцiй z(t) таких, що z(t) \in \bfD 2(\scrI ,\bfR n), \.z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfR n).

Виконавши замiну z(t) =

\int t

a
y(s)ds + c0, c0 \in \bfR n, пiсля перетворень з (18) отримаємо

iнтегральне рiвняння

y(t) - 
b\int 

a

K(t, s)y(s)ds = g(t), (19)

де

K(t, s) =

b\int 
s

K1(t, \tau )d\tau +K2(t, s), g(t) = f(t) +

b\int 
a

K1(t, s)ds c0.

Нехай, як i ранiше, \{ \varphi i(t)\} \infty i=1 — повний ортонормований базис простору \bfL 2(\scrI ,\bfR n). Скла-
демо з базисних векторiв \varphi i(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}(\varphi 

(1)
i (t), \varphi 

(2)
i (t), . . . , \varphi 

(n)
i (t)), i = 1,\infty , (n \times \infty )-вимiрну
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матрицю

\Phi (t) = (\varphi 1(t), \varphi 2(t), . . . , \varphi i(t), . . .).

Як i ранiше, введемо до розгляду величини

\=y =

b\int 
a

\Phi \ast (t)y(t)dt, \=f =

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt \=c0 =

b\int 
a

\Phi \ast (t)c0dt. (20)

Далi утворимо коефiцiєнти Фур’є ядер K(t, s) i K1(t, s) як функцiй змiнної s, а потiм як
функцiй змiнної t:

K =

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (t)K(t, s)\Phi (s)dtds, W =

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (t)K1(t, s)\Phi (s)dtds. (21)

Застосувавши вирази (20), (21) до iнтегрального рiвняння (18), отримаємо злiченну систему
алгебраїчних рiвнянь

\=y  - K\=y = \=f +W \=c0,

або

D\=y = \=f +W \=c0, (22)

де оператор D = \{ dij\} \infty i,j=1 = I  - K — (\infty \times \infty )-злiченновимiрна матриця.
У цьому випадку оператор K : \bfl 2 \rightarrow \bfl 2 (21) є компактним оператором. Тодi за вiдомою

теоремою С. М. Нiкольського [14] оператор D = I\bfl 2  - K буде фредгольмовим.
Нехай \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D\ast = r. Позначимо через PNr(D) (\infty \times r)-вимiрну матрицю, яку

складено з r лiнiйно незалежних стовпцiв (\infty \times \infty )-вимiрної матрицi-ортопроєктора PN(D), а
через PNr(D\ast ) (r\times \infty )-вимiрну матрицю, яку складено з r лiнiйно незалежних рядкiв (\infty \times \infty )-
вимiрної матрицi-ортопроєктора PN(D\ast ).

Тодi рiвняння (22) має розв’язок для тих i лише тих правих частин, якi задовольняють r

лiнiйно незалежних умов

PNr(D\ast )

\bigl\{ 
\=f +W \=c0

\bigr\} 
= 0, (23)

при виконаннi яких воно має r-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

\=y = PNr(D)\~yr +D+\{ f +W \=c0\} , (24)

де \~yr — довiльний елемент евклiдового простору \bfR r, D+ — псевдообернена за Муром –
Пенроузом матриця до матрицi D [3, 4].

Нехай S = PNr(D\ast )W — (r \times \infty )-вимiрна матриця, b =  - PNr(D\ast )
\=f — r-вимiрний вектор-

стовпець. Тодi з умови (23) отримаємо алгебраїчне рiвняння

S\=c0 = b (25)
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для знаходження значення \=c0 \in \bfl 2, при якому рiвняння (18) буде розв’язним.
Нехай \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S = d \leq r. Це означає, що оператор S є d-нормальним. Позначимо через

PN(S) (\infty \times \infty )-вимiрну матрицю-ортопроєктор, а через PNd(S\ast ) (d \times \infty )-вимiрну матрицю,
яку складено з d лiнiйно незалежних рядкiв (r \times r)-вимiрної матрицi-ортопроєктора PN(S\ast ),

S+ — псевдообернений оператор до оператора S.

Рiвняння (25) розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується умова [13]

PNd(S\ast )b = PNd(S\ast )PNr(D\ast )
\=f = 0, (26)

при виконаннi якої рiвняння (11) має сiм’ю розв’язкiв

\=c0 = PN(S)\~c+ S+b,

де \~c \in \bfl 2 — довiльний елемент.
Умова (26) складається з d лiнiйно незалежних умов, оскiльки матрицi PNd(S\ast ), PNr(D\ast )

мають повнi ранги: \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}PNd(S\ast ) = d, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}PNr(D\ast ) = r, d \leq r, i з нерiвностi Сiльвестра
[15, c. 31] маємо

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}PNd(S\ast ) + \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}PNr(D\ast )  - r \leq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\bigl( 
PNd(S\ast )PNr(D\ast )

\bigr) 
\leq 

\leq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\bigl( 
\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}PNd(S\ast ), \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}PNr(D\ast )

\bigr) 
,

або

d+ r  - r \leq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\bigl( 
PNd(S\ast )PNr(D\ast )

\bigr) 
\leq d.

Звiдси випливає, що \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\bigl( 
PNd(S\ast )PNr(D\ast )

\bigr) 
= d.

Пiдставивши знайдене \=c0 у (24), отримаємо загальний розв’язок рiвняння (22):

\=y = PNr(D)\~yr +D+
\bigl\{ 
\=f +W [PN(S)\~c+ S+b]

\bigr\} 
=

= PNr(D)\~y +D+WPN(S)\~c+D+ \=f  - D+WS+PNr(D\ast )
\=f.

Позначивши D = D+  - D+WS+PNr(D\ast ), остаточно матимемо

\=y = PNr(D)\~yr +D+WPN(S)\~c+D \=f =

=
\bigl[ 
PNr(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+D \=f.

Справедливою є така теорема.
Теорема 3. Нехай \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D = r, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S = d \leq r. Тодi однорiдна система (8) має сiм’ю

розв’язкiв \=y \in \bfl 2,

\=y =
\bigl[ 
PNr(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
,

де \~yr \in \bfR r, \~c \in \bfl 2 — довiльнi сталi.

Неоднорiдна система (8) є розв’язною для тих i лише тих \=f, якi задовольняють d лiнiйно
незалежних умов
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PNd(S\ast )PNr(D\ast )
\=f = 0,

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

\=y =
\bigl[ 
PNr(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+D \=f.

Отже за теоремою Рiса – Фiшера iснує такий елемент y(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfR n), що координати
вектора \=y є його коефiцiєнтами Фур’є i має мiсце зображення

y(t) = \Phi (t)\=y = \Phi (t)
\bigl[ 
PNr(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+ \Phi (t)D \=f. (27)

Аналогiчно [10, с. 266] можна показати, що множина елементiв y(t) (27) є шуканою сiм’єю
розв’язкiв iнтегрального рiвняння (19).

Враховуючи замiну z(t) =

\int t

a
y(s)ds+ c0, де c0 = \Phi (t)\=c0, отримуємо загальний розв’язок

iнтегро-диференцiального рiвняння (18):

z(t) =

t\int 
a

y(s)ds+ \Phi (t)\=c0 =

= \widetilde \Phi (t)\bigl[ PNr(D), D+WPN(S)

\bigr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+ \widetilde \Phi (t)D \=f + \Phi (t)PN(S)\~c - \Phi (t)S+PNr(D\ast )

\=f =

=

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)PNr(D),
\bigl( \widetilde \Phi (t)D+WPN(S) + \Phi (t)PN(S)

\bigr) \Biggr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+ F (t),

де

\widetilde \Phi (t) = t\int 
a

\Phi (s)ds, F (t) =
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)D  - \Phi (t)S+PNr(D\ast )

\Bigr] 
\=f.

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння (18) справедливою є така теорема.
Теорема 4. Нехай \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D = r, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S = d. Тодi iнтегро-диференцiальне рiвняння (18)

має розв’язки для тих i лише тих f(t) \in \bfR n, якi задовольняють d лiнiйно незалежних умов

PNd(S\ast )PNr(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt = 0,

при виконаннi яких воно має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)PNr(D),
\bigl( \widetilde \Phi (t)D+WPN(S) + \Phi (t)PN(S)

\bigr) \Biggr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+ F (t),

де \~yr \in \bfR r, \~c \in \bfl 2 — довiльнi сталi,

F (t) =
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)D  - \Phi (t)S+PNr(D\ast )

\Bigr] b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt.
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Зауваження 3. Якщо \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}S = r, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S\ast = 0 i ортопроєктор PN(S\ast ) = 0. У цьому
випадку умова (26) буде завжди виконуватись, iнтегро-диференцiальне рiвняння буде завжди
розв’язним i матиме сiм’ю розв’язкiв

z(t) =

\Biggl[ \widetilde \Phi (t)PNr(D),
\bigl( \widetilde \Phi (t)D+WPN(S) + \Phi (t)PN(S)

\bigr) \Biggr] \biggl[ \~yr
\~c

\biggr] 
+ F (t),

де \~yr \in \bfR r, \~c \in \bfl 2 — довiльнi сталi,

F (t) =
\Bigl[ \widetilde \Phi (t)D  - \Phi (t)S+

r PNr(D\ast )

\Bigr] b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t)dt,

D = D+ - D+WS+
r PNr(D\ast ), S

+
r — правий псевдообернений оператор до оператора S [4, c. 103].
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