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ПРО СПОТВОРЕННЯ ТРАНСФIНIТНОГО ДIАМЕТРА ОБРАЗУ КРУГА

We investigate the so-called ring Q-homeomorphisms with respect to the p-modulus for p > 2 on a complex plane. In
particular, we establish a lower bound for the distortion of the transfinite diameter of disk image. Moreover, we solve
the problem of minimization of the functional of distortion of the transfinite diameter of a disk in a certain class of ring
Q-homeomorphisms with respect to the p-modulus.

Дослiджуються кiльцевi Q-гомеоморфiзми щодо p-модуля при p > 2 на комплекснiй площинi. Отримано ниж-
ню оцiнку спотворення трансфiнiтного дiаметра образу круга. Розв’язано задачу про мiнiмiзацiю функцiонала
спотворення трасфiнiтного дiаметра круга на деякому класi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв щодо p-модуля.

1. Вступ. Нагадаємо деякi означення. Нехай задано сiм’ю \Gamma кривих \gamma в комплекснiй площинi
\BbbC . Борелеву функцiю \rho : \BbbC \rightarrow [0,\infty ] називають допустимою для \Gamma (пишуть \rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma ), якщо\int 

\gamma 

\rho (z)| dz| \geq 1

для кожної кривої \gamma \in \Gamma .

Нехай p \in (1,\infty ). Тодi p-модулем сiм’ї \Gamma називається величина

\mathrm{M}p(\Gamma ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma 

\int 
\BbbC 

\rho p(z) dx dy.

Для довiльних множин E, F i G в \BbbC через \Delta (E,F,G) позначимо сiм’ю всiх кривих
\gamma : [a, b] \rightarrow \BbbC , якi з’єднують E i F в G, тобто \gamma (a) \in E, \gamma (b) \in F i \gamma (t) \in G при a < t < b.

Нехай D — область в комплекснiй площинi \BbbC . Покладемо

\BbbA (z0, r1, r2) = \{ z \in \BbbC : r1 < | z  - z0| < r2\} ,

Si = S(z0, ri) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| = ri\} , i = 1, 2.

Нехай Q : D \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що гомеоморфiзм
f : D \rightarrow \BbbC є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-модуля в точцi z0 \in D, якщо спiввiдно-
шення

\mathrm{M}p(\Delta (fS1, fS2, fD)) \leq 
\int 
\BbbA 

Q(z) \eta p(| z  - z0| ) dx dy

виконується для будь-якого кiльця \BbbA = \BbbA (z0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0, d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (z0, \partial D), i
для кожної вимiрної функцiї \eta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ] такої, що

1 Вiдповiдальний за листування, e-mail: kban1988@gmail.com.ua.
2 Дослiдження Л. Вигiвської частково пiдтримано грантом NCN (№ 2017/27/B/ST1/01339).

c\bigcirc РУСЛАН САЛIМОВ, ЛЮДМИЛА ВИГIВСЬКА, БОГДАН КЛIЩУК, 2023

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2023, т. 75, № 2 207



208 РУСЛАН САЛIМОВ, ЛЮДМИЛА ВИГIВСЬКА, БОГДАН КЛIЩУК

r2\int 
r1

\eta (r) dr = 1.

Теорiю Q-гомеоморфiзмiв в \BbbR n при p = n дослiджували в роботах [1 – 5], при 1 < p < n —
у [6 – 13] i при p > n — у [14 – 18]. Бiльш загальнi класи вiдображень дослiджували в [19 – 27]
(див. також [28]).

Далi будемо вважати, що

qz0(r) =
1

2\pi r

\int 
S(z0,r)

Q(z)| dz| 

— середнє iнтегральне значення функцiї Q по колу S(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| = r\} .
Нижче наведено критерiй належностi гомеоморфiзмiв класу кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв

щодо p-модуля при p > 1 на комплекснiй площинi (див. теорему 2.3 в [11] при n = 2).

Твердження 1. Нехай D — область у комплекснiй площинi \BbbC i Q : D \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна
за Лебегом функцiя, яка задовольняє умову qz0(r) \not = \infty для майже всiх r \in (0, d0), d0 =

= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z0, \partial D). Гомеоморфiзм f : D \rightarrow \BbbC є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-модуля при
p > 1 в точцi z0 \in D тодi й лише тодi, коли для довiльних r1, r2 таких, що 0 < r1 < r2 < d0,

виконується умова

\mathrm{M}p(\Delta (fS1, fS2, fD)) \leq 2\pi \left(  \int r2

r1

dr

r
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (r)

\right)  p - 1 ,

де S1 = S(z0, r1), S2 = S(z0, r2) i qz0(r) =
1

2\pi r

\int 
S(z0,r)

Q(z)| dz| — середнє iнтегральне

значення функцiї Q по колу S(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| = r\} .
Позначимо через B(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| < r\} круг iз центром у точцi z0 \in \BbbC радiуса

r > 0.

Нижче наведемо деякi допомiжнi вiдомостi про p-ємнiсть конденсатора. Згiдно з результа-
тами роботи [29], пару \scrE = (A,C), де A \subset \BbbC — вiдкрита множина i C — непорожня компактна
множина, яка мiститься в A, називають конденсатором. Конденсатор \scrE називається кiльцевим
конденсатором, якщо R = A \setminus C — кiльцева область, тобто якщо R — область, доповнення
якої \BbbC \setminus R складається в точностi з двох компонент. Конденсатор \scrE називається обмеженим
конденсатором, якщо множина A обмежена. Кажуть, що конденсатор \scrE = (A,C) лежить в
областi D, якщо A \subset D. Очевидно, що якщо f : D \rightarrow \BbbC — неперервне, вiдкрите вiдображення
i \scrE = (A,C) — конденсатор в D, то (fA, fC) також конденсатор в fD. Далi позначатимемо
f\scrE = (fA, fC).

Нехай \scrE = (A,C) — конденсатор. Позначимо через \scrC 0(A) множину неперервних функ-
цiй u : A \rightarrow \BbbR 1 з компактним носiєм. \scrW 0(\scrE ) = \scrW 0(A,C) — сiм’я невiд’ємних функцiй
u : A \rightarrow \BbbR 1 таких, що: 1) u \in \scrC 0(A), 2) u(x, y) \geq 1 для (x, y) \in C i 3) u належить класу
\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L}. При p \geq 1 величину
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\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p \scrE = \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p (A,C) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
u\in \scrW 0(\scrE )

\int 
A

| \nabla u| p dx dy,

де

| \nabla u| =

\sqrt{} \biggl( 
\partial u

\partial x

\biggr) 2

+

\biggl( 
\partial u

\partial y

\biggr) 2

,

називають p-ємнiстю конденсатора \scrE .
Вiдомо, що при p > 1

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p \scrE = \mathrm{M}p(\Delta (\partial A, \partial C;A \setminus C)) (1)

(див. теорему 1 в [30]).

Твердження 2. При p > 2 справедливою є оцiнка

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p \scrE = \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}p (A,C) \geq 2\pi 
p
2

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1\Bigl( 
| A| 

p - 2
2(p - 1)  - | C| 

p - 2
2(p - 1)

\Bigr) 1 - p

(2)

(див., наприклад, [31], нерiвнiсть (8.7)).

Нехай E — обмежена замкнена множина у комплекснiй площинi \BbbC . Величина

dn(E) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
zi,zj\in E

\left\{   \prod 
1\leq i<j\leq n

| zi  - zj | 
2

n(n - 1)

\right\}   
називається n-м дiаметром множини E. Зокрема, d2(E) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}E — евклiдiв дiаметр множи-
ни E.

Зауважимо, що послiдовнiсть величин dn(E) є незростаючою, dn+1(E) \leq dn(E), n =

= 2, 3, . . . . Тодi границя d(E) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty dn(E) називається трансфiнiтним дiаметром множини
E. Якщо E — скiнченна множина, то покладають d(E) = 0. Вiдомо, що величина d(E)

збiгається зi сталою Чебишова для множини E та з логарифмiчною ємнiстю цiєї множини
(див., наприклад, [32, с. 285 – 305; 33, с. 209 – 217]).

Нагадаємо вiдомi властивостi трансфiнiтного дiаметра.

1. Якщо E1 \subset E2, то d(E1) \leq d(E2).

2. Трансфiнiтний дiаметр круга B(z0, r) дорiвнює радiусу r, а трансфiнiтний дiаметр сег-

мента E = [a, b] дорiвнює
b - a

4
.

3. За теоремою Пойа (див. [34]) для довiльної компактної множини E \subset \BbbC має мiсце оцiнка

| E| \leq \pi d2(E), (3)

де | E| — мiра Лебега множини E.

Зауважимо, що у роботах [35 – 37] трансфiнiтний дiаметр застосовується до розв’язання
екстремальної задачi про добуток внутрiшнiх радiусiв n взаємно неперетинних областей для
довiльного натурального n \geq 2 та її узагальнень.
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2. Оцiнки для спотворення трансфiнiтного дiаметра образу круга. Справедливою є така
лема.

Лема 1. Нехай D i D\prime — обмеженi областi в \BbbC i f : D \rightarrow D\prime — кiльцевий Q-гомеоморфiзм
щодо p-модуля в точцi z0 \in D при p > 2. Тодi для всiх r \in (0, d0), d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z0, \partial D), має
мiсце оцiнка

d
\Bigl( 
fB(z0, r)

\Bigr) 
\geq 

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1
p - 2

\left(  r\int 
0

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  
p - 1
p - 2

, (4)

де B(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| \leq r\} , qz0(r) =
1

2\pi r

\int 
S(z0,r)

Q(z)| dz| — середнє iнтегральне

значення функцiї Q по колу S(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| = r\} .
Доведення. Нехай \scrE = (A,C) — конденсатор, де A = \{ z \in D : | z  - z0| < r\} , C = \{ z \in D :

| z  - z0| \leq \varepsilon \} , 0 < \varepsilon < r < d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z0, \partial D). Тодi f\scrE = (fA, fC) — кiльцевий конденсатор в
D\prime i згiдно з (1) маємо рiвнiсть

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}pf\scrE = \mathrm{M}p(\Delta (\partial fA, \partial fC; f(A \setminus C)). (5)

Згiдно з нерiвнiстю (2) отримуємо

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}pf\scrE \geq 2\pi 
p
2

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1\Bigl( 
| fA| 

p - 2
2(p - 1)  - | fC| 

p - 2
2(p - 1)

\Bigr) 1 - p

. (6)

З iншого боку, на пiдставi твердження 1 та рiвностi (5) маємо

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{p}pf\scrE \geq 2\pi \left(  \int r

\varepsilon 

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  p - 1 , (7)

де qz0(r) =
1

2\pi r

\int 
S(z0,r)

Q(z)| dz| — середнє iнтегральне значення функцiї Q по колу S(z0, r).

Комбiнуючи нерiвностi (6) i (7), одержуємо

2\pi 
p
2

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1\Bigl( 
| fA| 

p - 2
2(p - 1)  - | fC| 

p - 2
2(p - 1)

\Bigr) 1 - p

\leq 2\pi \left(  \int r

\varepsilon 

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  p - 1 .

Iз останньої оцiнки випливає нерiвнiсть

\pi 
p
2

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1

| fA| 
2 - p
2 \leq \pi \left(  \int r

\varepsilon 

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  p - 1 .

Переходячи до границi при \varepsilon \rightarrow 0 та виконуючи елементарнi перетворення, приходимо до
оцiнки
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| fB(z0, r)| \geq | fA| \geq \pi 

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) 2(p - 1)
p - 2

\left(  r\int 
0

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  
2(p - 1)
p - 2

.

Застосовуючи нерiвнiсть Пойа (3), отримуємо

\pi d2
\Bigl( 
fB(z0, r)

\Bigr) 
\geq 

\bigm| \bigm| \bigm| fB(z0, r)
\bigm| \bigm| \bigm| \geq \pi 

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) 2(p - 1)
p - 2

\left(  r\int 
0

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  
2(p - 1)
p - 2

.

Звiдси випливає нерiвнiсть (4).
Лему 1 доведено.

Теорема 1. Нехай D i D\prime — обмеженi областi в \BbbC i f : D \rightarrow D\prime — кiльцевий Q-гомео-
морфiзм щодо p-модуля в точцi z0 \in D при p > 2. Припустимо, що функцiя Q задовольняє
умову

qz0(t) =
1

2\pi t

\int 
S(z0,t)

Q(z) | dz| \leq \kappa t - \alpha , \kappa > 0, \alpha \geq 0,

для майже всiх t \in (0, d0), d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z0, \partial D). Тодi для всiх r \in (0, d0), d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z0, \partial D), має
мiсце оцiнка

d
\Bigl( 
fB(z0, r)

\Bigr) 
\geq \kappa 

 - 1
p - 2

\biggl( 
p - 2

p+ \alpha  - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
p+\alpha  - 2
p - 2 ,

де B(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| \leq r\} , qz0(r) =
1

2\pi r

\int 
S(z0,r)

Q(z)| dz| — середнє iнтегральне

значення функцiї Q по колу S(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| = r\} .

3. Про мiнiмiзацiю трансфiнiтного дiаметра. Зафiксуємо деякi числа z0 \in D, p > 2,

\kappa = \kappa (z0) > 0, \alpha \geq 0. Нехай D = D(z0, p, \kappa , \alpha ) — множина всiх кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв
f : D \rightarrow \BbbC щодо p-модуля в точцi z0 \in D з умовою

q(t) =
1

2\pi t

\int 
S(z0,t)

Q(z) | dz| \leq \kappa t - \alpha (8)

для майже всiх t \in (0, d0), d0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z0, \partial D).

Розглянемо на класi D функцiонал спотворення трансфiнiтного дiаметра круга

\bfd r(f) = d
\Bigl( 
fB(z0, r)

\Bigr) 
,

де B(z0, r) = \{ z \in \BbbC : | z  - z0| \leq r\} .
Доведемо теорему про мiнiмiзацiю функцiонала \bfd r(f).

Теорема 2. Для всiх r \in [0, d0) справедливою є рiвнiсть

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
f\in D

\bfd r(f) = \kappa 
 - 1

p - 1

\biggl( 
p - 2

p+ \alpha  - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
p+\alpha  - 2
p - 2 .
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Доведення. Справдi, використовуючи лему 1 та умову (8), отримуємо оцiнку

d
\Bigl( 
fB(z0, r)

\Bigr) 
\geq \kappa 

 - 1
p - 2

\biggl( 
p - 2

p+ \alpha  - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
p+\alpha  - 2
p - 2 .

Тодi для функцiонала \bfd r(f) виконується нерiвнiсть

\bfd r(f) \geq \kappa 
 - 1

p - 2

\biggl( 
p - 2

p+ \alpha  - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
p+\alpha  - 2
p - 2 .

Побудуємо гомеоморфiзм f0 \in D, на якому реалiзується мiнiмум функцiонала \bfd r(f). Нехай

f0(z) =

\left\{     \kappa 
1

2 - p

\biggl( 
p - 2

\alpha + p - 2

\biggr) p - 1
p - 2

| z  - z0| 
\alpha +p - 2
p - 2

z  - z0
| z  - z0| 

, z \not = z0,

0, z = z0.

Легко бачити, що при вiдображеннi f0 круг B(z0, r) перетворюється в круг B(0, \~r(r)), де

\~r(r) = \kappa 
1

2 - p

\biggl( 
p - 2

\alpha + p - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
\alpha +p - 2
p - 2 .

Вiдомо, що трансфiнiтний дiаметр круга дорiвнює радiусу круга

d
\Bigl( 
f0B(z0, r)

\Bigr) 
= d

\Bigl( 
B(0, \~r(r))

\Bigr) 
= \~r(r).

Тому справджується рiвнiсть

\bfd r(f0) = d
\Bigl( 
f0B(z0, r)

\Bigr) 
= d

\Bigl( 
B(0, \~r(r))

\Bigr) 
= \~r(r) = \kappa 

1
2 - p

\biggl( 
p - 2

\alpha + p - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
p+\alpha  - 2
p - 2 .

Покажемо, що вiдображення f0 є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-модуля при p > 2

з функцiєю Q(z) = \kappa | z  - z0|  - \alpha в точцi z0. Очевидно, що qz0(t) = \kappa t - \alpha . Розглянемо кiльце
\BbbA (z0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0. Зауважимо, що вiдображення f0 перетворює кiльце \BbbA (z0, r1, r2)
в кiльце \BbbA (0, \~r1, \~r2), де

\~ri = \kappa 
1

2 - p

\biggl( 
p - 2

\alpha + p - 2

\biggr) p - 1
p - 2

r
\alpha +p - 2
p - 2

i , i = 1, 2. (9)

Позначимо через \Gamma сiм’ю всiх кривих, якi з’єднують кола S(z0, r1) i S(z0, r2) в кiльцi
\BbbA (z0, r1, r2). Тодi p-модуль сiм’ї кривих f0\Gamma обчислюється за формулою

\mathrm{M}p(f0\Gamma ) = 2\pi 

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1\Bigl( 
( \~r2)

p - 2
p - 1  - ( \~r1)

p - 2
p - 1

\Bigr) 1 - p
.

Пiдставляючи в попередню рiвнiсть значення \~r1 i \~r2, визначенi у формулi (9), отримуємо

\mathrm{M}p(f0\Gamma ) = 2\pi 

\biggl( 
p - 2

p - 1

\biggr) p - 1\Bigl( 
( \~r2)

p - 2
p - 1  - ( \~r1)

p - 2
p - 1

\Bigr) 1 - p
=
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= 2\pi \kappa 

\biggl( 
\alpha + p - 2

p - 1

\biggr) p - 1\biggl( 
r

\alpha +p - 2
p - 1

2  - r
\alpha +p - 2
p - 1

1

\biggr) 1 - p

.

Зауважимо, що останнє спiввiдношення можна записати у виглядi

\mathrm{M}p(f0\Gamma ) =
2\pi \left(  \int r2

r1

dt

t
1

p - 1 q
1

p - 1
z0 (t)

\right)  p - 1 ,

де qz0(t) = \kappa t - \alpha .

Отже, згiдно з твердженням 1 гомеоморфiзм f0 є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом щодо p-
модуля при p > 2 з функцiєю Q(z) = \kappa | z  - z0|  - \alpha в точцi z0.

Теорему 2 доведено.
У випадку коли \alpha = 0, отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок. Для всiх r \in [0, d0) справедливою є рiвнiсть

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
f\in D

\bfd r(f) = \kappa 
 - 1

p - 1 r.
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